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Jua  division  de  l'Algèbre  à'Euler  en  chapitres ,  de  la 
Géométrie  de  Legendre  en  livres  ,  du  Calcul  des  fonctions 
,par  Lagrangè  en  leçons ,   était  un  modèle  à  suivre  dans 
la  facture  des  traités  élémentaires  :  je  me  borne  à  la  ci* 
tation  de  ces  ouvrages  qui  font  autorité.  Ces  sous-divisions 
sont  comme  autant,  de  cases  dans  lesquelles  l'auteur  dé- 
pose tout  oe  qui  peut  se  ranger  sous  un  même  titre  ;  par  elles 
l'élève  se  reporte  sur-le-champ  au  point  oii  il  est  resté  »'  il 
somme  plus  aisément  ce  qu'il  a  déjà  vu  et  ce  qui  lui  reste 
â  voir  pour  satisfaire  à  l'exigé  ;  celui  qui  veut  revenir 
sur  une  théorie ,  la  retrouve  toute  entière  sous  son  titre . 
isolée  et  dégagée  de  ce  qui  lui  est  étranger.  En  Algèbre 
surtoat ,  cette  distribution  des  matières    donne   i  chaqiiid 
proposition ,  une  consistance ,  une  sorte  dé  relief  qu'elle 
n^aurait  pas   dans  toute   autre  ordonnance  ,  parcequ'elle 
devient-iéiément  de  la  démonstration  d^un  geand  théorème 
iônt  l'énoncé  est  le  titre  même  du  chapitre  ;  elle  réveilla 
jus({u'au  souvenir  des  moipdres  détails   qu'on  oublie   si 
facilement  ,.et  rapproche  deux  candidats  d'une  intelligence 
égale,  dont  l'an  ne  doit  qu'à  plus  de  mémoire  la  5upé«i 
riorité  qu'il  prend  sur  I*auiic  daas  un  concours  verbal. 
Aux  approdaes  d^un  examen ,  l'élève  n'a  plus  à  faire  que 
des  récapitulations  s  cfest  alors  qu'il'  seAt  tout  le  prix  d'un 
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liyre  bien  ordonné,  et  qu'il  le  met  au-dessus  de  celui  qnt , 
ayant  plus  de  mérite  à  d'autres  égards^  n'aurait  pa$  une  forine 
aussi  comÎDode  :  c'est  potir  raidér  dans  ce  résumé^  que 
j^offre  ici  ùnè  anaîyse  Séta,îï\êe  dés  doctrines  contenues  dans 
ce  volume  :  lorsqu'il  sera  au  point  d'en  avoir  asse^  de  ce 
sommaire  pour  refaire  mentalement  ce  traité,  il  recon- 
naîtra (|u'il  possède  bien  sa  matière.  Il  se  passe  alors 
uh'  phénomène  assez  singulier  ,  quoique*  facite  à  expliquer^ 
et  que  je  vois  se  reproduire  tous  les  ans  à  la  même  époque 
(je  ne  parle  ici  que  de  l'élève  qui  a  bien  fourni  sa  car- 
rière )  :  il  a  tout  ouBTié  ,  ou  plutôt  if  le  croit  ^  c'est  que 
tout  ce  qu'il  a  appris,  est  réduit  à  un  petit  nombre  de 
faits^  principaux  ^  ils  sont  dans  sa  tête  comme  autant  dé 
|)biiits  pjroéminehs  pr%s  desquels  disparaissent  les  détails 
auxquels  il  tient  beaucoup  ;  il  ne  hii  reste  plus  en6n  que 
l'impression  dés  géhéifalités  •  mais  aussi  il  est  en  état 
d^improviser  et  de  rétablir  à  l'instant  les  idées  intermé^ 
diàiréi  ,  et  il  le  fera  avec  d'autant  plus  de  facilité,  que 
la  fo):me  de  1,'ouvrage  qu'il  a  étudié  ,  Sera  meilleure  , 
C'est-à-^iVè  plus  régulière.  En  effet  »  dès  que  la  question 
est  posé^  9  il  se  reporté  au  titré  du  cbapitre  qui  la  ren— 
ter  rite  ;  là  {ilàce ,  l'étebdue  bt  isi  contextute  de  la  démons- 
Iration  se  retracent  à-la<^f6is  à  èoii  esprit ,  et  il  retrouve  » 
dans  leb  ôbercher,  jusqu'aux  expressions  et  aux  lecntions 
mêmes  (Je  l'auteur.  La  rédaction  devient  donc  nn  point 
impotùiit  i  jé  l'ai  soignée  àutaïkt  qu'il  m'a  été  possible  ; 
j'ai  cheréhé  à  joîntlrè  la  prétision  à  la  clarté  :  bien  con<- 
vâincu  par  l'éxpérièncé ,  que  si  une  phrase  peut  insinuer 
un  sens  inexact ,  l'élève  né  manque  pas  de  le  jprendrë 
au  lièii  du  sens  vrai ,  j'ai  scrup^ileusénàent  évité  les  tournures 
tant  soit  peu  louches  :  quelquefois^  â  dessein  d'exercer 
son  intelligence ,  je  me  suis  borné  à  des  indications  ;  mais 
même  alors  J'en  ai  dit  assez  pour  celui  qui  a  bien  saisi  ce 
qui  précède,  et  qp  sait  bien  l'employer.  Dtes'ïiUtoéros  de 
renvoi ,  tfès-fréquens ,  indi£[ùent  les  liaiëoïis  et  les  corres- 
pondances entré  toutes  tes  parties  de  ce  Traité. 


P   R  E  L  I  M  1  N  A  I  iR  E.  H) 

L'tuinir  ijiii  profease  ,  ne  peut  ae  SbItb  Jong-^iempt 
illusion  SUT  son  propre  ouvrage  ;  s'il  consulte  ses  élèves , 
s'il  pTovocpie  leurs  ob^erva^A^ ,  -  ijl  çoo^aitra  biefitât  les 
iinperfeçtiops  de  spo  livre.  .Daos  nue  position  aussi  f ave- 
rtie y  il  ne  lui  faut  cpie  cette  portion  d'itmoi^r-^prppre  qui 
porte  vers  lé  mieux ,  ppu^  le  reojcpntrer  :  l'homme  de 
génie  qui  crée ,  n^a  pas  besoin  de  ce  centrale  ;  ce  n'est 
({lie  4a^s  la  composition  des  liv.rçs,élémentairea  qu'il  de- 
vient néceçs^i^f*  Ici  il  ne  s'agit  q^e  .d'arranger  des  ma- 
t^riafix  confias  s  j^iyapt  le  oçteil^leux' :Or4Te  possil;ile;  et 
cetiç  4i9^ii>9tip!i  jBSt  oin  Brol^leme  que  l'expérien^  de 
Vûmi^nfimmklhmt'  .biçn  pl<tf  sûrenjent ,  ^  h^a(ifçoup 
mieux  que  la  simple  spéculation.  Jep^e  au.ré^un^éque 
j'ai  ^nnpncé.  ,  -  .  .  ,  -       ^ 

A  P^xeipple,d'^MZ<»ir,  4i^s  ion  Algèbre  ;  Traité  4ont 
on  ne  peut  Jtrpp.^  ,i^êma.^^wrd'hui,  recqnjipander  la 
lecture  (*)^j}'ai;iait.précédçr'.la  résolution  d/eii.j^quati(»}s 
4e  topt  ce  cgfljtl  j^  «épes^içe^.  4p .  sayqir  poux  ^isoler  la 
ÇïWtitâiçççjo^We  4a»s.  i\ajtQeïnbr^^!et,efec.tjiex  les.opé- 
ratioua  p^regc^rûe^,  p^.ia  .fpr^lf^..qt»i.,liâ.  repri^sente  ;  cet 
ordre  tiji'a^Mr^  pr^érable  a  ceJui  qp'^  5UJivi  Oliqriiut.  J'ai 
peasé  quelles  r^ej?,fopd^n^eqt^le,^jiie*  devai^i^t ^pas  être 
disséminées  dans  dps  .exé|JD(?l!?^;,pi3ijif]^ic}^|iers>.;fl^^ 
fallait  les  présenter  isolément,  et  ïès  énoncer  avec  bêaii- 
coup  de  prédâion  et  declarté  ,  dfitt'qu'eHes  tiennent  peu 
de  plafce  àaiïs  ia«  mémoixe  'dé'  Pélîft^e  ,  et  qrfeUôs  s'y 
conservée  ^tisàkéra tien.      o.      « .  - 

lies  treize- pVemfets  châpittes  que  J6  vais  sudàèssivement 
anaVer  avec  détail  ,  fortrient  V  â  propremïht  -parler , 
l''itïtroduction  â:la  rfedlntioa  des  questions  ;  c'est  "une  des 
sous-dîvisiôns'  de  ^ouvrage  ,  qu'il  ésf 'bon  d'^îndiquer  aùx' 


1*^ 


(*)  Dans  tine^noii^eUe  édition  de  ccMç  Ajjgèhre,  xm  tronvcra  k  la  «>»«« 
do  premier  volume  >  dea  nçles  très  -  étendues  extraites  en  partie  de  iboa 


professeurs '<jtri-  voudront- biea'ea  £urè  Iç  texte  de-lèors 
leçons.  V 

Après  avoir,  dans  le  premier  "chapitre,  insinué  une 
idée,  générale  de  PAlgëbfe,  et  résumé  cette  science  au- 
tant, du  moins,  qu'on  peut  le  faire ,  j'ai  -p^éseiité  dans 
les  qpze  chapitrés  suivans,  lés  opéràtioiisf  dé  Pàddition  y 
soustraction^  niultiplicatibn ,  dîvisîéri ,  formàtîbli  de  puis- 
sances ,  extraction  de  racines ,  enfin  la  théorie  •  des  pro^ 
portions,  atithmétique  et  'gébWttiqùd ,  '  afin  dt^*  faciliter 
aux  jcomtnénçans  des  raplprbchemetts^^jiro^res' à'ieur  bien 
fai^e^à'ppé^CiEr^^oir  te  caractère  distinctîf  etftré*l*Aïgèbreet 
PAriHimétft^ue  qui  se  compose  des  lUémës'  tif^^â'rail^ 
dahs'lë  même  ordre.    •  '         '  '  '  ' 

Dans  Paddition ,  lorsque  la  rf^présentation  d'un  nombre- 
entre'  più^iétirs'  fois  Jans  la  sbmnie,  il'  y  a:  lied  à  uiie 
abréviktîbn'j  '3e  là  lès  '  cœfficiens  et  l*idée  de  réduction  , 
qui  sera  étendue  et  complétée  dans  les  chapitres  suivans. 
Dans  la  soustraction,  j*àî'  été  conduit  psrr  wè  distinction' 
fort' naturelle^'  à'  1^  considéralion  d'un  reste ^ négatif  que 
je  coiisîd^re  comme 'devant  entrer  dâiii  ime^côtnbiààisi>n 
xiouyelïeî  celui-là  n'a  pas  l'obscurité  du  resté' tSEgafif  isole' 
aùqiiei  on  ne  peut  éttia  conduit  que  par  tme  ^èsftcnx.  Tel 
est  le  sommaire  du  <ihapî tiré  deuxième;    "'      '    ^' 

En. établissant >  dan^  le^c^iapltre  troisième  ,  lea règles  re- 
latives aux.  signes  dans  la  xpiûtiplicatico:! ,.  je  m'a|;)stiéns  de 
prendre  des  facteurs  tels  que-» a,  +^5  "~~^<r  +^»  P^^" 
oç  <^u!i]s  impliquent  contradiction ,  en  ce  sens  qu'une  quan** 
titér^c^ée  i;!^  doit  pas  avoir  de  signe ,  coi;nme  }e  l'aiob^ 
8ei;vé  dans  le  chapitre  précédent?:  je  suppose  toujours  , 
av.ec  Laplçtçci  des  facteurs  binômes,  et  alors  1<»  sens  des 
règles  auxquelles  on  parvient ,  est  exact.  De  cette  manière 
on  ne  se*prive  pas  de  l'avantage  de  s'expliquer  sur  cjps 
nombres ,  ce  que  je.  fais  aussi  souvent  ^u'il  m'est  pos- 
sible. Le  procédé  pour  multiplier  dçux  polynômes  l'un 
par  l'autre,   n'est  qu'indiqué  dans  les  auteurs;  j'ai  cru. 
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nécessaire  ai  le  démontrer ,  et  de  faire  observer  qne  quel-» 
que  compliqués  que  soient  les  facteurs  »  la  multiplication 
n'est ,  en  dernier  résultat^  qu'une  répétition  doucette  opé- 
ration sur  deux  monômes,  remarque  qu'on  généralisera 
sans  peine. 

Dans  le  chapitre  quatrième  sur  la  division ,  après  Pin* 
troduction  des  exponentielles ,  j'ai  complété  la< notion  de 
similitude,  et  j'ai  fait  voir,  que,  par  la  réduction  des 
termes  semblables,  on  faisait  d'avance  cette  partie  de 
l'addition  totale,  qui  ne  dépend  pas  des  valeurs  nnmé-« 
riques  des  lettres.  Dans  la  division  de  deux  exponenti^es 
d'une  même  lettre,  on  sait  d'avance  que  le.  quot^^it  dcHt 
être  cette  lettre ,  et  il  reste  à  découvrir  son  exposant 
qu'on  trouve  égal  à  la  diSërence  entre  les  exposans  du 
dividende  et  du  diviseur ,  et  de  là  la  nécessité  de  distin* 
guer  trois  cas ,  dans  deux  desquris  on  est  conduit  à  ces 
résultats  singuliers  a° ,  oT^  qui  sont  interprétés  ,  résultats 
qu'on  n'aurait  pas  rencontrés  si  oo  eût  suivi  la  règle 
pour  la  division  des  lettres  :  le  dénier  qui  est  donné 
par  une  diflfôrence  négative  isolée,  devient  l'objet  d'un 
examen  particulier  qu'on  trouve  dans  le  chapitre  trei- 
zième. On  me  reprocherait  à  tort  d'avoir  supposé  im* 
pliciteitient ,  pour  déterminer  l'exposant  —  ^ ,  la  multi-< 
plication  de  à^  par  a""^;  il  suffira  d^obsérver  que*  les  difr« 
tinctions  faites  sur  la  différence  79— r^»  étant  de  nécessité , 
les  notations  correspondantes  le  .  sont  aussi  ^  d'ailleurs, 
l'^ève  reconnaît  une  première  fois. que  l'Algèbre  àdnr» 
en  même  temps  la  valeur  du  nombre»  indonnu  et  seii  signe. 
A  l'occasion  de  a°=si  pour  toute  valeur  de  a,  on  n*)» 
pa&  examiné  le  cas  de  a=so,  d^où  résulte  e^  qui  se  tra*- 
dyit  enl,  expiression  qui  vient  s^offirir  pour  la  première 
fols  1  je  fais  remarquer^  x^  que  lé  quotient  de  o  parc 
peut  être  quelconque^  a9,  qufune- telle  fraction  peut  n'adu 
mettre  qu'une  seule  valeur,  ensorte  que  |  n'annoncé  pas 
toujours  Ujoe^  indétermination*  A  mesure  que  ces  réponses, 
singulières   se  reproduisent ,  '  le^  distinctions  :  auxqùeUoa» 
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•  êll^  donnent  Ii«tt ,  quant  à  leur  sîgnificaiion ,  sont  as»î — 
'  gnéfiB  plus  soigfaeusement.  A^rès  avoir  démontré  la  divl— ^ 
-  éicm  i  j'ai  hippfoché  les  procédé^  arithméticpie  et  algâ — 

Iri^e;  de  là  j*ai  passé  à  la  recherche  des  diviseurs  d'ara 
nombre;  enfin   j'ai  terminé  ce  chapitre  par   une  exposi— • 

•  tiôh  suffisante  y  quoique  briève ,  des  quatre  opérations  pre- 
mières  dans    un  système  particulier  d'arithmétique;  j 'a £ 

'  choisi ,  pour  xh'ezpliquer  /celui  dont  le  module  est  douze* 

Tout9  là  tkéorits  des  fractions  littérales,  exposée  dans 

-le  chapitre  cinquième ^   est  déduite  de  l'algorithme  d^ 

<  F^alité  :  oit  ne  trouvera  pas  que  j'ai  alongé  inutilement 

.  eechapitre ,  en  examinant  les  variations  d'une  fractioca 

.  correspondantes  à  des  variations  égales  tant  en  plus  qu'ara 

moins  de  ses  dieux  termes  :  j'ai  voulu  présenter  à  l'élève^ 

dans  cette  question  >  un  pretnier  modèle  d'une  discussion 

.  coniplètë  :  il  :rencontre  encore  ces  résultats  f  et  ^  :  ce  sont 

.  des  fiiits  retueillis  en  passant,  et  qui  doivent  être  ex^ 

•  pliqués  par  la  suites  • 

Le  chapitre  sixième ,  qui  a  pour  titre  t  Recherche  du 
iplus  gnmd  èommun  diviseur  entre  un  nombre  quelconque 
'  de  noràhres ,  est  une  préparation  au  chapitre  vjngt^qua- 
triènàe  ^^ns  lequel  on  étend  la  mémo  question  aux  po« 
Ijhomei.  On  y  trouve  sur  les  fractions  continues  tout  ce 
qii^il  lest  nécessaire  d'en  savoir  pour  calculer  le  logarithme 
dtin  nombre.  Une  théorie  plus  étendue  de  ces  sortes  de 
fractièiiéy  né  peut  trouver  place  dans  les  élémens ,  puis* 
qu'elle  lès  sAppose^^:  aussi  l'avons -nous  renvoyée -à  la 
seconde  section  dece  Traitée  .:.  ^ 

Le>  chapitre  (septième  fait  natutellement  suite  aux  deux 
•précédèîis ,  puisqu'il  s'agit  de  la  résolution  '  des  quoftens 
en  suite^  ihfinie^s.  Oii  y  trouve  Tinterprétation  de  ce  ré- 
sultat %  déjà  rencOà^tré  précédemment  ;  il  se  produit  comnae 
4efme  sommatoire  .d^ùne  suile  qiii  ne  s'arrête  jamais  :  ce 
-syuïfaole  que  les  gév">mètres  appellent ,  par  abréviation , 
y  infini^  est  déjà  ,  so«is  cette  origine  ,  une  annonce  de  con- 
.tradiction;  c'est,  én^efiàt)  l'te^bléme  d'une  somme  qu'on 
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M  peut  obtenir ,  puisqu'on  n'en  eoMiait  pas  tous  les  élé- 
mens;  non  pas  cependant  t^ae  de  telles  suites  soient 
toujours  représentées  par  ~,  ce  qu'il  «st  facile  de  con* 
ceyoir ,  en  observ^aDt  ^pe  si  à  lu  moitié  d'une  ligne 
on  ajoute  la  moitié  du  reste  ,  à  cette  somme  fai  moitié  du 
reste ,  et  ainsi  dé  suite ,  la  somme  ne  pourra  jamais  être 
la  ligne  entière.  Nous  mTOBs  consigné  ici  une  notion  nou- 
velle qui  est  oelle  de  limite ,  notion  souvent  invoquée  par 
la  suite.  Ces  dé veloppemens  en  suites  infinies  correspondent 
aux  fractions  décimales  non  terminées  ;  mais  par  l'opé- 
ration arithmétique*  les  chiffres  de  celles-ci  s'obtiennent 

un  à  un  ,  tandis  que  si  on  développe  une  fraction  t  en 

une  série  de  fractions  dont  les  dénominateurs  soient  toutes 
les  puissances  entières  et  positives  de  m  ,  les  numérateurs 
donneront  plusieurs  chiffres  ,  lorsqu'on  particularisera  le 
module  m  et  les  représentations  a  et  6.  Comme  il  s'agis- 
sait icu  de  comparer  deux  résultats  obtenus  l'un  par  l' Al- 
gèbre y  et  l'autre  par  l'Arithmétique  ,  il  fallait  procéder 
d'une  manière  analogue;  c'est  pourquoi  j'ai  traité  à  part 
cette  question  ,  quoique  sa  solution  fût  évidenmnent  com- 
prise dans  ce  qui  précède.  Enfin ^  en  résuniant  ce  chapitre 
et  le  précédent,  on  reconnaît  qu'une  mêpoie  fraction  peut 
se  produire  sous  des  formes  essentiellement  différentes  y 
espèce  de  métamorphose  qui  est. un  des  caractères  distinc- 
tifs  de  dette  branche  de  calcul. 

Je  me  suis  fondé ,  ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  haut,  sur  la 
classification  desmatières  ,  adoptée  en  Arithmétique  »  pour 
placer  ici  la  formation  des  puissances  seconde  et  troisième 
et  l'extraction  des  racines  carrée  et  cubique  des  poly- 
nômes et  des  nombres.  Tel  est  le  texte  des  chapitres  hui- 
tième •  neuvième  et  dixième.  • 

Dans  le  chapitre  huitième  ,  qui  a  pour  titre  :  des  Radie  aujc^ 
je  complète  les  ^règles  relatives  à  la  muitiplicatioa  et  à  la 
division  des  exponentielles  à  exposans  fractionnaires  tant 
positif  que  négatif,  et  même  incommensurable^  je  démontre, 
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1^.  que  la. racine  d'ua  nombre  est  réductible^  tjuanGL*  wn 
indice  est  décomppsable  en  facteurs  j, 2®.  que  Punité^est 
la  limite  des  racines  dont  Tindice  croît  continuellement  ^ 
et  que.de  Pindice  féro.4  Pi^fini ,  la  racine  revient  de  Pin- 
fitii  &  Punité.  lies  racines  imaginaires  résultent  de  Pextrao- 
tîon  d'une  racine  paire. d'un  résultat  négatif  isolé,  mais 
leur  origine  eat  plus  soigneusement  examinée  dans  le  cha- 
pitre treizième*.  Après. avoir  démontré  que  ces  imagi- 
naires qui. forment  dans  l'Algèbre  un  symbole  précieux^ 
ae  réduisent  toutes  à  v^^—  i ,  je  reprends  sur  ces  sortes  de 
racines  les.  opérations. élémentaires  auxquelles  succèdent 
diverses  transformations  dont  l'utilité  ne  peut  être  mé- 
connue. 

Les  règles  à  suivre  dans  l'extraction  'des  racines,  carrées 
et  cubiques  des  nombres ,  étant  écrites  dans  les  formules 
de  composition  des  carrés  et  des  cubes  des  binômes ,  tri- 
nomes  ,  etc. ,  î'ai  donné ,  dans  le  chapitre  neuvième  ,  ces 
formules  et  c^s  applications.  'J'étais  amené  à  démontrer 
que  tout  nombre  qui  n'est  pas  une  puissance  parfaite  ,  ne 
peut  avoir  pour  racine  un  nombre  entier  ,'  et  mênie  une 
fraction  irréductible^ d'où  résulte  la  distinctijon  des  nombres 
en^commensurables  et  iilcommensurables  ,  déjà  énoncée 
plus  haut. 

'  Pans  le  chapitre  dixième  ,  je  procède  à  l'extraction  des 
racines  carrées  et  cubiques  des  polynômes  par  rapport  aux- 
quels on  n'est  pas  astreint  à  trouver  ,  comme  pour  les 
nombres  ,  les  termes  de  la  racine  dans  un  ordre  déter- 
miné. Jtai  résolu  la  question  de  deux  manières  :  x***  en 
suivant  la  marche  inverse  de  là  composition  des  puissances; 
2^.  en  partant  du  priîicipe  des  plus  grands  termes.  Ce  que 
j'ai  déjà  dit  dans  le  chapitre  septième ,  de  l'utilité  des/ 
séries  convergentes ,  se  trouve  confirmé  par  l'application 
qui  termine  celui-ci. 

Dans  le  suivant,  je  donne  le  terme  général  des. puis- 
sances successives  entières  et  positives  (ï'ûn  binoma,  c'est- 
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â-dite  la  formule  générale  de  toutes  ces  puissances.  Ce 
passage  des  cas  particuliers  au  cas  général ,  est'  trop  iuh 
turel  pour  c[u'il  soit  nécessaire  de  le  justifier  :  on  objec^ 
terait  avec'  plus  de  raison  que  cette  recherche  est  placée 
trop  tôt;  mais  j'observe  cju'ajant  décrit  avec  soin  le  pro* 
cédé  pour  former  tous  les  arrangemens  de  m  lettres  prises 
n  à  n  ,  le  principe  se  trouve  parfaitement  éclairci.  Ce  n'est 
pas  un  sentiment  de  vanité  qui  m'a  dicté  une  aeconde  dé- 
monstration de  la* formule;  je  n'ai  cherché  qu'A  mettre 
la  chose  plus  à  la  portée  des  commençans*  Après  avoir 

^t90^^  ^M^MA  ^a~^^ 

appliqué  cette  formule  à  la  recherche  du  quotient — ^ , 

j'ai  supposé  xrsza,^  j'ai  trouvé  »ia""*  pour  valeur  vraie* 
de  cette  fraction  $•  On  se  bornera  à  remarquer  que  ce- ré» 
sultat  singulier  est  dd  à  une  seule  hypothèse. 

Xa  théorie  des  équi-diS*érences  ,  des  équi-quotiens  et 
des  rapports  égaux  prolongés  ,  compose  le  dernier  des 
douze  chapitres  qui  correspondent  à  l'Arithinétique  :  je 
n'ai  dit  qu'un  mot  de  l'équi-différence  qui  n'est  presque 
pas  usitée.  Les  propriétés  de  l'équi-quotient  et  des  rapports 
égaux  prolongés,  ne  sont  que  des  résultats  de  combinai- 
sons des  propriétés  des  fractions  et  de  l'égalité  :  je  les  ai 
traduites  et  énoncées  en  notations  et  dénominations  an- 
ciennes ',  puisqu'elles  sont  encore  employées  dans  les  traités 
modbrnes  de  Géométrie. 

lie  chapitre  treizième  est  un  complément  nécessaire  des 
douze  précédens  ;  jusqu'ici  les  quantités  négatives  ont  été  des 
élémens  de  polynômes  ;  elles  ne  se  produisent  isolément 
que  lorsqu'elles  sont  données  par  des  questions ,  et  alors 
elles  indiquent  une  rectification  de  l'énoncé  ;  c'est  de  que 
j'ai  cherché  à  confirmer  par  quelques  exemples  choisis 
avec  soin.  Je  donne  une  commune  origine  aux  restes  ^  aux 
exposans  négatifs  et  aux  imagiuaiies  qui  viennent  d'une 
extraction  de  racine  paire  de  ces  sortes  de  restes.  Je  fais 
Wir  encore  que  ,  s:ins  déroger  à  leur  acception  primitive^ 
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le3  aignes  +  et  —  deviennent  pn^es  k  indiquer  ^eui; 
sens  diamétralement  opposé^  sur  une  même  droite ,  et  que 
cet  emploi  n^est  pas  une  convention  nouvelle  faite  à  l^égar4 
de  ces  signes^  en  passant  de  P Algèbre  à  la  Géométrie» 
QvelqQea  Géomètres  pensent  que  les  non»bres  négatifs  ne 
•ont  pas  au-deasoûs  de  zéro,  parceque  zéro  est;. le  dernieii 
ferme  des  décrojssemens  de  la  grïui^ieur  :  s'ils  parlezit  du 
décroissemens  par  voie  de  division  ^  ils  ont  raison  s^ins 
doute  ;  mais  ils  peuvent  avoir  lieu  par  voie  de  spusifraoti<>n  i 
c'est  même  ce  mode  de  diminiitiop  ^u'Us.  d^vaienÇ  svpr 
poser ,  s'ils  voulaient  ne  pas  éluder  les  resjtes  négatifs.  Je 
crois  qu'on  peut  leur  oppèser  l'opinion  des  hommes  les 
plus  célèbres  qui  >  pouar  dire  -^  a  y  écrivent  d  <  o.  San$ 
entrer  dans  cette  discussion  ,  j'ai'  comparé  les  quantités 
Jiégatives  entre  elles ,  et  Jes  négatives  avec  les^ positives., 
parceque  la  connaissance  de  ces  relations  est  nécessaire. 
EnSi)  j'ai  terminé  par  une  courte  digression  sur  les  inér- 

,  galités.  \^    ^  ..,^    . 

J'aurais  dû,  pour  compilé t^  cette  Introduction  ,. placer 
ici  la  théorie  des  logariÛ^mes ,  qui  offre  le  complément 
des  moyens  de  calculs  ;  mais  je  \*aï  re jetée  à  la  suite 
de  la  résolution  des  équatipns  du  premier  degré  ,  parceque 
plusieurs  des  théorèmes  qui  en  font  partie  la  supposent. 
Au  défaut  de  règles  certaines  pour  traduire  un^  question 
en  langage  algéhriquer,  j'ai  posé ,  dans  le  chapitj'e  qua- 
torzième ,  des  préceptes  généraux  dont  on  peut  s'aider , 
mais  qui  ne  suppléent  pas  l'exercice  et  la  sagacité.  Per- 
suadé qu'un  petit  nombre  d'exemples  bien  choisis  ,  est 
plus  fructueux  que  cette  multiplicité  de  problèmes  oiseux 
dont  on  fatigue  lescommençans ,  je  me  suis  renfermé  dané 

.  quelques  questions  instructives  par  l'espèce  de  discussion 
fju'elles  comportent.  Parmi  les  problèmes  que  j'ai  trîtités  p 
je  citerai  celui  des  annuités ,  qui  a  cela  de  remarquable 
qu'il  conduit  à  une  équation  qui  est  le  type  général  des 
équations  de  tous  les  degrés ,  et  dès-lors  l'élève  ne  regarde 
plus  leur  résolution  comme  une  recherche  de  pure  curip* 
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rîosité.  Dans  ce  chapitre ,  Je  rue  suis  toujours  élevé  du 
ca^  particulier  au  cas  général,  cette  marche  m'ayant  para 
xnieu%  convenir  ici  que  le  procédé  inverse  anq[uel  elle  pré-^ 
pare  ,  et  qu'il  faudra  lui  préférer  par  la  siilte.  Dans  oe 
titre  y  les  élèves  verront  se  développer  la  signification 'dd 
ces  symboles  | ,  ^  ,  du  60  ,  le  premier  annonçant  une  indé- 
terâiination  ,  et  le  second  une  impossibilité ,  ou  plus  exac- 
tement une  contradiction.' 

La  considératioû  des  suites  par  différences  et  par  quo- 
tiens  égaux,  tfvli  est  la  matière  du  chapitre  quinzième, 
doit  naturellement  venir  avant  la  doctrine  des  logarithmes 
dont  plusieurs  points  sont  fondés  sur  le  rapprochement  ot 
la  comparaison  de  ces  espèces  de  suites.  Les  rechercha 
auxquelles  elles  donnent  lieu  ,  se  réduisent  i  celles  des 
termeis  généraux  et  àonimatoires.  La  aeule  hypothèse  du 
facteur  constant  =  iV  donne  encore  ici  ç  comme  termd 
«ommatoire  d'une  progression  par  quotiens  égaux ,  et  on 
sait  d'ailleurs  que  cette  somme  est  égale  à  n  fois  le  pre- 
mier tetme ,  n 'désignant  le  nombre  des  termes.  Mais 
lorsque  les  suites  par  quotiens  égaux ,  sont  décroissantes 
et  ne  s'arrêtent  pas ,  au  terme  sommât oire  qu'on  ne  peut 
obtettr ,  on  substitue  un  nombre  tel  qu'entre  lui  et  la 
valeur  de  la  totalité  de  la  suite ,  on  ne  peut  intercaler 
aucun  autre  nombre.  Nous  trouvons  donc  non  les  véritables 
sommes ,  mais  leui's  limites ,  ce  qui  revient  au  même  , 
puisque  les  erreurs  qui  en  résultent ,  sont  inassignables. 
De  la  suite  dite  de  rapports  égaux  y  nous  avons  déniiontré 
la  seule  propriété  qui, soit  usuelle.  Je  termine  par  la  som- 
mation de  quelques  séries  réductibles  à  des  suites  par 
quotiens  égaux. 

L'origine  assignée  aiix  logarithmes  par  J?«fcr  et  Lagrartgey 
ne  permet  plus  de  les  considérer  en  Arithmétique;  elle 
fixe  irrévocablement  leur  place  dans  l'Algèbre;  il  serait  « 
ce  me  setnblé^  ridicule  de  chercher  à  renforcer  l'autorité 
de  ces  deux  hommes  célèbres ,  dont  le  premier  k  façonné  la 
tàlcvl  algébrique ,  et  dont  l'autre  ajoute  tous  les  jours  de 
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noui^eaux  titres .  à  la  reconnaissance  et  à  l'admiration  des 
Géomètres.  £o  me  renfermant,  ainsi  que  Pa  fait  Euler  dans 
son  Algèbre  »  dans  les  élémens  de  cette  doctrine  ,  j^ai  donné 
dans  le  seiiûème  chapitre ,  plusieurs  théorèmes  qu'on  Qe 
trouve  pas  dans  cet  excellent  ouvrage ,  et  qui. sont  devenus 
indispensables  dans  l'état  actuel  de  la  science.  Au  lieu  des 
complémens  arithmétiques,  dont  les  calculateurs  ont  sou- 
vent reconnu  l'inconvénient ,  j ^emploie  les  caractéristiques 
riégatiyes  qui  conservent  une  analogie  de  signification  avec 
les  positives ,  la  partie  décimale  jointe  à  ces  caractéris- 
tiques ,  restant  positive  :  cet  expédient  m'a  dispensé  de  par- 
ler des  complémens  arithmétiques.  On  trouve  dans  la  se- 
conde section  des  formules  pour  le  calcul  des  logarithmes  ^ 
qui  ne  pouvaient  trouver  place  dans  celle-ci. 

A  mesure  qu'on  s'éloigne  du  commencement  d'une 
science,  les  moyens  se  muljtiplient ;.de  là  cette  diversité 
de  -méthodes  que  plusieurs  personnes  réprouvjent  à  tort^ 
et  parcequ'elle  est  à-la-fois  un  caractère  et  une  confirmation 
de  la  science ,  et  parcequ'enfin  s'il  est  vrai  que  le  candidat 
ne  doive  en  apprendre  qu'une ,  il  est  tout  i^aturel  de  lui 
laisser  l'option.  J'ai  pour  mon  compte,  exploité  beaucoup 
de  têtes  »  et  il  m'est  arrivé  d'essayer  sans  succès  plusieurs 
manières  de  présenter  une  chqse ,  lorsqu'une  tournure  sur 
laquelle  je  ne  devais  pas  compter,  révélait  tout  à^coup  à  l'é- 
lève le  mot  de  l'énigme.  Je  n'ai  donc  varié  les  considéra- 
tions ,  multiplié  les  démonstrations  et  les  méthodes ,  que 
parceque  l'expérience  de  l'enseignement  qui  conseille,  tou' 
jours  bien  ,  m'en  a  fait  connaitrp  la  nécessité  ^  ou  au  xpoins 
l'utilité.  Ces  motifs  doivent  servir  de  réponse  à  ceux  qui 
me  reprocheraient  de  doubles  emplois. 
.  Dana  le  chapitre  dix-septième  où.^e  traite  des.équations 
déterminées   du  premier  degré   à.  plusieurs  -  inoonoues  ^ 

Î'*«xpo5e  plusieurs  procédés,  d'élimination  ,  qui  font  éga- 
ement  dépendre  la  résolution  de  la  proposée  de  celle  4'^° 
pareil  nombre  d'équationS du  premier  degfé  aune  inconnue: 
on  reconnaîtra  quç  çhacuij;  d'eux  ne  doit  pas  être  e]|cju«^ 
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siventent 'eiiiplbyé  dans  tous  les  cas.  La  discussion  des 
racines  dé  ces  équations  ,'  'met  dans  tout  son  jour  la  signi- 
fication de  ce  symbole  ^  comme  emblème  de  contradiction , 
et  de  celui-ci  |  en  tant  qu'il  annonce  une  indétermination , 
ensorte  qu'il  ne  reste  plus  d'obscurité  sur  le  sens  de  ces  résul- 
tats dont  l'importance  est  en  même  temps  bien  constatée. 
Comme  l'élève  pourrait  être  induit  en  erreur  par  ces  annonces 
a:  =  I  ,>  =  ?  ,  etc.  pour  les  cis  où  les  équations  manquent 
du  terme  tout  connu,  quoique  cependant  elles  n'aient  lieu 
que  sous  une  condition  ^  j'ai  cm  devoir  observer  à  la  fin 
de  l'ouvrage ,  que  de  telles  équations  admettaient  ces  so- 
lutions 2:  =: o ,  ^  =  o»  etc. ,  lorsque  la  condition  citée  plus 
Iiaut  ,  n'avait  plus  lieu  ,  ce  qui  revient  à  dire  que  ces 
équations  ne  sont  pas  indéterminées  ,  par  cela  seul  qu'elles 
manquent  du  terme  tout  connu. 

Je  donne  dans  le  chapitre  dix-huitième ,  les  élémens  de 
l'analyse  indéterminée^  et  parcequ'ils  viennent  naturelle- 
ment se  classer  ici ,  et  parceqù'étant  exigés  par  le  pro- 
gramme d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique ,  ils  doivent 
faire  partie  de  cette  section.  Comme  le  complément  de . 
cette  doctrine  suppose  la  connaissance  de  quelques,  pro- 
priétés des  fractions  continues ,  je  l'ai  rAivoyé  à  la  se- 
conde section. 

La  résdlution  des  équations  du  second  degré,  qui  fait 
là  matière  du  dix-neuvième  chapitre ,  prépare  en  q[uelque 
sorte  à  la  théorie  générale  des  équations  numériques.  La 
pluralité  des  racines  ,  la  propriété  dont  jouit  le  premier 
membre  d'être  divisible  par  l'inconnue  moins  chacune 
d'elles,  la  manière  dont  elles  sont  combinées  dans  les 
epeffîciens  ,  les  distinctions  de  ces  racines  en  réelles  com— 
mensurables  et  incommensurables ,  égales  et  inégales  ,  et 
en  imaginaires ,  lesquelles  résultent  nécessairement  de  la 
forme  de  leurs  expressions  ,  sont  autant  de  faits  qui  ont 
lieu  quel  que  soit  le  degré  de  l'équfttion.  Préparée  par 
la  décomposition  dss  équations  du  second  degré  à  deux 
termes ,  celle  des  équations  complètes  du  même  degré ,  ne 
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parait  plus  abstraite  ;  l'égalité  à  zéro  du  produit  déter-« 
xnîne  évidemmeat  l'égalité  à  zéro  de  chacun  des  facteurSé 
J^ai  démontré ,  par,  une  analyse  particulière  et  ind^pea— 
dante  de  la  résolution,  que^  l'existence  d'une  racine  sup* 
posée ,  l'équation  du  second  degré  en  comportait  une  se- 
conde ;  que  le  coefficient  du  second  terme ,  pris  en  signe 
contraire  >  était  la  somme  de  c^s  racines^  et  que  le  terme 
tout  connu  en  était  le  produit  ;  et  de  ces  résultats ,  j'ai 
déduit  les  racines  elles-mêmes.  Ici  se  produisent  ces  sygoi- 
boles  imaginaires  dont  il  a  été  déjà  question ,  et  qui  » 
comme  le  dit  Lagrange ,  n'indiquent  pas ,  stiictemeat 
parlant ,  une  contradiction  ,  mais  une  impossibilité  ;  je  la 
mets  en  évidence  par  la  Géométrie  C*).  Parmi  les  questions 
résolues  dans  ce  chapitre ,  il  en  est  une  qui  donne  6e 
symbole  |  sous  une  signification  déjà  notée;  il  résulte 
d'une  seule  hypothèse  faite  dans  les  deux  termes  de  la 
fraction:  il  n'admet  qu'une  valeur,  qu'on  obtient  en  re- 
montant à  la  traduction  immédiate  de  la  question  qui , 
dans  les  mêmes  hypothèses ,  se  réduit  à  une  équation  du 
premier  degré,  ensorte  que,  comme  l'observe  encore 
LagrangCj  un  tel  résultat  correspond  à  un  changement  d^ 
forme  dans  l'e^icpression.  Nous  avons  déjà  annoncé  qv 
l'évaluation  de    ces    sortes   de  fractions  ,  serait  le   texte 

du    vingt-unième   chapitre.  Les  chapitres   14  ,*  i3 19* 

forment  comme  une  seconde  sous-division  de  l'ouvrage. 

Lojcroix^  dans  son  Essai  sur  l'Enseignement,  ouvrage 
aussi  bien  écrit  qu'il  est  bien  pensé,  et  qui  mérite  de 
devenir  le  manuel  des  professeurs,  dit,  à  quelques 
termes  près  :  «  Ceux  que  leur  génie  entraîne  irrésistible^ 
»  ment  vers  la  science ,  parviennent  à  franchir  des  obstacles 


(*)  C'est  sttrtont  dans  la  Gt^omëtrie  analytique  que  ces  symboles  J,  00  el 
celui  de  rima||narieë  ^e  mfttiifestent  trèi-fréquemment,  et  on  en  trouve  nn« 
interprétation  très-nette  dABs  Itf  ckcoàstittow  géoméinquet  foi  Itur  corfet* 
pondent. 
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»*  {>lus  grands  encore  c^ue  ceux  qui  naissent  de  Pimper«« 
»  fection  d^s  livres  élémentaires)  et  par  iëUr  force  de 
^  tête  ils  redressent  les  vices  de  méthode ,  et  restituent 
»  les  liaisons  qui  manquent  $  mais  il  n'en  est  pas  ainsi 
3»  du  commun  des  lecteurs,  etc.».  Or  cet  ouvrage  s'adresse 
à  des  élèves  de  toutes  les  portées  ;  j'ai  donc  cru  ne  devoir 
supprimer  aucun  intermédiaire.  Il  était  indispensable  ^ 
pour  l'intelligence  de  ce  qui  suit,  de  bien  fiter  la  no- 
tion de  l'identité,  de  la  caractériser  par  ce  qui  la  distingue 
de  l'égalité  et  de  Péquation^  «t  de  bien  établir  cette 
conséquence  :  que  l'identité  entre  deux  polynômes  ordonnés 
suivant  les  puissances  de  x ,  par  exemple ,  doit  avoir  «6-» 
parement  lieu  entre  les  coeffictens  des  mêmes  puissances 
de  cette  lettre.  C'est  ce  que  j'ai  fait  dans  le  chapitre 
vingtièmei  Le  but  de  la  méthode  qu'on  y  expose ,  est  de 
résoudre  une  fonction  d'une  Variable  en  une  série  procé- 
dant suivant  les  puissances  de  cette  variable;  les  coeffi- 
ciens  de  ces  puissances  sont  les  inconnues  à  évaluer,  et 
0tles  doivent  être  exprimées  au  moyen  des  nombres  con- 
signés dams  là  fonction  :  à  cet  effet ,  on  tire  d'une  pro- 
priété esiractéristique  dé  c^tte  fonction ,  une  identité  qui  ^ 
d'après  le  principe  cfue  iioos  venons  de  poser,  fournit 
entre  les  coefficiens  inconnus,  des  équations  eu  nombre 
suffisant  pour  les  évaluer ,  ou^  plus  exactement ,  une  loi 
manifeste  de  dérivation  qui^  à  partir  d'une  époque  ,  tient 
lieu  du  surplus  àe  ces  équations.  Ces  généralités  seront* 
mieux  saisies  par  ceux  qui  auront  lu  dans  la  seconde  sec- 
tion, Tes  âpplifcations  de  cette  méthode  aux  développe- 
mens  dés  transcendantes  à*,  log(î  +  ar),  sinx,  cosj;, 
tangx,  etc.  suivant  les  puissances  de  xt  ils  se  convain- 
cront d'ailleurs  qu'ils  remplacent  avantageusement  tous 
les  procédés  pénibles ,  quoique  particuliers ,  qu'on  donne 
dans  lear  Bléinens  d'Algèbre  et  daiis  la  Trigonométrie 
pour  la  construction  des  tables.  D'ans  ce  chapitré ,  je  me 
suis  borné  aux  développemens  du  binôme  dans  les  cas  do 
l'exposant  fractionnaire  tant  positif  que  négatif,  qui  sont 
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supposés* dans  le  cliapitre  suivant:  des  deux  démoBstttt'^ 
tiens  que  j'ai  doQnées  4e  ces  formules  ^  je  recommanderai 
particulièrement  celle  que  nous  devons  à  Eulen 

Après  avoir  montré  que  cette  fraction  |  peut  admettra 
une  valeur  déterminée  »  et  confirmé  la  cliose  par  quelques 
exemples ,  il  devenait  nécessaire  de  donner  une  méthode 
pour  trouver  la  valeur  vraie  de  ces  sortes  de  fractions. 
Sans  le  vingt-unième  chapitre,  j'ai  d'abord  déduit  du 
rapprochement  des  faits,  que  lorsqu'un. tel  résultat  était 
dû  à  deux  ou  à  plusieurs  hjrpothèses,  il  annonçait  une. 
indétermination  ,  et  qu'il  n'en  était  plus  ainsi  lorsqu'il) 
n'en  exigeait  qu'une.  Je  sais  qu'on  traite  cette  question 
dans  le  Calcul  différentiel ,  mais  je  pense  qu'on  trouvera 
suffisamment  motivée  la  restitution  que  j'en  fais  à  l'Al- 
gèbre ;  et  d'ailleurs  tous  ceux  qui  étudient  cette  branche 
de  calcul ,  n'ont  ni  le  temps  ni  la  volonté  d'aller  au-delà. 
J'ai  cru  devoir  énoncer  ici^  et  confirmer  par  un  exemple» 
ce  principe  de  calcul  :  lorsque  le  symbole  oo  entre  dans 
une  expression ,  on  doit  négliger  vis-^-vis  de  lui  les  ternies 
finis  avec  lesquels  il  se  trouve  combiné  par  voie  d'addi- 
tion et  de  soustraction  :  de  ce  principe  dérivent  quelques 
conséquences  utiles  que  je  me  suis  contenté  d'indiquer. 

A  mesure  que  j'avance  dans  cette  analyse  de  mon  ouvrage, 
}e  crois  pouvoir  ^  procéder  par  des  traits  plus  généraux  | 
parceqùe  je  n'ai  plus  que  des  méthodes  i  caractériser. 

L'équation  J^=:  o  étant  préparée  de  manière  que  la  plus 
haute  puissance  de  x  soit  multipliée  par  l'unité,  et  que 
^ous  ses  coefficiens  soient  des  nombres  entiers ,  nous  dé- 
montrons dans  le  vingt-deuxième  chapitre ,  ce  théorème 
fondamental  :  le  polynôme  X  est  exactement  divisible  j 
p^r  l'inconnue  moins  une  racine,  et  ne  l'est  plus  par  l'in- 
connue moins  tout  nombre  autre  qu'une  racine.  Lors/donCj 
qu'on  suppose  ,  ainsi  que  nous  le  verrons  chapitre  vjagt* 
sixième  ^  que  le  premier  membre  d'une  équation  est  di-^ 
Tisiblepar  x— un  nombre,  ce  nombre  ne  peut  être  qu'usa 
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tacine.  A  Pégard  d'une  équatioil  du  degr^  m ,  on  suppose 
iles  racines  en  nombre  m ,  et  il  est  vrai  seulement  qu^on 
tie  peut  en  supposer  un  nombre  plus  grande  et  on  conclut 
pareil  nombre  dé  facteur»  binomesé  Que  si  l'on  part  de 
ces  facteurs  en  nombre  m ,  parceque  leur  produit  prend 
la  forme  du  premier  membre ,  et  qu'on  veuille  en  calculer  ' 
les  seconds  termes ,  comme  l'identité  doit  s*établir  entra 
les  coeiBciens  respectifs,  on  retombe  sur  la  difficulté  qu*oâ 
votdait  éluder  «  c*est-à-dire  qu'on  est  encore  ramené  4 
prouver  qu^il  existe ,  soit  un  nombre  ,  soit  un  symbole  ima« 
ginaire  qui  rend  nul  le  premier  membre  de  la  proposée. 
On  prouve  bien  que  par  la  multiplication  de  plusieurs  bi- 
nômes simples  ,  on  forme  une  équation  de  tel  degré  qu'on 
veut  5  mais  on  n'a  pas  fait  voir  qu'une  équation  dont  le 
premier  membre  est  formé  par  la  multiplication  de  plusieurs 
binômes  simples,  peut  avoir  tels  coefficiens  qu'on  veut.  Cette 
observation  de  M.  Castèllon  est  rapportée  par  Lacroix. 

L'objet  du  chapitre  vingt-troisième  est  suffisamment  dé- 
fini par  son  titre  ;  il  renferme  la  solution  de  ce  pro- 
blème :  une  équation  étant  donnée  ,  en  déduire  une  autre 
dont  les  racines  soient  avec  celles  de  la  préposée,  dans 
une  relation  donnée ,  c'est-à-dire ,  faire  toutes  les  opéra- 
tions arithmétiques  sur  les  racines  d'une  équation^ /sane 
les  connaître.  L'éqyption  aux  diiférences ,  dont  il  sera  Uen- 
tôt  question  »  n'est  que  l'une  des  transformées  que  donne 
cet  énoncé. 

Les  trois  chapitres  qui  suivent  celui-ci ,  ramènent  à  Id 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entrer  des  po^ 
Ijnomes  ^  opération  délicate ,  quoique  les  préceptes  en 
loient  simples  et  en  petit  nombre.  J'ai  fait  voir  dansf  le 
chapitre  vingt-quatrième  qu'on  pouvait  s'aider  dans  cette 
pratique ,  de  cette  propriété  démontrée  plus  haut  ^  savoir  , 
f[ue  A  un  polynôme  devient  nul  par  une  certaine  hypcf^ 
Âèse  faite  sur  l'unç  des  lettres ,  il  est  exactement  divisible 
par  cette  lettre  moins  cette  valeur.  Mais  si  les  deux  poljf^ 
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nomes  n'admefient  pas  en  général  un  commun  .divisQur  i  on 
peut  du  moins  se  proposer  d'assigner  la  condition  sous 
laquelle  ils  en  prend  riaient  un  :  c'est  à  cela  que  revient  la 
résolution  de  deux  équations  déterminées  d'un  degré  quel- 
conque ,  ou  l'élimination  dont  nous  allons,  parler. 

L'objet  de  l'élimination  traitée  dans  le  vingtr-cinquîèrDe 
chapitre^,  et  étendue  seulement  à  deux  équations  entre 
deux  inconnues ,  est  de  leur  substituer  deux  équations  à 
une  incopnue*  Qn  les  Réduit  de  cette  considération»  que 
toute  valeur  de  l'une  des  inconnues ,  substituée. dans  les  pro- 
posées ,  doit  leur  faire  acquérir  un  commun  diviseur  qu'elle* 
ne  comportent  pa3  généralement ,  lequel ,  égalé,  à  zéro  , 
donne  la  valeur  correspondante  de  l'autre.  L'une  de  ces 
équations  substituées  n'est  donc  que  cette  condition  d'où 
dépend  l'existence  du  commim  diviseur,  et  l'autre  est 
formée  de  çç  commun  diviseur  lui-même.  Cette  remarque 
de  Monge,  que  le  système  des  deux  proposées  peut  tou- 
jours être  remplacé  par  une  infinité  d'autres  qui  sont  ici 
ceux  de  deux  dîviiseufs  <![uekoûques  consécutifs,  m'a  servi 
à  Cdnïpo^er  à  volonté  des  exemples  propres  à  offrir  tous 
les  cas  dont  ï'examen  compose  une  discussion  coin'plète, 
et  le  procédé  pour  les  formes ,  démontre ,  en  même  temps , 
l'observatîott  :  maïs  on  remarquera  d'ailleurs  que  par  le  fait 
seul  de  l*opéi*ation  qu'on  pratique  sur  les  opérations  pro- 
posées, la  recherche  de  la  condition  .«ous  laquelle  elles 
comportent  un  commun  diviseur,  est  ramenée  à  celle  de 
la  m^me  condition  pour  deux  polynômes  quelconques 
consécutifs  ;  d'^oà  l'on  conclut  la  remarque  citée  qui 
comprend  la  solution  de  toutes  les  difficultés.  On  verra 
sur  l'élévation,  (jlu  degré  de  l'équation  finale ,  ce  qui  est 
dit  dans  la  deuxième  section.  On  rencontre  encore  ici 
ce  résultat  ^  donné  pour  racine  d'une  équation  du  premier 
degré,  lorsqu'elle  devrait  en  fournir  plusieurs.  C'est  ce 
qui  a  lieu  ,  dit  Lagrange ,  dans  les  formules ,  lorsqu'il  est 
des  cas  qu'elles  ne  peuvent  i^eprésenter  :  c'est ,  pour  ainsi 
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dire,  ajoute  ce  Géomètre^  le  moyen  qu'emploie  l'kaalyMi 
pour  écbapper  aux  contr^içtiona.  Ce  que  )'ai  dit  A  la  fia 
de  ce  chapitre  ^  de  la  méthode  à'Eulerf  suffit  pour  ea 
domiM  une  idée  C^]. 

Nous  'ATonti  déjà  fait  vemaorquer  qu'il  y  avait  lieu  i 
distinguer  quatre  espèçea^^dera^cioes,  i%  lea  racines  léelles 
commumaurablea  %l^.  loa  rdciii€[9  égales  l 'S" 4  les  racines  în«- 
comaabensm*idÈ)les;;  4^.^  enfin  te»,  racines  iiha^naires  :  leimr . 
reehecche  conatittie  là  résolutiOB  générale  ei  Complète  dea  • 
équations  naméviques.  Dans  cette  section  il  ne  seraques*» 
lion  que  des  trois  premières  eapèces^  ee  ^ui  concerne  la 
dernière  eat  renvo^yé  à  la  seconde  section. 
'  'De  ce  que  le  polynooie  qui  forme  le  premier  membre 
d'une -éqiuatioQ,  n^est  exactement  divisible  que  par  l'in- 
connue moins  une  racine,  il  suit  nécessairement  que  tout 
nombre  qui  satisfait  aux  conditions  d'identité  entroieep^ 
lynome,  et  k  produit  de  sondlîviséttr  bincNsié sttppoaépâv 
le  quotient,  ne  peut  être  qu'une  taeine.  Cotenie  il  ne 
s'agit  dans  cet'ingt^-^isri^me  chapitre  qne  dev  racines >  corn*- 
mensnrai)le3V  ov  ne  souauet  à  ces  coifdi tiens  que  les  diti*« 
seurs  commensurables  du  dernier  terme,  ou  du  ternie 
tout  connu.  U  était  bon,  «ce  me  semble,  de  faire  voir 
que  les  principes  qui  servent  de  base  à  la  décomposition 
d'une  éq^iatjpn  en  ses  icicteurs  a^împles^  4  la  recherche 
du  plus  grand  commun  diviseur  dans  un  grande  nomBre  de 
cas ,  à  l'élimination  et  à  Tinventiôn  des  racines  commen-* 
surables,  ont  une  origine  Commune*  .  , 

L'équation  aux  différences  des  racines,  est  incontesta- 
blement Te  moyen  le  plus  commode  et  le  plus  lumineux 
de  trouver  le  caractère  qui  annonce  l'existence  de  quelques 


»imtM 


(*)  En  cherchant  Ifes  taoxdolmées  des  iîitbrsectîoitt  de  dettx  courbe^  dti  ie- 
cOnà  àefrré,  on  trouj^e  dans  h Géomet^iela pemttire des  diKieus easédûmë- 
xés  et  saccessi?emc9t  exomtnés'.daBisce  dhiypltre.  Je  vecomaïaadli  aux 
cet  exe^cic^dont  ils  ne  taxdero&t  pas  à  reçoanaUre  ruUlitd. 
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racines  égales:  le  procédé  de  calcul  ancpiel  on  est  conduit 
s'étend  bien  à  toutes  les  racines  multiples  que  peut  con- 
tenir la  proposée;  xnaisla  chose  a  peut-^trov  besoin  d'être 
xnise  en  évidence ,  et  c'eat  ce  <pie  j'ai  fait  dans  lé  iringt- 
sêptième  chapitre ,  en  prenant  une  équation  d^n  degré 
défini  ayant  plusieurs  couples  de  racines  égales  ;  la  trans-  * 
formée  que  j'en  déduis ,  et  qui  est  toujoirs  une  équation 
aux  différences  des  racines ,  indique  non^eulement  les 
opérations  à  faire  pour  obtenir  une  raci|ie  de  chaque  couple  9 
mais  encore  elle  mène  à  conclure  de  ces  opérations  le  de- 
gré de  multiplicité  de  chacune  de  ces  racines.  En  partant 
de  la  même  analyse,  j'ai  déduit  de  la  proposée  deuiç  équa- 
tions séparées  dont  Tune  résulte  de  tous  les  facteurs  mul- 
tiples élevés  chacun  à  la  première  puissance ,  et  l'autre  » 
des  facteurs  inégauk.  J'ai  fait  voir  enfin  qu'on  pouvait  ra—  • 
mener  la  recherche  des  racines  égales  commensurables  à 
celle  des  racines  inégales  de  même  espèce.' Je  répète  que 
cette  multiplicité  de  méthodes  n'est  pas  un  luxe  qu'on  doive 
proscrire  »  parceque  Tune  d'elles  a  presque  toujours,  dans 
certains  cas,  des  avantages  que  l'autre  ne  partage  pas. 

Nous  en  sommes  aux  racines  incommensurables.  Si  cet 
inventaire  de  mon  ouvrage  ne  s'adressait  qu'aux  élèves  , 
je  me  dispenserais  de  répéter  ce  que  j'ai  dit  au  commen- 
cement du  chapitre  vingt-huitîè«ie  5  mais  je  l'ai  fait  aussi 
pour  les  personnes  qui  peuvent  me  juger  sur  ce  seul  ex- 
posé. Ces  racines  se  composent ,  lo.  d^]ne  partie  entière; 
s^.  d'une  fraction  décimale  incommensurable.  Nous  ne 
nous  occupons  ici  que  de  la  partie  entière.  Comme  on  sait 
changer  les  racines  négatives  en  positives  ^  il  nous  suffit 
de  résoudre  la  question  par  rapport  à  celles-ci ,  et  d'abord 
nous  assignons  deux  limites  qui  les  comprennent:  ayant 
ensuite  démontré  que  deux  nombres  qui,  substitués  pour 
l'inconnue  dans  une  équation,  donnent  des  résultats  de 
signes  di£fêienSy  interceptent  au  moins  une  racine  réelle  ^ 
Aous  cherchons  quel  doit  être  l'intervalle  entre  les  isubsti- 
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tulions  à  faire  depuis  la  plus  petite  jusqu'à  la  plus  grande 
limite ,  pour  que  les  couples  de  résultats  de  signes  con- 
traires, soient  préciséinent  en  même  nombre  que  les  ra« 
cines  réelles  positives ,  parcequ'alors  les  deux  substitutions 
correspondantes  ne  comprenant  plus  qu'une  raciije ,  si  leur 
difiRh-ence  n'excède  pas  l'unité  ,  la  plus  petite'  peut-être 
prise  pojr  la  partie  entière;  et  comme  on  peut  toujours 
ramener  cette  diffîrence  i  l^unité  et  même  i  un  nombre 
moindre,  s'il  est  nécessaire,  la  question  est  résolue.  Ici 
se  produit  encore  Péquation  aux  différences  des  racines  ; 
comme  moyen  .de  solution ,  raison  de  plus  de  l'employer 
de  préférence  pour  fonder  la  théorie  des  racines  égales. 

Dans  le  chapitre  vingt-neuvième ,  j'ai  démontré  par  la 
Géométrie  des  courbes ,  les  théorèmes  déduits  dans  le 
chapitre  précédent  de  considérations  purement  analytiques  : 
par  là  j'ai  voulu  montrer  aux  élèves  la  route  qui  les  avait 
fait  découvrir,  et  les  prépare  ainsi  à  l'étude  delà  Géo-»' 
métrie  analytique. 

Il  reste  maintenant  à  trouver  la  fraction  décimale  in«* 
finie  de  chacune  des  racines  incommensurables  ;  mais 
comme  un  résultat  est  réputé  exact ,  lorsqu'il  est  énoncé 
avec  une  approximation  suffisante ,  on  se  borne  dans  cette 
recherche  à  un  nombre  de  décimales ,  requis  par  la  ques- 
tion particulière  qu'on  a  en  vue.  Ces  décimales  s'obtiennent 
successivement ,  et  chacune  d'elles  ajoutée  au  résultat  pré- 
cédemment obtenu  ,  le  rend  plus  convergent  vers  la  racine 
totale.  lia  seconde  des  deux  méthodes  exposées  dans  la 
chapitre  trentième,  et  qui  est  préférable  à  la  première  , 
ne  peut  être  employée  sans  scrupule  que  sous  line  certaine 
restriction  ,  et  il  est  difficile ,  peut-être  même  impossible  , 
dit  Lagrange ,  de  juger  si  la  condition  sous  laquelle  on 
peut  en  user  avec  certitude  ,  est  remplie  ou  non  ;  d'ailleurs 
cette  condition  implique  la  forme  des  racines  imaginaires , 
et  nous  avons  renvoyé  tout  ce  qui  les  concerne  à  la  seconda 
section»  Dans  celle-ci  ^  nous  avons  fait  connaître  une  mér 
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thode  de  Lagrange,  qui  ne  laisse  rien  à  désirer»  et  parce-, 
qu'elle  s'étend  aux  racines  imaginaires  incommensurables , 
et  parcequ'elle  donne  les  résultats  successifs  sous  forme  de 
fraction  continue ,  ensorte  qu'on  a  le  moyen  d'estimer  à 
chaque  opération,  la  distance  entre  la, racine  approchée  et 
la  racine  vraie.  Ici,  Tapproximation  successive  ne  peut 
être  douteuse  ,  et  il  suffit  qu'on  connaisse  le  nombre  entier 
immédiatement  au-dessous  de  chacune  des  racines. 
.  On  a  déjà  vu  que  les  coefficlens. d'une  équation ,  sont  des 
fonctions  de  ses  racines  $  ces  fonctions  sont  telles  qu'elles 
se  changent  pas  ou  qu'elles  conservent  numériquement  la 
snéme  valeur ,  lorsqu'on  y  échange  l'une  des  racines  dans 
Jjne  autre ,  et  réciproquement  celle-ci  dans  la  première  : 
il  en  est  (encore  de  même  des  sonames  des  puissances  en- 
tières tant  positives  que  négatives  des  racines.  Une  pro- 
priété générale  de  ces  sortes  de  fonctions ,  est  de  pouvoir 
toujours  être  traduites  en  coefficiens  de  l'équation  ;  nous 
ne    la  démontrons    dans    le    chapitre   trente  -  unième  , 
que  par  rapport  aux  sommes  des  puissances  des  racines  , 
c'est-à-dire  que  nous  donnons  des  formules  de  relation 
entre  ces  sommes  et  les  coefficiens ,  et  réciproquement. 
A  proprement  parler ,  ce  chapitre  est  une  préparation  au 
suivant. 

Les  coefficiens  de  l'équation  aux  carrés  des  difiërences 
des  racines ,  peuvent  donc  être  énoncés  en  sommes  des 
puissances  des  racines  de  cette  équation  ;  conséquemment 
l'évaluation  de  ces  coefficiens  y  au  moyen  de  ceux  de  la 
proposée ,  qui  sont  ici  les  seules  données  ,  ne  dépendrait 
plus  que  de  ^  possibilité  d'obtenir  ces  sommes  elles-mêmes 
en  coeflEiciéns  de  cette  proposées  Où  trouvera  dans  le  cha- 
pitre trente-deuxième,  la  solution  de  cet  énoncé  ,  telle  qiië 
l^a  donnée  Lagrange  dans  le  livre  de  la  Résolution  des 
Equations  numériques.  Je  laisçe  à  l'élève  à  rapprocher 
les  deux  procédés  qui  conduisent  au  résultat  en  question  ; 
il  ne  pourra  se  décider  entre  deux  méthodes  que  lorsqu^il! 
les  aura  examiioées  comparativement. 
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*'   'Le  chapitre  trente-troisième  qiri  termine  Pouvrage  et 
ia  troisième  sous-division ,  m'a  paru  indispensable ,  comme 
offrant  des  caractères  diaprés  lesquels  on  peut  reconnaître 
le  plus  grand  nombre  de  racines  tant  positives  que  néga- 
*tives  d'ane  équation ,  et ,  dans  quelques  cas  ^  hi  présence 
des  racines  imaginaires.  J'ai  ajouté  au  diéorème  de  Des-^ 
<cartes  plusieurs  propositions  dues  à  M.  Ltollerfiand ,  membre 
associé  de  l* Institut,  professeur  de  mathématiques  trans^ 
cendantes  au  Lycée  de  Bruxelles  ,  auquel  je  dois  ma  pre— 
snière  instructioii  mathématique  :  comme' cet  intéressant 
travail  présenté  par  Pauteur  à  Pancienne  Académie  àe,\ 
Sciences,  n'a  pas  encore  été  publié,  je  n'ai  pu  avoir  com- 
munication que  des  énoncés  dont  j'ai  recherché  les  démons-» 
trations  rapportées  dans  ce  chapitre. 

Si  ce  Traité  est  beaucoup  plus  volumineux  que  tous  ceux 
dont  ou  est  en  possession.,  c'est  que  non-seulement  il 
renferme  plusieurs  titres  qui  jusqu*ioi  n'ont  pas  fait  partie 
des  élémens  ,  quoique   cependant  ils  ne  soient  pas  sur- 
abondans  ,  mais  encore  un  grand  nombre  d'applications 
qu'on  ne  peut  trop  multiplier ,  puisqu'elles  sont  les  v^ 
ri  tables  interprètes  des  théories  ,  et  enfin  des  méthodes 
diverses  qui ,  comme  je  Tai  dit ,  s'éclairent  muluelle*- 
ment ,  et  dont  aucune  ne  peut  être  c<»9plètemenjt  rem- 
placée par  une  autre.  J'ose  donc  croire  qu'en  exigeant  de 
l'élève  un  peu  plus  d'efforts  et  de  temps ,  fe  n'aurai  point 
infructueusement  agrandi  sa  tache  ;   car  il  ne  sfagit  pas 
seulement  de  le  mettre  en  état  de  sajtisfiEÛre  aux  condi- 
tions de  l'admission ,  il  faut  encore  le  pourvoir  assez 
abondamment  pour  qu'il  puisse  fournir  sans  peine  la  car- 
rière qui  va  s'ouvrir  devant  lui.   S'il  est  vrai ,  comme 
on  ne  peut,  en  douter ,  que  l'esprit  se  fortifie  comme  le 
corps  par  PexercicQ ,  que  les  tentatives,  mônie  infruc- 
tueuses, ne  sont  jiamais  en  pure  perte,  ce  qui  est  un  fait 
attesté  par  l'expérience  >  et  aussi  qu'on  .sait  d'antant  mieux 
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qu'ion  sait^lus  ;  je  ne  vois  pas  qu'il  y  ait  inconvénieist  ft 
renforcer  11^  livres  élémentaires ,  et  à  en  faire  en  quelque 
aorte,  un  fonds  qui  nç  manque  jamais  à  Pélève.  C^est 
dans  ces  vues  que  j'ai  composé  cet -Ouvrage  que  je  dédie 
|)articulièrement  à  mes  élèves ,  puisque  c'est  pour  eux 
que  je  Pai  fait  :  bientôt,  peut r être,  des  préventions 
«aussi  fâcheuses  qu'elles  sont  ^  peu  fondées!^  ne  m'en  lais- 
seront pas  un  seul  ^' elles  récusent  jusqu'à  mes  titres  à 
la  confiance  et  i  l'estime  des  parens-,  titres  fondés  suv 
une  suite  de  succès  qui  ont  quelquefois  même  dépassé 
^es  espérances  ;  cependant^,  livré  depuis  Tâge  de  vingt  ans 
.^.l'enseignement,  .j'ai  rempli  mes  devairs  avec  un  zèle 
.que  les  atteintes  de  l'injustice  n'ont  pu  refroidir.  Appelé 
à  l'Ecole  Polytechnique  à  laquelle  je  tenais  déjà  comme 
examinateur ,  j'ai  exercé  pendant  quatre  années  des  fonc- 
tions' assez,  pénibles  pour  qu'on  ait  cru  nécessaire  de  les 
diviser  r  professeur  par  inliCTim,  je  pouvais  espérer  alorâ 
de  devenir  titulaire  :  cet  espoir  a  été  déçu  ;  j^ai  du  moins 
trouvé  quelque  (»>nsolation  dans  dés  certificats  très-bono- 
trables ,  souscrits  par  desfaoxilmes  qui  ont  un  grand  nom  dans 
les  sciences,  et  bientôt  après  dans  ma  nomination  à  la  cbaire 
4le  mathématiques  transcendantes  au  Lycée  de  Rouen  ;  je 
saisirai  cette  occasion  d'observer  que  c'est  à  tort  que  quel- 
ques personnes  ^ont  iiiitAité  à  la  niahvaise  humeur  un  refus 
dont  les  motifs  ii'étaient  qu'impérieux.  La  défense  de  soi- 
même  est  de  droit  naturel',  et  lorsqu'elle  porte  unique- 
ment sur  des  faits ,  elle  ne  pefut  donner  lieu  à  aucune  ma- 
ligne interprétation  {se  ipsum  dejierere  turptssimum  est). 
J'ai  fourni  à  l'Ecole  Polytechnique  le  dixième  du  nombre 
'  total  des  élèves  admis ,  et  on  a  voulu  expliquer  ce  succès 
par  un  bon  mode  d'enseignement ,  mais  ce  n'était  deviner 
que  la  moitié  du  secret..  C'est  comme  instituteur  que  je 
complète  la  tâche  beaucoup  moins  pénible  de  professeur  : 
je  sais  qu'on  ne  peut  être  Tun  et  l'autre  sans  avoir  cet 
amour  du  bien  qui  anime  tout'  et  qui  a  une  influence  si 
douce  et  si  puissahte  sur  l'ame  des  élèves ,  dans  laquelle* 
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il  pénètre  avec  facilité  :  il  faut  les  amener  non-seulemeDC 
i  aimer  la  science  qu'ils  étudient ,  mais  encore  i  chérir 
tous  les  succès  (}e  l'esprit  humain  ,  et  à  désirer  4'j  con-^ 
tribuer.  Le  nombre  de  mes  pensionnaires  a  toujours  été  tel 
que  j'ai  pu  suffire  à  la  surveillance  et  i  rinstruction  mai* 
thématique  :  toujours  au  milieu  d'eux  autant  par  plaisir 
que  par  devoir ,  je  les  échauffe  par^  le  récit  des*  succès  prè-i 
cédens  ;  |'imprimè  à  temps  une  nouvelle  impulsion  i  celui 
dont  je  vois  diminuer  le  courage  ou  la  confiance  ;  j'en  n&m 
£ocie  plusieurs  à  mes  études  ;  à  d'autres  je  confie  des  ré-p 
pétitions  ;  «nfin  je  cause  beaucoup  avec  tous ,  et  toujours 
de  la  chose  qui  les  occupe.  J'offre  donc  aux  parens  touta 
la  garantie  qu'ils  ont  droit  d'exiger  ,  et  les  personnes 
dont  on  a  pu  altérer  l'estime  pour  moi,  trouveront  dans 
cet  exposé  la  meilleure  justification  qu'ils  puissent  attendre 
de  celui  qui  n'a  jamais  eu,  sciemmenti  le  plua  léger  reprocha 
a  se- faire.  • 
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tinction  énoncée  entre  1*  Algèbre  et  T  Arithmétique ,  nous  sup- 
poserons qu'on  ait  à  ajouUr  les  trois  nombres  3,  6^t7;  on 
trouvé  leur  somme  égale  à  iG.  Ce  résultat  i6^  pris  isolément , 
nepotte  aucune  empreinte  de  l'opération  qu'il  a  fallu  feire  pour 
l'obtenir ,  et  il  ne  rappelle  en  aucune  mahière  les  nombres  sur 
lesquels  on  a  opéré.  Un  tel  résultat  peut  yenir  de  l'addition 
d'autres  nombres  que  3^  6  et  7  ;  il  peut  encore  être  doiiné  par 

toutes  les  opérations  de  l'Aridmiétique  sur  cert^»  nombres. 

•      -  « 

3.  Mais  ai  au  lieu  de  Jondre  en  quelque  sorte  ces  trois  nom- 
bres en  un  seul^  en  consommant,  l'ad^ion ,  on  nàWt&àt  qu'in- 
diquer le  calcul  à  effectuer^  en  écrivant ,  par  exemple^  3  plus  6 
plus  7  ^  on  aurait  lu  dans  cette  énonciation  du  résultat^  et  l'opé- 
ration qu'on  à  faifé  etles  nombres  sur  lesquels  on  Ta  pratiquée  ; 
mais  à  ce  mot  plus ,  emprunté  du  langage  ordinaire ,  on  pouvait 
substituer  un  signe  abrégé ,  celui-ci  ^  par  exemple  «  -{*  >  pour 
rappeler  l'addition  y  et  alors  on  avait  cette  expression  briève  de 
la  somme  3  +  6+7.  En  créant  ainsi  un  signe  particulier  pour 
noter  chaque  opération  de  l'Arithmétique ,  on  peut  représenter 
tous  les  résultats  au  moyen  des  nombres  donnés  et -des  signes 
convenus.  Les  opérations  qulls  rappellent^  peuvent  être  effec- 
tuées dans  un  ordre  quelconque. 

'  4.  Mds  en  passant  d'un  système  à  un  autre  système  de  nurné* 
ration;  les  phrasés  numériques  carient  pour  le  même  nombre. 
Pour  rendre  les  résultats  numériques  indé|)endan8  de  toute  con- 
vention faite  sur  le  module  4ritBmétiquey  on  a  représenté  les 
nombres  p&r  des  catadtères  géi^éraàz  tdls  que  les  lettres  de  l'al- 
phabet ;  énSorf e  qu'on  énonce  de  la  nïanière  là  plus  générale  la 
somme  de  trois  nombres^  en  écrivant  wJ^b-^c^  Uy  h  et  c 
étant  des  symboles  de  nombnss ,  4lnns  acception'  d'auctià  sys- 
tème d'arithmétique,  et  ce  signe  4-  rjq>pelant  l'opéra^iHi  de 
l'additioi). 

5.  f^iete  ayant  senti  que  les  raisonnemens  qui  servaient  L 
découvrir  la  série  d'opérations  à  effectuer  sur  les  données  d'une 
question,  pouvaient  être  rendill  indépendans  de  ces* données^ 


\ 
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en  empêchant  eettes-ci  de  se  aiêlér  et  de  se  fondre  ',  pont  ainsi 
dire  y  les  unes  avÊc  les  autres  paroles  calculs  arithmétiques , 
étendit  à  la  désignation  des  quantitésjoonnues^  Fnsage  des  lettres^ 
adopté  y  à  ce  qu'il  parait  avant  Ini,  pour  celle  des  nombres  in— 
connus  seulemenjt.  Cette  innovation  fit  faire  un  grand  pas  à  Im 
science,  et  Descartes  y  par  sa  notation  des  expbsana,  compléta 
Tensemble  des  symboles  nécessaires. pour  exprimer  ies  diverses 
relations  que  les  opérations  de  Tarithmétique  établissent  entra 
les  nombresi'et  pour  donnera  chacun  de  cetAombret,  une  espèce 
de  nom  >anqnel'  on  attache  toutes  les  propriétés  dont  il  doit 
jouir  dansTétat  de  la  question  {Lacroix,  Essmirsur  l'JEnsei^ 

G.  Pour  rendre  plus  sensible  ce  que  nous  venons  de  .dire^  sup-^^ 
posons  que  l'on  se  soit  proposé  de  partager  le  nombre  treize  en 
deux  parties  telles  que  la  première  surpassé  la  seconde  de  cinq 
unités.  Puisque  ]a  sècoîide  partie  est  égale  à  la  première  dimi- 
nuée de  cinq,  les  parties  réunies  sdft  égales  au  double  de  la 
première  diimouée  de  cinq  ^  ou  9m  double  de  la  première  moins 
cinq  :  mais  d'après  Ténoncé  de  la  question ,  la  somme  de  ces 
deux  parties  est  égale  à  treize^  retranchant  donc  cinq  du  doubla 
de  la  première  partie ,  on  aura  treize,  et  parconséquent  la  pre* 
mlère  prise  deux  fois  est  égale  à  treize  plus  cinq.  Cette  partie 
est  donc  égale  à  neuf,  et  la  seconde  est  égale  à  quatre. 

7.  En  considérant  d'autres  nombres  que  treize  et  cinq ,  on 
trouve  par  le  même  raisonnement ,  les  deux  parties  demandées  ; 
mais  pour  ne  pas  le  recommencer  à  chaque  fois  que  l'on  con*- 
sidère  de  nouveaux  notfibres  ;  oha  cherché  k  exprimer  le  résul- 
tat final  d'une  manière  indépendante  de  leurs  valeurs.  A  cet 

;  effet  on  a  représenté ,  comme  nbtts  Favons  déjà  dit ,  '  les  deux 
nombres  par  des  caractères  généraux,  et  les  plus  simples  et 
ceux  qui  nous  sont  le  plus  faxùiliers ,  sont  les  cai^aicteres  da 
l'alphabet.  Soient  donc  a  tè  filiis  ghmd  de  cei  deux  nombres, 

l  et  6  Je  plus  petit;  en  appIiquaiH:  à  ces  c^actèfe^  déraisonne- 
mens  que  nous  venons  de  £akiré  ^tit  l'es  nombres  treiae  et* cinq  j» 


1 
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ta  tr(MiYe;^^^iii«Bt  que  la  pce&iiàre  partie  déflonlhdéê  eut  égal» 
à  U  moitié  dé  la  flbmme  daâ  dmix  aoiobrefl  la  Et  b.  Ponr  îridi<]Oér 
cette  âonime^  €'^e3t-*ft-diEe.;  Tadditloii  des  nomlrefi  a  et  b, 
on  se  Aetty  d'aplsèsia  convcufian:  dé)à  faite  ^  dte.sigme  +  ^  dont 
9li  fait  précéder  le  nombce  qa!on  Tetit  ajouter,  oa'^'on^  inter-^ 
posiB  entre  cea  doux  nbmbm  en.eette  panière  i  af^b:  donc 

— ^ est  Texpreséion  générale  de  la  première  partie  demandée. 

Quelles  ipe  soient  l^n  Talénrvttiimériqiies  que  l'on  asMgne  atut 
lettres  a  et  b,  un  que  dotvèntf  epréséniér  ce»  Ibttf^B^ti»  un« 
t  question  partieniière-,  il  »•  «'àgit^quQ  de  kë  ^ttb^itnM  danâ 
cette  expression ,  pour  avoir  cette  première  partie} ,  . 

_  8.  C^.  expressions  générales  dodt  la  précédente  n'est  qi(*un 
exemple  très -simple ,  soskt  tin  de»  plus  grands,  .âsvantag^s  do 
l'Algèbre  ^  parçec|Ue  tout  problème  dont  l'énoncé  est  compris 
dans  rénoocé  géméral  qui  a  conduit  à  c^tte* expression,  est  ré- 
solu sur*-I&K}hamp9  sans  ^'o»  ait  besoin  de  récomiHenéer  les 

*  *      • 

raisonnemèns-  sputeut  très^coHlpliquée  qui  en  ont  faiit  déc(lu¥rûr 
la  soltition* 

9.  t7n  auù;e  avantage  de  l'Algèbre  ,  dit  Ldplacè ,  âv^mtage 
qu'elle  doit  à  la  simplicité  dé  sonjàngàge',  est  dé  faire  apper-^ 
çlèVôtr  très-faôiïément  certidiis  rapports  dés  nombres.  Nous  ci- 
terons eri  pf  ëuvé  cette  proposition  ;  I^ê  ptiis  grand  de  deux 
nombtes  esp  égfd  à  (a.  moitié  ^,  Ujnr  somme.plms  la  ^itié  de 
leur  4\fféxençe.  L'identité  dçi  c^^é^oi^cé  exige  une  assez  grande- 
aheAtion  ppùi:  ^tre  ,reqqpn]ief;,.p;ii^  JraduitQ  en  lavage  algé- 
brique,^ eUe.deyi^nt  évideate^>E4ikeffetv  soient  m  le  plus  grand 
d^s  deux  novibfes  et  n  le  plus..pi^tit^  la.  so^ume  s^^  m-^n. 
Pour  indiquer  la;  différence  ou.  l'eappès^u  nombre  m^  qui  est 
supposé  le  plus  grande  ^MT'.^I^  ^P^^^P^f^  ^7  nous.adoptc^onB  c« 
*^e  -7^^(qu,'on  prononce  m,pin£)  i^dont  nous  ferons  précéder  le 
nombre  a  sc3|U8^aire,.  ensorte  que  m — n  sera  la  traduction  ou 
l'abréviation  de  cette  pbrase  :  excès  du  nombre  m  sur  le  nom^ 
6ren.IlVag^  d'écrire  cette  f^latip^:  j^ienoml^e.^.çst  autant 


d'  A'ï,c»-iè:'««r"  e. 


.    «■ 
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qui  éjs^ïoit  imrelàtiond^égaliUi  ^  tieuttc  U^ttdvi'Ctiltweani 
fzztf  y  e(/{^jSfa/i  à  y  pt  an  est  cod^tHia  d«  $e^  âitvir 'dii  CirtuUci  ac  y 
mtarppsé  iuitre  ké  phcasbs  algéb9k[tie8  écjùiviâélitfâ'^  eiMOita^ 


*  > 
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'  Ilad«cjMe«^!ité  «ta 'vérité  de  Téaôrieé  #e  loiàiiifiifie  atee' 

évidence ,  car  à  droite  du  signe  ==  se  trouve  le  nombre -ajouté 
»t  soustrait,  reste  donc    "•-''    .  **j~ 


'.'-  '.1-  •* 


'•t   kl 


•  •*> 


'  I 


.  n*.  '    f  « 
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lo.  Non^-seulement  TÂlgèore  donne  la  facilité  de  sa|j^ir  Ie# 
rapports ,  mais  elle  rédui|,  If  s  ^^aisonnemens  à  des  •pérations 
en  quelque  sorte  mécaniq[ues/ Reprenons  le  problème,  que  nous 
nous  sommes  proposé  d*abord,  et  qui  a  pour  énoncé:  partager 
h  homkteîjsùm.deux  parties  telles  que  kt  prémiéwmtpdsse  Itt 
seconde^deitM iNbug observa ons'^que résoudre  tine \pietftien,  se 
réduîèà  .déèçuvrir  unlnlimbrB  ifiooiiii»é'£^è^  ses  relions  avec 
d'autres  ùmbreS' dfanoéB';  qa'aliisiftest  convenable -de  distin-^ 
gu^li^a^qilaîfti^ès  df^ninte^  tm  âonsées,'  ^es  >qa^iititée  faiooiniiies 
on  ;çb^cf!b4ésitMA  cet'.  efiFeîirr.iai  est  -  oonvenn'  denreiiréMKiter 
çellf^&^-pair  Jes  premiàrtsilettres  de  l'Alphabet  ^  eCcefles-'^i 
p^  le^^i^tt$!c}y\  t^//Aùjiiàmmoia»à&tic  a?tàpreiiière  Aet^ 
deHX:  {orties  da^lea4Hettes:ottTidoit-p6yrtagèr''l0  nombre  ë^' 
^rr:b  eeffa.'k'aeccœde^  (l'iiiprès:  Ténon^é  de  lâr  quéstk>ri^  mâii- 
d'«âleiirsi.i;el|te  fo^Bineisst  a  t  on'^'dooc  la  rdatidn  d'égaKté    - 


»>•!  .  \ 
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Cette  traduction  algébrique  de  la  question,  est  nommée  ^éqùa-^ 
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tion;  elle  est  composée  de  deux  parties  séparées  par  krigne  =r  * 
qu'on  appeUe  membres  de  f  équation  ;  chacun  d*eux  exprime 
im«  des  pbr^s  jicpiivaleiitQi  doùt  ^e  composé  renoncé.  '  Qi»:>iqiie 
sf;  soit  larepré^entation  d'mi  ncHnbreincomm  ^  en  tant  que  c'est 
im  nombi^ç^pjt^çetteréduçfionjâans  le  premier  membre  VT+^ 
qu*on  note  ainsi  :  qx,  ou  le  doub}e>  de*'  x  ;  ensorte  que  l'égalité 
précédente  se  transforme  dans  celle-ci  : 


%  ~  » 


Cette  égalité:  jR0  sera  pas  troublée  l'eu  altérée  enc^utaiit  & 
chaque  membre  Iç  nombre  b ,  et  alors'  elle  deyient 

puisque  b — b  est  zéro,  d'après  l'acception  des  signes  et  l'éga- 
lité des  nombres.  On  p^t  encore  multiplier  oti  diviser  les  deux 
ïiiembres  par  un  même  nombre  ^  sans  altérer  l'égalité.  Divisant 
donc  par  2  )es  deux  .membres  de  la .  précédente ,  on  aur^à 
celle-ci".  ••'•■•-•--  •■■•;-•'■::-'  ■*'••••■•:■•  •  • 
>;  -iy»  2.  .••  i:  '  ''"a^-Xl  b  ■     :   -     «  ^- >«..•.     i 

clans  laqufjl^^n^litvqué  le  nombre  cherc^é^est  égalÀlatmoitîé^ 
4e  la  spmqefre  d^s  df^ux  nombsjes.  a-ct'ifr.  Ainsi  la^r^dalloû-^ntre 
les  nombres  con|iYi.$  et  Jïiconnuair  cortasi:  la:mêmey  la  qméstion 
«£1  gétiéi^§leiE|fînt  .ifésolae»  ^oi»'  tdufl^JKonbres  a'etiu       : 

-  Oo;'ft..^(»iCJGÎy>]XBi-!paa'l«rvde«Fr'niimériqué  dé  la'qtrÀntité 
înpQiiniié  ,  mais  U^^stème  ti':opéra1iiôaid  àifaarêsur  les  quantités 
donn^ées ,.pouf  en  déduire ,  d'apiid^s les  conditions^lu  problème , 
la  valeur  de  la  quantité  qu'on  cherche^  ,et  le  tableau  de  ces  ofié- 
rations  représentées  parles  caraotèréà  algébriques  ^"së^'â^oiiline 
vneformuie^Geist  ainm  >  par  exemple^  q«é  si  Ton  détiote  par  a 
les  dixaines^  d'ufi ,  nopibre ,  et  par<  b  âes  unités  y  etqu^on  adopte 
ce  signe  X  pour  indiquer  la  multiplication  à  faire  de  deux 
nombres ,  on  a  cette  composition  constante  d'un  quarré  ^  ou 
cette  formule ,  ,     ;     -     ;  .; 


»     >* 
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ainsi  que  Domy^vons  &it  voiç  en  arithméti^fue.  OqUib  phrasa 
algébriqae'estune  énoiiçiatioii'btiitve  des  règles  à  suivre  ponp 
passer  d'un  nombre  à  son  carré. 

1 1 .  iXe&t  dans  la  suité'des  tratisformâtions  (ju^na.  faif  subir 
à  là  traduction'  iinmédiate'd^ttne  njueîitîoii^  à^elFët  dé  là  ramener 
à  la  forme  >^       ^ 

ou  d'opérer  la  séparation  des  nombres  connus  et  inconnus ,  que 
consiste  la  résolution  de  Téquation.  La  ^uite  d'opérations ,  pour 
ainsi  dire^  mécaniques ,  à  effectuer  pour  en  venir  à  cette  dernière 
forme ^  équivaut  à  un  nusonnemeirt' complet,  et  les  transfor- 
mations successives  dont  nous  venons  de  parler ,  correspondent 
aux  différentes  formes  que  reçoit  la  pn^sition  énoncée.  Ainsi  ^ 
lorsqu'on  s'est  procuré  une  expression  concise  de  l'énoncé  d'une 
question ,  on  lui  fait  subir  une  suite  de  réductions  par  lesquelles 
on  groupe  peu  à  peu  toutes  les  données  dans  un  seul  membre^ 
et  on  isole  dans  l'autre  la  représentation  du  nombre  inoonnu. 

ift.  L'art  de  raisonner  ^  dit  Condillac  »  se  réduit  à  une  langue 
bien  faite  :  l'Algèbre  est  une  langue  dont  la  grammaire  est  d'au- 
tant plus  simple  »  que  les  signes  qu'elle  emploie  pour  fixer  les 
idées ,  soht  en  très^petit  nombre.  On  doit  donc  en  bien  fixer 
la  signification  ^  entrer  dans  les  plus  grands  détails  sur  les  pre«r 
miers  principes ,  i^appeler  souvent  l'attentitt^  des  commençans 
sur  les  notions  premières ,  et  faire  souventVssi  l'inventaire  des 
matériaux  qt^on  a  mis  en  œuvre  ;  il  faut  encore  donner  aux 
démonstrations  la  forme  syllogistique ,  afin  qu'en  rendant  vi-» 
si^le  la  logique  qui  préside  à  toutes  les  opérations  ^  on  ne  s'ac- 
coutume pas  à  réduire  l'Algèbre  au  mécanisme  du  dalcuL 


/  ( 


i3.  Cette  propriété  de  l'égalité,  évidente  par  elle-même, 
de  n'être  pas  altérée ,  lorsqu'on  opère  de  la  même  manière 
sur  les  deux  membres ,  est  extrêmement  féconde  en  consé- 


I 

quences  ;  aussi  avoQ9-nous  tiré  de  pç  fbpds  toutes  les  ressources 
qu'il  offre  naturellement.  Mais  cornihe  la  valeur  du  nombre 
viconnuy  qui  estla répome à:la qûe^tioif^  «at  toi^owfreqq>nQié^j 
«insi^que  nous^^^YPna  Iiiw&itiïeHiAitquer,  ausiaye»  d*opéra*n 
tion3  à  faire  sur  les  quantités  données ,  mùha  îâémoiLtrerQUS  do 
cuite  ies>  règles  de  T^^ditioii ,  spu^tjr^cljopi' ,  m^iltipliçatjon  ^ 
division ,  formàtjiQn  ,rf^  gp^çef,,.,^!?^^^  :^mf^.  |^ef| 

quantités  littérales  ou  algébriques. 

...  •    .  '         '  '    "^  ■  ■•  ■'  .'  ^..'      '•  • 
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addition  çt  Soustraction. 


,'  ■  i  » 


'APEB6  r>ajcfieptkni  oomreiiuft  de  œ  tigae  «4*  (9)  >  te 
somme  de!  deux  qi&a&titéa  (i  et  6 ,  Bfra  a-if*  fr*  Si  danfi  tel  oa^ 
particulier ,  a  vaut  5  et  b  vaut  7,  la  somme  effective  sera  5+7 
OQ  lâ.  Maintenant  si  à  la  bomme  a  -f-  6  on  veut  ajouter  a  -^  ^» 
on  aura!  porçir  ttoùvelle  somme  a  *^  b^a'J^i.^  on  plus  fangve«« 
ment  aa  -f^  si  ^  lè'chiffiré'p  qui  précède^ ks  lettres  a  et  i  indi^ 
qHB le flQonibve  de  Sxm  que  chacune  d'elles  est' nipétée  d^nsla 
somme  :  on  le  noaaxi/t  ismffieienU  Ces  rédueûems  aa,  %,^  sont 
les  seides  parties  de  F4ddition  proposée,  quW  puisse  eflectaer^ 
iiidépea^a]iimentcde:tQtii^  valeur  numérique  .d^s  lettres  atttK 
ï'arrïlement  Ie8qiquitité6'5a«4-  5b,  ga  +2C/9&  4*  ^r  Quoh 
peut  déjà  .regard;er  comme  des  résultats  ;d;addi£îon^  y  anronf 
pour  somme  indiquée  5a  -f-  33  -f-  9a + âc  -f-  9^ + ^d,  et  par  «ne 
réduction  analogue  à  la  précéd^nte-j  ^tte  «omnle  pourra  être 
exprimée  plus  brièvement»  ainsi  qu*ilsiMt;  i^^-f^iai^'^i^^^v 
les  nombres  ^4f  itit,.w^5èïsuat  de3  c,Qfii$oieos  dont  nous. avon^ 
(léEfti-fcacoeption:ditf4QSSn8,  ••  i 


<.    A 


i5.,  IçiOrsqu'une  lettre  doit  avoir  ï%iité  ponr  coefficient,  Ob' 
est  convenu  de  sous-ebtendre  le  cdeïfféient.  '  '   ' 

.^§?Ll*9«a;»ra¥9:^^ft^ilçf,itlç  siëPÇ^f-  Ç?»«?^*  ^«^^4^^  ^^^ 
la  sonpyi,  pjf^é^ïtf^,.  pAfiççque  nwf  navoiw  pft^  A  wdiquQr 

^'^%idfir*4ffi*»5«i^'qv^tité  ^^  .  j  .  , 

^7-  ^api?ès  fâdk»ptil>nat(iiiyittmie'du<'sign6  r**  (9)»  te^us^ 
action  de  la  quantité  b  de  la  quantité  a ,  sera  indiquée  pai?- 


P  r 


io  ELEMENT 

a-^h.  Les  nombres  a  et  3  étant  âtmnés^  il  peut  arriver^  i^.  que 
fi  soit  pins  £x«ud  que  &^  relation  qu'op  désigne  ainsi  \-ja^  bj 
{ce  signe  >  étant  ce  que*devient  celui- ci =,  lorsqu'on  in- 
cline les  parallèles  >  et  on  place  du  côté  de  la  pointe  la  plus 
petite  des  deupc  quantités  comparéej).^  2p,  que  a  =:  A.  Dans 
ces  deux  cas  y  |a  soustraction  numérique  est  possible.  Mais  on 
peut  être  conduit  par  Fénoncé  d'une  question  ^  ainsi  qu'on  le 
verra  dans  les  chapitres  suivans  et  particulièrement  (ch.  i3  }  , 
à  considérer  le  cas  de  a  <^  6  ^  et  alors  nous  fixerons  d'une  ma- 
nière plus  prébise  les  idées  sur  ces  sortes  de  restes  :  si  I'ojr- ima- 
gine qu'on* prenne  danS'  bj  une  partie ':âr  tt:/>ce  qui  est  toujours 
possible  dans  Phypo^lièse  présente  v  on  aura  d'abord  ' 


et  il  restera  à. sopstr^ireVexcédant  de  b  sur  a.  Quoique  la  sous-^ 
traction  suppôt» :deuxi nombres^  et  qu ici  il  n'y  ^it  que  lenom- 
bi:e>c2^  on  puurca  >néaniuoins  le  noter  comme  nombre  à  sbusr-r 
traire,  en  écrivant  •^k2;:et  le  signe  -*-rappdiera  que  le  nombre  <£ 
doit  entrer  soustractiyep&ent  dans  toute&lâs  combinaisons  dont 
il  fera  partie.  Qu'iin  ait ^  par  exemple ^ jà:.€ôinbiner  pap.voie. 
d'addi1;ion  -—  daY.ec.  utk  non^bre  e  ;: on  aura  pour  sbmme  c-^d , 
ce  qui  signifie  ^e  Je:  ndmbreif  doit' être  retranché  du  nom— 
Dre  Cm      ■  ,  ■•     .•-»'•    ^  ,    .      - w   .     .  ■'.  i   ' 

En  ;effet ,  il-  revient  ati  (même  de  retrancher  b  de.a-f-  c>  ou, 
deretraticher  dé  e:utiei  partie  de  i^égalera-a^  et  d'ôter  le  sur- 
plus de  c.  Par  exemple /que  de:  la  somihe  3-4*5  on  ait  à. 
îiSNincher  7,  on  aura  3+5,  ou  8 — jzsiii  ^iou bienS — 7a-***4^^, ^ 

d'aprèsla  notatip^  çoAvewe,et  5-!--4==  ^-  .f  r 

18.  Ainsi  aîouter  à  ai^  quantité — 6 ,  ou  retrancher  bàe  a^ 

revieirt  numériquement  au  même  :  ajouter  ^  en  algèbre  y  une 
quanti^ 'à  une  autre  ;*c est,  à  ptoptéiri^f  parler /éârirSà^a 
première  quantité  précédée  de  soh  éigne  à  la  suite  dfe'k 'fé- 
conde. Reste  ensuite  à  effectuer  les  opérations  rappelééS^  ^àr 
les  sigjDàe^ ,  Toxique*  Us  ;ivid€»ur#.  numériques.  d)es  letlt^  japut 
données.  •   -;•:•.  .     .    .;      .  •  *     -•»    ••  .<  ;     '>  '••,  J'::r:l 
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19.  Qa'oa  sit  &  njonter  les  quatre  résidiati 

(a)- , . . .  .»a— 56  +  6c  4*.a<f  _ 

_    ..  *       (4) 7a+4*— 3c— 6ft 

d'additions  et  de'soustràcti'pxis  déjà  faîtes  sur  les  lettres  a,  b^ 
c,  d,  é  :  oh  pourra  d'abord  indiquer  la  sonimë  de  toutes  letf 
quaritifês'^ticédéès  du  signé  4"^  pnîs  celle  des  quantités  afFeo*- 
tées  du  signe'—,  et  écrire  la  seconde  à  la'  suite  de  la  première, 
ensorte  que  l'une  sera  dimiauée  de  Vautre  ;  ou  bien  encore ,  on 
pourra  écrire ,  l'une  à  la  suite  de  l'autre ,  chacune  des  lignes 
numérotées  (1)  /  (a)  »  (3)  et  (iû>  ce  qui  donnera 

sonun«^5a-fr3& — ^^^-âà— ^Sfr+Gc+arf  +  a-— i(&— ac 

+3e+7fl  +  4^— Se— 6e.  ^ 

Faisant  ïnàintenant  Wrévlfûctibn ^  c'est-à-dire VêH^ctûant  toutes 
les  additions  po^siblea^.celles.qi^-soïk-l^dépeiidantes  des  valeurs 
numériques  des^ lettres^  piï  troi^ye  i5a; 7fc.d*\inc  part ,  et — 96 
de  l'antre ,  ce  qui  fait  —  ai;  —  gc  d'unp  part,  et  +  éc  de 
rantce't'Ce  qui.  d€inMTT.5o>ffifiu;^>etrrnr3e..Iia  scBEme.ré^ 
doite-teç^-'^Qfkç  j        -1».*^  rf  ^  •' ,  •  ■    ••  » 

-"D -:.    1: /^     25A«^a6w^'Si:+flJ-^3e.   =  •  •  -    • 

On  doit  pratiquer  ^ette  requctiQn  Ic^rsqi^^iljjr  a  lieu,  ann  d'abré* 
eer  les  résultats,  et  d'en  rendre  cônséquemment  Téyaluatioi^ 
numérique  plus  facile. 

2oriAb:âénétti  pu  paitieti»c^  réMitttt,  iéfib^s  entre '^ue 
par  les  sTgnes-heti^^^liôttt  (^pblés  tèhBès<y%^  mùnomest:'!^' 
collection  de  deux  termes ,  est  dite  J^inome ,  de  trois  termes , 
est  dite  trinoTne,  de  quatté  ferâies  ^'quadrinome^  et  ainsi  da 

^  ai/J(la^l^nf^ti9;i.^'iiiiriiombtojtim  difitibdie  ,tin&es  ou  de* 
monômes^  est  dite  polynôme. 


222.  L'addition :d'un  nmi^n^  qiêelvsmqi(0  de  pqfymfnuui  s» 

fait  dpnc  en  écrivant  les  termes  des  polynômes  ^  le^  uns  d 

la  suite  des  autres,  avec  les  signes  qui  les  affûtent  :  ces  termes 

peuvent  d'ailleurs' être  placés  dans-un  ordre  kjuelconque.  On 

,  pratique  ensuite  laiTéfbxcti&ny^<juandily  a  4^^« 

a3.  Supposons  ^elBlé'la  qùttnti^tf  ori  ait  ai  retrancher  c—i  ; 
o^  détermwpr^ '1^  .çeite  en  qqapJtitf.^t  en  signe,  d'aprèa.  li| 
çopqitipn  à  j^aqlJ^^^,dgft.54JtM%ire^tpfrt<T^5îe.4e.8q^^tr§ct^ 
<Iij.'^outé  ^^^,qu'00'rjB>Taivçhe:,  U4;QpMaje.soit  U^u^t^téd^ 


PW?<1»*^ 


c      ir-j'  '  ' 


^.»    .:;  •   '•        .  ^♦''^'vrr^rnTirrr-K:-»»*»  s 


u^in^f  retrancher  une  quantité  d'une  àiitre ,  c'est  écrire  la 
quqntifé  z^rçjîc^éeMpr^^  auoiri.^hangiiJessigneg.'i  éUktmtm 
^  celle  dont  il  faut. la  reérait^her.  ...  j_ ,  r ,. , 

fl4'  Autrement  on. peut  écrire  ^  d'après  M.  Lcmlace»^         . 

Ap~-*     •  r^:i::it^^U^c'+^b^b\^.^^!^V'/.ÇSJY''''l  '"'';"••• 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  dans  cTon  doit  ^tipffrîMêr'^i» 
ou — b,  le  reste,  d-^î«â.<Jii  UftfisÉMtotiâï^.XS) ,  ,doit  être  ar-6 


qu'on  ôte  ou  qu'on  supprime  la  diminution --- 4  j  ^^  repasSSérâ' 
d»:;am-4:ft:8^  'j(SaatâftUio»cqitfclixrilt)flâ>2^  '^bi^Uf^a^rifà- 
blement  ajouté  4*  •^-^'^*'  1  -'A  ^^  *  **'*  ^^^:.io«\    - 
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»  iff.  Aimi-ytettancher, un  nombre  dàjàjmsstnttlesi^ne*^^ 
n'est  autre  chesB  qia  lajou$er. 

.  27.  Lé  premier,  râiscmneitfent  s^appli^uç  avec  succès  aux 
polynomies  :  pour  eu  donner  un  exemple  ^  supposons  que  d» 

on  atrà  fètntoch^t 

•  ■     •       -      .  '  *  -  •  ■       ■      •  '-  . 

'•       • 

*-  .    '      '    •  •"• 
en  désmîant  le  reste  par  R  ^  on  doit  avoir  Tégali^ 


^     t       • 


laqiielle  ne  sera  pas  altérée  (iS)  en  retranchant  Sa  de  part  et 
d'antre ,  ajoutant  5&  et  retranchant  6c  ;  d*où  résulte 

Haïs  la  règle  sera  plus  facile  à  déduire  en  mettant  le  polj- 
nome  (7)  sous  la  forme  \ 

A 

6a  —  34+4^+ 5a — 54+6c— 5a  +  54  — 6c.  ..(s)* 

car  retrancher  5a  —  5ft  +  6c ,  se  réduit  à  effacer  dans  (9)  le 
polynôme  qui  en  fait  partie .'  Il  est  alors  éyident  qu'on  aura 
pour  reste 

r 

Jî  =  6a  — 36+4c— 5a  +  54— 6c; 
et  après  les  réduction» 

R=:a+ab — ac. 

28.  Ainsi  pour  soustraire  un  polynôme  d'un  autre,  ilfautt 
changer  les  signes  du  premier,  l'écrire  à  la  suite  du  second, 
puis  pratiquer  Us  réductions. 
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^  ag.  Les  termes  «.précédés  du  sigQft^*,  sont  Ats  additifs  oti 
positifs  ;  ceux  qui  le  sont  du  si^e  -«* ,  se  nomment  sûiOpàa^tifs 
ou  négapfs.  Nous  ferons  remisr^er  qu'il  n'en  est  pas,  en  Al- 
gèbre, comme  en  Aritlunétiqiie,  où  soustraire  est  toujours  <£— 
miniier»  tandis  qpa^ci  le  reste  est  souvent  plus  grand  qiië  lâ~ 
quantité  retranchée:  ^  effet  que  d»  la  oa  ait  à  tetrancber 
3  — 11,  on  aura  d'après  la  règle ,  ce  reste  la  — 3  -f- 1 1.,  pu 
la  + 11-— 3=ao,  nombre  plus  grand  que  la.  Gela  ^âtjà.'Cé  . 
qu'une  quantité  n'a  que  deux  manières  d'être  :  si  son  éut  ç^iiêûge 
deux  fois  de  suite,  eOe  repasse  à  l'état  primitif.  Si  cette  codsi-f 
dération  paraît  abstraite,  on  s'en  tiendra  au  fait  algébrique 
démontré  plus  haut.  ,  [*;•.  [\ 


i' 


I  I  ri» 


n  .    .    .     - 


•      -A.. 


<<</•>         '^ 
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CHAPITRE    III. 


De  la  Multiplication. 

3o.  JjA  multiplication  est  en  Algèbre  comme  en  Arithi 
tique ,  une  modification  que  reçoit  l'opération  de  l'addition , 
lorsque  les  quantités  qu'on  ajoute ,  sont  toutes  les  mêmes. 

3i .  Le  résultat  de  la  répétition  de  a ,  autant  de  fois  qu'il  est 
marqué  par  6^  ne  peut  que  B-indiqûeri  sauf  à  T effectuer  lors^ 
que  les  nombres  a  et  b  sont  connus.  Il  y  a  donc  nécessité  de 
créer  un  nouveali  signe  pour  cette  nouvelle  opération  :  on  est 
^éjà  convenfi  (lo)  d'employer  celui-ci  Xj  ^u'on  interpose 
entre  les  quantités  à  multiplier  :  ainsi  fc  X  û  »  veut  dire  b  fois  a , 
ce  qui  n'est  »  à  proprement  parler ,  que  la  réduction'  de 
â+a-f-a-f-a-f-  etc. ,  h  lettre  a  étant  écrite  b  fois.  Souvent  on 
emploie  le  point  au  lien  du  skne  X  j  et  on  écrit  b .  a-,  on  bien 
encore  on  écrit  simplement  ba ,  ce  qui  ne  peut  faire  équivo^ 
que,  puisque  dans  l'addition  ou  la  soustraction  >  lès  deux  termes 
«oot  séparés  par  les  signes  -f*  ou-*.  Si  l'on  doit  mukiplier  par  c 
le  produit  a6 ,  on  éprit  a  X^  Xc ,  ou  a.b^c^  ou  abc,  et  ainsi 
de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  lettres  facteurs. 

3a.  Si  les  lettres  facteurs  sont  les  mêmes,  le  produit  est 
m,  aaa ,  acuia ,  etc.  d'après  la  notation  abrégée  la  plus  simple  : 
dans  ce  cas ,  pour  abréger  l'écriture  et  la  lecture  de  ces  pro- 
duits, on  est  convenu  de  n'écrire  qu'une  seule  fois  la  lettre  a .  et 
d'mdiquer  par  un  chiffre  placé  au-dessus  et  à  dtpîte ,  le  nombre 
de  fois,  qu  elle  est  facteur.  Ainsi  les  produits  précédens  s'écri- 
ront comme  il  suit  :  a*,  û?,  a^,  etc.  ;  enfin  a"*  si  la  lettre  a  est 
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m  fois  facteur/  m  étant,  bien  enteuidu,  un  nombre  entier  et 
petitif. 

33.  Ces  chiffres  2  ,  3 m,  sont  nommés  exposons  :  il 

ne  faut  pas  les  coofondre  avec  les  eo^ffioiens^  dont  l'origine  et 
Tacception  sont  bien  différentes.  En  effet,  si  a  vaut  10 ,  a*  vaut 
100 ,  et  aa  valent  20.  Cette  t^antité  a"*  se  nomme  expo^ 
nentieUe, 

34*  Les  dénominations  de  carré ,  de  cube ,  employées  dans 
rA&thniétique ,  conviennent  à  ces  produits  a*,  a^^et  on  appelle 

puHances  4',  5**. , . . .  m'*"'  les  pfoduîts  a*,  a* a'*.  La 

quantité  a  est  dite  racine  carrée  de  a* ,  cubique  de  a* ,  4'  ^© 
a^ m'^'"^  de  a**'. 


^5.  Tf'outé  lettre' quî  ne. porte  pai  rféxpofiâtït,  est  céiisée 
avoir  rexposàrit  i  ,  pulscfii'uné  leftn^  est  toujours  une  fois 
facteur. 

36.  De  la  manière  dont  les  exposans  s^introduisent.dant  le 
calcul  y  6n  p^ut.  déduire  que  ^  pour  multiplier  «^  par  o^,  H  fattt 
écrire  une  seule,  fois  la  lettre  a,  et  luidopnef  pour  ex]tiip0ant 
la  somme  dHr3d^  e^osaos  des  facteuirs.  j^  généjad^  le 
prodtii  de  a*^  pair  of*  »  m*  et  1%  étant  tc^jfOilt»  des  zieniftrcâ  en- 
tiers podtifs  ^  edl  oP"^.  En  effet  if^  est  r«fbré^arEioB  de  a  fac- 
teur m  £câsy  et  o^;  celle:  de  a  factetti  J»  fois;  donc  y-dons  le 
produit  f  d'dpQrès.  la  tè^  de  la  mul^lkatton  âes<  \tVtrm<^.M  tet 
m  4^  79  fois  faeteur  y  kt  .d*après  cet^  ^  ooj  a  «ette  idéiB tiJbci 


«"*X  a''^:  a»"-*-" (1). 

r 

Aiaéi  le  prodiât  de  d'V  c*par  a^b(f  d  $exsk  e^b^€pd.  . 

$7.  La  pratique  de  la  multiplicafion  de^  quantités  monômes, 
se  réduit  donc ,  pour  tes  lettres  non  comjnwies ,  à  tes  écrire 
les  unes  à  la  suite  des  autres  ;  et  pour  les  lettres  communes , 
à  n'écrire  chacune,  d'elles  qu  une  fois ,  en  lui  donnaiït  pour 
exposant  la  sommé  dés  exposons  'd4  le  même  lettre  dans  les 

facteurs. 
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facteurs.    Réciproquement ,  l'exponentielle  a""^"  'pourra  être 
remplacée  par  à!^  X  a". 

38.  Tenons  maintenant  compte  des  coefficiens,  et  suppospns 
qu'on  ait  à  multiplier  Sa^bc  par  5abm  :  en  prenant  abm  pour 
multiplicateur,  le  produit  Scfb^cm  ne  Sera  qu6  le  tiers  du  yéri^ 
table  ;  il  faudra  donc  le  prendre  trois  fois ,  ce  qui  donnera 
ù/^b^cm, ,  dont  le  coefficient  a4  est  le  produit  des  coefficiens 
des  facteurs. 

Donc  le  coefficient  d'un  produit  est  le  produit  des  coefficiens 
des  facteurs, 

39.  Passons  à  la  multiplication  d*un  binôme  a-— &  par  ua 
monôme  c  :  en  répétant  a  autant  de  fois  qu'il  est  indiqué  parx, 
ce  qui  donne  ac,  on  a  un  produit  trop  grand  de  ^c,  puisqu'en 
répétant  c  fois  a ,  on  prend  c  fois  trop  la  lettre  b  :  il  faut  donc 
diminuer  ac  de  bc^  ensorte  que  le  véritable  produit  est  oc — bc. 
Qu'on  ait ,  par  exemple ,  7  — ^  a  à  multiplier  par  4>  ou  à  répéter 
4  fois,  on  dira  7  X  4  0^  ?^  ®3t  trop  grand  de  a  X  4  ou  de  8  ; 
donc  le  yrai  produit  sera  le  premier  diminué  du  second,  ou 
a8  —  8 ,  c'est-à-dire  ao.  En  effet  7  —  a ,  ou  5  multiplié  par 
4  donne  ao.  -. 

Donc  le  produit  de  — b  par  c  est  —  bc. 

On  trouverait,  par  le  même  raisonnement,  que  le  produit 
de  c  par  a  —  i,  doit  être  ac^-'bc^  et  on  en  conclurait,        •    * 

1®.  Que  le  produit  de  cpar, — b  est-^hc\  a^.  qu'ilest  indif- 
férent de  multiplier  — b  par  c ,  ou  c  par  — ^b. 

Soit  enfin  a — 6  à  multiplier  par  c  •—  d  :  on  multipliera  par  c ,' 
mais  alors  le  produit  seiia  trop  grand  de  a-^b  par  d,  puisque 
le  multiplicateur  c  est  trop  grand  de  rf;  il  faudra  donc  du  pre- 
mier produit  ac — bc  retrancher  le  second  qd-^bdy  et  la  dif- 
férence sera  { 1 7 ,  aG  )  ac — bc — oc?  -f*  W.  Ici  le  terme  -J-  bd 
résulte  de  —  i  qu'on  a  multiplié  par  —  J. 

Donc  le  produit  de  —  b  par  —  d  ej t  +bd  ;  il  est  le  même  que 
celui  <Ie  'j'b  par  +d. 
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4 

Douer  ^  en  ^éraly  ^i  Us  deux  termes  qu'on  miltipUe,  àn$,des 
signes  différens,  le  produit  a  le  signe  -^^  et  s'ils  ont  U  même 
signe,  le  produit  est  iiffecté  du  signe  -f-- 

401  Nonê  ddiitféroxiB  dé  ôcffte  tègle  une  autre  démotifrtration 
èu«  à  M.  Làptaeë, 

Soif  a — a  à  ihultipîier  par  fi^  <ni  à  répéter  autant  de  fois 
qù*il  est  incËqué  par  b  \  le  multiplicande  étant  zéro ,  le  produit 
doit  être  zéro;  or  son  premier  terme  est  a6>  le  second  sera 
é9t!b  ^  ëb  /  à'aèk  iéévltt 

« 

— aX  +  ^= — ab...,  (a) 

< 

Qu'il  d*agi9se  de  tùtHûpliër  apBr  b'^b  ou  par  zéro^  en  aura 
foxtt  pt^tolist  tertde  du  ptdddit  ab  ;  mais  Cé  produit  doit  être 
^ià,y  août  le  second  ternie  sei*a  '^cA,  ensorta  que 


■ 

Enfin  si  l'on  multiplie  c— apar  À*— 6  ou  par  zéro^  la  première 
partie  du  produit^  ou  c  —  a  par  b  étant,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  démontrer,  c&-— afr ,  la  seconde  sera  nécessairement 
^^bc'^ab^  conséqnemment 

■*— «X— isSE  +  ûi*  •  •  •  (4)- 

Les  réâtkltàts  (â3,(S>ét(4)  noiid  l'âfnètiënt  aux  règles  déjà 
tebiiiréeè» 

41.  Ainsi  noua  ne  déttolitrôlis  {iaâ  dîrèttémetit  tpion  a 
iiX<^&aB-u^àr^i-«&âX--^2^^=â'^^,  paroe^ue jusqu'ici  nous 
a'arons  éti  coadlûts  par  auoa&e  t|iiestiôii  à  tees  quantité*  sotis^ 
tractives  isolée»  — ^ô)  -^b:  noue  éâ  rencohtrer^s  dans  le  dia-^ 
^trb  suirant^  et  leur  véritable  eigâification  sera  fixée  (ch.  i3). 

4a.  Èft  SUÎVàût  leà  règles  précédemfaifent  établîéâ  à  Fégàrf 
des  lettres^  des  coeflâciens,  dèis  ex^osahâ  et  dès  sigHeâ,  on 
pour»  malâ^ir  nh  knbn^ottné  {mt  un  moiiotae  ,*un  polynôme 
par  un  monôme  ^  et  enfin  deux  polynômes  Tus  par  l'autre. 
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43.  Noua  supposerons  qu  on  ait  le  polynôme 

flo* — Zb(^ — SA'^a* + Va  à  multiplier  par  le  monôme  û^.  Déajr* 
gnant  -^Uc^—Sb'(e-^b^a  par  M ,  cette  mnlti^ication  a» 
réduira  è  celle  de  aa^  +  ilf  par  a^ ,  produit  qu  on  sait  faire  et 
qui  est  aa'  +  M(^  ;  mais  Ma^  est  le  produit  ii^liqué  d» 

—  Sia^  —  53 V -f  i^a    par   a^.'  Quon   représente    encore 

—  S¥c^^Va  par  iV,  et  on  aura  à  qjultîplier  —Zba^+N 
par  o^,  ce  qui  fait  —  Sia^+iVxo*.  On  sait  faire  le  produit 
de  iVpar  a»,  qui  est  —  5A«a»^63fl4.  l^  produit  demandé 
est  donc  aa'— Sia»  — Sè^o^  +  ^V.  En  résumant  Topératiott 
précédente ,  on  voit  qu'on  a  muhiplié  chacun  des  termes  da 
polynôme  multiplicande  pat  U  monôme  multiplicateur. 

44-  Passons  au  cas  d'un  polynôme  à  multiplier  par  un  polynôme^ 
«t  soit  aa4 — 5hc^ — 5i*a*  à  multiplier  par  a'—aia^+SA'a,  et 
représentons  —  aia*  +  Si'a  pv  N.  Au  produit  dti  mttkiplieande 
par  a^ ,  qu'on  8»t  faire ,  il  faut  ajouter  celui  du  même  multipli- 
cî^nde  par  la  lettre  iV,  ou  par  —  aia*+3i*a  ;  mais  pour  obtenir 
celui-ci ,  il  faut  aupnenter  le  produit  du  multiplicande  par 
—aia'  de  celui  du  même  raiultiplicande  par  3i*a. 

On  étendra  facilement  ce  raisonnement  à  des  p0l]mom€S 
eon^sés  d'un  nombre  quelconque  de  fermas ,  et  Ion  en  dé- 
daira  la  règle  suivante  :  pour  faire  le  produit  de  deux  facteurs 
polynômes,  il  faut  multiplier  le  multiplicande  successivement 
par  chacun  des  termes  du  multiplicateur^  et  ajouter  les  produit^ 
partiels ,  cest^^ire,  faire  toutes  les  additions  possibles ,  ou 
les  réductions^ 

45.  La  multiplication  faîte ,  on  doit  ajouter  tous  les  produits 
partiels  pcfur  avoir  le  produit  total  ;  mais  cette  addition  ne  peut 
qu'être  indiquée,  si  ce  n'est  àl'égard  des  termes  semblables,  et  on 
entend  par  là  ceux  qui  renferment  les  mêmes  lettres,  facteurs 
chacune  lé  même  nombre  de  fois ,  ou  les  mêmes  lettrée  sous  les 
mêmes  exposans,  les  coefficifins  et  les  signes  n'entrant  pour 
rien  dans  la  similitude.  Ces  termes  considérés ,  abstraction  faite 
desaigaes  et  des  coelBciens,  sont  effectivement  les  seuls  qui  don-* 
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nent  numériquement  le  même  résultat  ^  quelques  valeurs  qu*on 
attribue  aux  lettres,  et,  par  la  réductioE^  on  fait  d'avance  cette 
partie  de  l'addition  totale,  qui  ne  dépend  pas  des  valeurs  parti- 
culières. Ainsi ,  par  exemple , — Sbcfi + ^^^  +  h(v*=*iba^  pour 
tous  les  nombres  substitués  aux  lettres  a  et  &.  Cette  réducfton 
doit  être  pratiquée ,  s'il  y  a  lieu ,  après  chaque  opération  (13). 

46*  Donnons  un  exemple  de  multiplication 

Multiplicande. .  .2a^«—3ifiP — 5&'a* 
Multiplicateur. .  -  a^— flia*+36*a 

Il  I  Lllt,^ 


taiM* 


1  "  prod.  partiel . .  aa^ — Zbcf — 5A*û* 

a* — 4ia6+SiV+ioi5a^ 

3' +66V—  gi^a*— iSA^a^ 

■  .  • 

Produit  total,  i  aàJ—jba^+yb^c^^    b^al^~i  SMo^. 

1*1  » 

On  trouvera ,  dan3  le  tableau  annexé  à  la  page  Zj ,  des 
exemples  de  multiplication  que  l'élève  fera  bien  de  répéter, 
pour  se  familiariser  avec  l'application  des  règles  précédemment 
démontrées. 

é{j'   Comme  on  distingue  les  puissances  par  le  nombre  de 
facteurs  égaux  qui  entrent  dans  leur  formation  (34)>  on  dis- 
tingue aussi  les  produits  par  le  nombre  de  tous  les  facteurs  tant 
égaux  '  qu'inégaux  qui  les  composent  :  le  produit  c^l^c ,  par 
exemple ,  qui  renferme  6  facteurs  simples  égaux  et  inégaux , 
sera  dit  du,  sixième  degré,  celui-ci  a^b^c  sera  dit  du  dixième 
degré,  et  en  général,  ce  que  nous  nommons  degré  d'un  produit, 
sera  le  nombre  de  tous  les  facteurs  de  ce  produit.  Il  résulte  des 
règles  précédemment  établies ,  que  si  tous  les  tenues  du  multi- 
plicande sont j^  par  exemple ,  du  quatrième  degré ,  et  ceux  du 
multiplicateur  du  troisième ,  chacun  des  tçrmes  du  produit  sera 
du  degré  4+3:,  ou  du  septième  degré»  De'tèls  polynômes  dont 
tous  les  termes  sont  d'un  même  degré,  sont  dits  homogènes. 
Ainsi  quxuid  deux  facteur^  sont  homogènes,  le  produit  l'eti 
aussi.  Cette  remarque  qu'il  ne  faut  pas  oublier ,  sert  à  faire 
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découvrir  à  la  seule  inspection ,  les  erreurs  du  produit ,  résul'* 
tantes  de  Voubli  de  quelques-uns  des  facteurs  dans  les  multi-. 
plications  partielles. 

48.  Si  l'on  doit  multiplier  M-^-N  par  M'^N,  opération 
qvL(m  indique  de  cette  manière  (Jlf-+-iV)  (ikf-^A^),  en  en- 
fermant entre  des  parenthèses  les  facteurs  du  produit ,  on 
trouve  ce  résultat 

(ilf+iV)(itf— iV)=3f+-WiV 


Met  N représentant^es  quantités  et  poljmomes  quelconques^' 

Ainsi  la  somme  de  deux  quantités  ou  de  deux  polynômes , 
multipliée  par  leur  différence,  donne  la  différence  des  carrés , 
en  observant  de  prendre  avee  le  signe  -*  celui  des  deux  carrés 
dont  la  racine  est  retranchée. 

Qu'on  pose  Mz=:d^^  et  iV=&^y  on  aura  à  eiFectuer  cette 
multiplication        « 

a»+      Ifl 


064-0^*3 

—  Or  br  —  o* 


,=  a«    —  i«; 


produit 

(?  est  le  carré  de  o^  et  b^  celui  de  V ,  qui  est  retranché  du 
premier. 

Réciproquement  ^ /a  différence  de  deux  carrés  M*— N*,  peut 

se  mettre  sous  laformeÇ^yL  +  N)^!!!  —  N). 

■    ,^  ■  > 

Ce  résultat  est  vue  formule  qu'il  faut  retenir.  v^ 

49<  Nous  pouvons  démontrer  maintenant  que  le  produit  de 
deux  nombres  a  et  b,  reste  le  même  dans  quelqu'ordre  qu'on 
multiplie  les  facteurs ,  c'est-à-dire  qu'on  a 

ab:s:ba. 


'—t*^. 
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Nous  avons  prouvé  cette  proposition  dans  nos  Eléméns  d'Arith- 
métique ,  en  décomposant  les  nombres  a  et  6  dans  leurs  unités^ 
que  nous  rangions  suivant  les  deux  côtés  d*un  rectangle ,  en- 
sotte  que  larépétitiondé  a  pat  b,  se  réduisait  à  la  sommation^de 
la  Hgne  horizontale  qui  représente  a,  écrite  b  —  i  foi^an- 
déssous  d*e]H-]ïrêm6 ,  sommation  qrfon  pouvait  effectuer  de 
deux  manières  dont  la  première  donnait  b  fois  n  ou  aXb  , 
et  la  seconde  a  fois  & ,  ou  6  X  a*  Ici  nous  démontreroos  la 
chose  d  unô  manière  générale. 

En  supposant  a ^  6,  qu'on  décon^ose  u  en  autant  de  nom-* 
bres  tels  que  b ,  qu  il  peut  en  contenir  ;  il  y  aura  un  certain 
excédant  que  je  désigne  par  r  ^  ensorte  qu'on  aura 

*  - 

a,ft  =  (6  +  6-f  i  + +  06: 

or  d'ans  tous  le^  tenïie^  de  la  fotme  b,b,  on  peut  intervertir 
à  volonté  l'ordre  des  facteurs  ;  la  chose  restt  donc  à  démontrer 
à  l'égard  du  produit  r.d^  dans  lequel  on  a  r<^b.  On  sup- 
posera de  même  b  décomposé  eh  tous  les  nombres  r  qu'il 
peut  contenir,  et  désignant  l'excédant  par  /;  on  aura 

r,6  =  j^(r  +  r+r  + +  '^)> 

ensorte  que,  comme  dâïis  chacun  des  produits  r.r^  l'iordredes 
facteurs  peut  être  changé  ,.il  ne  e^gsa  que  de^roiiver  la  chose 
a  l'égard  du  produit  r./, 

On^veit  qu'en  continuant. 4  prpoéder  de  cette  manière,  on 
arrivera  à  une  décomposition  pour  laquelle  le  reste  sera  zéro 
ou  l'unité ,  comme  on  pourra  s'en  assurer  sur  deux  nombres 
pris  au  hasard.  DansWpirmiiiér  cas,  comme  on  poWra intervertir 
l'ordre  des  facteurs dan^chaquA des  tannes  du  {produit  corres-^ 
pondant,  on  conclura  qu'^apevit l'intervertir  ^aus  le  produit 
n,b  :  dan^  le  second  oas.^  la  propositian  sera r-JMifte^ie  à ^o»]h- 
ver  que 
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On  a  dona 
qu:on  miâtlpUe  par  tr,  et  fl  ^«idra 

•  * 

mais  à  cause  de  bx,  cs=icX,b  et  de  aXc:^x'Xa,  on 

aX6  ><i;  — aXcX*  =  ft><:a><c:^ft,X:^?<Of 
et  «^afte  autsi  c  X  -a  =  a  X  ^  «t  &  X  C'O  c  X  ^  l 'il  vitadi'a 

r 

ûXiXc  =  aXcX&=cXaXi  =  cX&Xfl=&XûX<î 

=*XcXa. 

0^1  wftt  4q]^  fsi0^  9^Hj  4fms  w  fKodWt  4p  froi«  ^n^flê , 
intervertir  à  volonté  Tordre  ^  {iac|^e|^s^  c^  ^  on  d^iwati:©»- 
rait  de  la.  même  manière  pour  quatre ,  cinq  et  de  proche  en 
proche ,  pour  un  nombre  quelconque  de  nombres. 

5o.  Cette  proposition  s'étend  à  (J^^ux  monômes  ;  car  d'abord 
elle  est  vraie  pour  les  signes  et  les  coefficiens ,  et  elle  a  lieu 
à  l'égard  des  lettres^  puisqu'^il  vient  d'être  démontré  qu'on 
peut  les  écrire  dftns  im  ordre  quelconque  :  donc  aussi  elle 
convient  à  deux  et  à^n  nombre  quelconque  de  peljiviomes,  ce 
qu'on  petit  vérifier  en  effectuant  le  produit  indiqué  des  quatre 
polynômes 

(a  +  A)(a^  +  a&  +  &*)  (a  — i)  (a*— ai  +  60 

qui  sera  toujours  a®  —  J^,  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  se 
succéderont  le^  multiplications. 

5i.  Pour  faire  la  preuve  de  la  multiplication  par  9,  nous 
avons  prescrit ,  en  Arithmétique  ,  d'ôter  autant  de  fois  9  qu'il 
est  possible  de  chacim  des  facteurs ,  de  multiplier  l'oh  par 


1 
I 


> 

I 
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Tauti'e  les  deux  restes  qu  on^obtient,  puis  d'ôter  de  ce  produit 
)e  plus  fort  multiple  de  9 ,  ce  qui  donne  un  autre  reste  qui , 
lorsque  la  multiplication  est  bien  faite ,  est  égal  à  celui  qu'on 
trouve  en  divisant  le  produit  total  par  g. 

Pour  démontrer  ce  procédé ,  désignons  par  Q  le  quotient  du 
multiplicande  par  g  çt  par  Aie  reste  ^  par  q  celui  du  multipli- 
cateur par  9,  et  par  r  le  reste  :  on  pourra  donc  exprimer  Tun 
et  lautre  facteurs  par  gX  Q  +  ^  et  gX^  +  r,  ensorte 
qu'on  aura   . 

(9XÇ+fl)(gX</+r)=8iXQ?+gXA/+gXrQ+r.R. 

Or  rR  est  le  produit  des  restes  de  chacun  des  facteurs  divisés 
par  g ,  et  lorsqu'on  a  divisé  rR  par  g ,  on  trouve  évidemment 
un  reste  égal  à  celui  du  produit  divisé  par  g. 

.  Cependant,  comme  je  l'ai  fait  voir  dans  mon  Arithmétique , 
il  ne  faut  pas,  de  ce  que  cette  condition  est  satisfaite,  conclure 
que  le  résultat  de  l'opération  soit  exact.  La^même  remarque 
s'étend  à  la  preuve  de  la  division*   '     / 


I 

i 


\ 
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CHAPITRE    IV. 


De  la  Dwision. 

Sd.  JLi  A  division  algébrique  a  le  même  objet  que  la  division 
nmnérique  :  elle  résout  encore  cette  question  :  Etant  donnés 
un  produit  et  l'un  des  facteurs,  trouver  l'autre  facteur. 

53.  II  peut  arriver^  i^.  que  le  dividende  et  le  diviseur  soient 
des  monômes;  22°.  que  le  dividende  seul  soit  un  polynôme; 
3".  que  le  dividende  et  le  diviseur  soient  des  polynômes.  . 

54.  Nous  considérerons  d'iabord  la  division  algébrique  dans 
le  premier  cas  ,  et  alors  il  faudra,  cette  fois  pour  toutes,  avoir 
égard  aux  signes,  aux  coefficiens ,  aux  lettres  et  aux  exposans; 

55.  Occupons-nous  d*abord  des  signes  :  de  ce  que  le  produit 
du  diviseur  par  U  quotient  doit  être  le  dividende ,  il  suit  de  ce 
qui  a  été  démontré  (Sg);  que  lorsque  le  dividende  et  le  diviseur 
ont  même  signe ,  le  produit  doit  avoir  le  signe  +  >  et  que  lors- 
qu'ils ont  des  signes différens,  ce  produit  doit  avoir  le  signe—. 

Le  coefficient  du  quotient  doit  être  le  quotient  de  celui  du 
dividende ,  divisé  par  le  coefficient  du  diviseur ,  ce  qui  résulte 
de  te  que  le  coefficient  d'un  produit  est  le  produit  des  coeffi- 
ciens des  facteurs  (38).; 

Les  lettres  du  quotient  doivent  être  celles  du  dividende ,  non 
communes  au  diviseur ,  (^and  toutes  les  lettres  du  diviseur  le 
sont  au. dividende  :  par  exeip^plç ,  le  produit  aie ,  divisé  par  ab, 
doime  c  pour  quotient,  parceque  le  produit  de  ab  par  c  est 
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ahc.  Lorsque  le  diviseur  renferme  en  outre  des  lettres  non 
communes  au  dividende ,  alors  la  division  ne  peut  plus  être 
quindiquée  ,  et  le  quotient  s'écrit  sous  forme  de  fraction  dont 
le  numérateur  est  le  produit  de  toutes  les  lettres  du  dividende , 
non  commîmes  au  diviseur ,  et  le  dénominateur  celui  de  toutes 
les  lettres  du  éiviseur ,  -non  coBuiiunes  «h  dividende  :  ainsi  abc 

divisé  par  abm ,  donne  pour  quotient  — ,  en  observatnt  qu'on 

peut  supprimer ,  tant  au  dividende  qu'au  diviseur ,  le  facteur 
commun  ab ,  sans  altérer  le  quotient ,  et  qu'ainsi  la  division 

«e  réduit  à  celle  de  r  par  m.  Cette  notation  —,  du  quotient  , 


4  4é^  été  employée  A  l'égard  des  aGkmbr«&.  Cependant  pour 
certaines  valeurs  numériques  de  c  et  ru,  la  fraction^—  peut 
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devexdr  un  nombre  entier. 

' ,  56.  Faisons  maintenant  abstraction  des  signes  et  des  coeiE-^ 
cieni,  et  occupons-nous  de  la  division  de  deux  exponentielles 

ffune  même  lettre,  savoir,  de --,p  «t  g  étant  des  nombre» 

entiers  positifis.  On  peut  avoir 

Si  l'on  observe  que  ,  d'après  ce  qiù  a  été  démontré  l(36),  à 
l'égard  de  la  multiplicaliQa  de  deusc.  expo«£BtiçUés  d'une  m^éme 
lettre ,  la  iettre  d^i  çuotieiït  deit  eacoreiêlare  ^ ,  «t  si  l'on  dé- 
signe par  a;  l'e^cposantincomuide.  a  dans  le  quotient,  on  doit 
avoir 

d'où  résulte  nécessairement  cette  égalité  entre  les  exposans 

P  — Sf  +  ^î 

«t  comme  en  retrandhant  ^lïe  part  et  d'autre ,  les  deux  restes 
font  égaux ,  on  aura  la  sièrante 
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p^q  =  x. (i), 

dans  laquelle  on  lit  que  Y  exposant  du  quotient  est  égal  û  oêhd 
du  dividende ,  diminué  de  l'exposant  du  diviseur. 

Dans  le  second  cas  ^  on  a 

K 

a 

d'oà  méfsidte  Tigalité  entre  les  eixposans, 

p=p+x,eta;=p — p^o (a); 

^nc  04i  a  po«r  ifootiênt  t^^ssa^,  résvltat  ^*il  «'agit  d'inter- 
préter. A  cet  effet ,  non»  tieprendrons  la  dîyisâfp  de  a^  par  s^ , 
qui  d«nne  pour  quotient  Tufiité  »  et  conu&e  deux  quotiens 
d!ttne  jnêaibe  divisioA^  '«ont  #éçeis6akement  égaux  «  on  a  donc 

ce  qui  s^ifie  que  toute  quantité  élevée  à  la*puissance  zéro , 
vaut  l'unité  j  et  que  réciproquement  l'unité  peut  se  traduife 
en  €f.  Cette  conclusion  a  lieu  quel  que  soit  ]e  nombre  a. 

Dans  le  troisième  cas ,  soit  q  ^^/y  '^  d,  d  étant  l'excèà  de 
q  sur  p  :  on  aur^  toujours 

af  t=î:  d^^  X  a*  es  ATH**^ , 

d'où  résulte ,  en  égalant  les  exposans  y  puisque  l'égalité  précé- 
écrite  >De  pent  «voir  itsn  que  sons  ostte  OQnditîon , 

jpœp  +  rf  +  a?, 

et  retranchant  pJ^dAe  part  et  d'autre  ^  on  obtient  enfin  (17) 

.x=— ^ <3); 

donc  le  quotient  est  ar^.  Pour  l'iBjterpréter^  reprenons  la  diri- 
sion  de  o^  par  c',  ou  par  c^^  =  o^  X  û**  •  en  effaçant  le  fac- 


i 


\ 


\ 


teur  a^  commun  au  dividende  et  au  diviseur ,  d'après  ce  qui 
a  été  démontré  à  Tégard  de  la  division  des  lettres ,  on  a  pour 


quotient  -^  :  donc 


a 


(4), 


ce  qui  donne  une  transformation  d'un  fréquent  usage  dans  le 
calcul  :  pour  s'en  rendre  raison ,  on  se  rappellera  que  cc^^ 
n'est  autre  chose  que  la  lettre  a  écrite  d  fois  en  facteur;  donc , 
d'après  l'acception  des  signes ,  cr^  doit  représenftr  la  même 
lettre  a  écrite  d  fois  en  diviseur  (  chap.  i3). 

67.  La  règle  générale  à  suivre  dans  la  division  de^deux  ex- 
ponentielles d«  même  lettre ,  se  réduit  donc ,  d'après  les  résul- 
tats (i)-,  (2)  et  (3),  à  écrire  la  lettre^,  et  à  lui  donner  pt^ur 
exposant  celui  du  dividende ,  diminué  de  Vexposant  du  di— 
i^isé^,^ 

Cet  énoncé  sera  bientôt  généralisé*^  c'est-à-dire,  étendu  à 
des  exposans  fractionnaires  positifs  et  négatifs  et  même  irra— 
tionnels. 

58.  On  observera  que  si,  par  rapport  aux  exponentielles, 
an  eût  suivi  la  règle  pour  la  division  des  lettres ,  on  n'aurait 
pas  rencontré  ces  deux  résultats  sii^guliers  a**,  cT^y  que  nous 
n'avons  pu  interpréter  qu'en  opérant  d'après  cette  règle  qui 
nous  a  donné  deux  autres  expressions  des  mêmes  quotiens. 

I  '  •      ' 

Bg.  La  transformation  a"^''=-T  donne  le  moyen  de  faire 

passer  une  quantité  de  la  forme^fractioimaire  à  la  forme  entière 
et  réciproquement.  Ensorte  qu'on  a 

a  a  ^ 

So.  De  ce  que  o"*  =  o  ^  il  suit  que 


x 


d'algèbre;  a^ 

o"*      o 


o*^ .  •  o  * 


tt* 


lâais  si  dans  a"*^  =  -^^  on  suppose  â  =  û>  ce  qui  est  biea 
permis ,  .puis(iae  a  désigne  tout  nombre  ^  on  ^ 


O 


Si  Ton  effectue  réellement  la  diiâsiôn  de  ô  par  o ,  on  pourra  poser 
àa,  quotient  un  nofaibre  quelconque  »  puisque  tout  nombre  multi- 
plié par  zéio^  donné  pôtMr  produit  zéro  qui  est  ici  lé  dividende. 
Cette  exprei^ipii  o^  paraîtrait  donc  copiporter  nnp  iq&ut^  de 
yaleurs  numériques  :  cependant  un  tel  résultat  f  pev^t ,  dans 
plusieurs  e^s, ,  .^dn^ettre  une  valeur  fixe  et  déterminée.  C*est 

ainsi ,  par  exemple ,  quts  la  fraction  — ^^  dans  Thypodièse  de 
tt=:0  devient— —  =  -v  Maïs,  si  d'abord  on  écrit  cette 

o  o        " 

{ractian  .sous  la.  forme  Kà!^^^^  puis  qu*oii  pose  a-szo  , 
dn  trouve  quelle  devient  K X  <^*"*  ^ui  est  o  pour  m^'n; 

K       K. 

pour  m  <  n,  ou  pour  m  ==  n-^d,  onTT  ^'=î  —  ,  résultat 

que  nous  interprétons  plus  loin  :  enfin  pour  m  =  n,  on  petit 

diviser  haut  et  bas  par  a"*  »  et  la  fraction  se  réduit  i  K.  Nous 

*      '         *  ■  rt 

rencontrerons  souvent,  par  la  suite,  ce  sjrmbole  ~ ,  et  nous  en 

prendroQf  Ofjçasion  de  Iç  mieux,  définir. 

»   . 
61.  Ces  règles  posées  pour  la  division  ^es  monômes^  nous 
passerons  d^  '  suite  au  cas  de,  deux  polynômes  à  -diviser  Tun 
par  Tautre.  La  règle  pour  opérer  cette  division^  se  trouve  dans 
dénoncé  suivant: 

On  ordonnera  ïe  dividende  et  le  m/ifwr  par  rappommi  plus 

a* 
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haut  exposant  ffum  même  lettre  prise  à  volonté ,  c^esU-à^ra 
qu'on  écrira  pour  premier  terme ,  tant  au  dividende  qu'au  divi^  - 
seur,  celui  qui  renferme  le  plus  haut  exposant  de  cette  lettre, 
et  à  la  suite  tous  les  çjdre^  termes  sous-^ordonnés  par  rapport 
aux  exposans  successifs  de  la  même  lettre  ;  puis  divisant  le 
premier  terme  du  dividende  par  celui  du  diviseur,  on  obtiendra 
un  terme  du  quotient  ;  ce  t^rme  irouvé  ^  on  le  multipliera  par 
tous  ceux  du  diviseur ,  et  on  retranchera  te  produit  du  âivi^ 
dende*  Cette  première  opération  faite ,  on  divisera  celui  des, 
termes,  du  dividende^resie ,  qui  à  le  plus  haut  exposaiit^  par  le 
promis  terme  du  diviseur,  et  on  obtiendra  le  second  terme j^ 
quotient.  On  continuera  à  procëder  de  la,  même  manière. 

On  conçoit  que  le  quotient  obtenu  dé  cette  manière  /  sel^ 
}ui*niême  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  cette 
lettre.  Nous  donnerons  la'démôiistratioà  de  cette  règle  sur  dei9^ 
exençlev.  .....         :,..:.    -',    .  .,  .   ;. 

Soit. .....;  a^h.  -k-a^è*  +  a*h^  '*hab^  .  ,   ''♦ 

à mnhiplier par...  a'i» -^a>m> -f-'âm'      *  -7        '  ** 

ou  aura  pour   J  fl6^l»«-^«^^«m--+.a4fc3||t»-^«3^4,^.,, . , . , . . .  (a) 
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On  remarquera,  i**.,  que^  dans  ce  produit ,  il  se  trouve  un 
terme  qui  renferme  la  plus,  haute  pu^sance  de  la  leftre  a. 

2^.  Que  ce  terme  résulte  du  terme  analogue  du  multiplir^ 
cande  par  le  terme  anjalogue  du  multiplicateur  (*), 

On  tire  de  là  cette  «conclusion  :  si  apr|s  avoir  écrit  ponr 
premier  terme ,  tant  au  dividende  qu'au  diviseur ,  celui  qui 
Teûferrae  le  plus  haut  èij^osànt  d'une  lettré  qui  est!  a  dans 

^exemple proposé,' -on  aime  l'un  par  l'^ùtré'j  le  résultait  est fe 

•     -■  ••■•  .•  '  .      '    '    ':•..•  "^.'^  i'  * 

{*")  ^Btendtf  par  tenues  analognçs  da  dividendç  et  dn  diviseur  ;G€a:(  ^3Jk 
xeofeiMlt  la  pins  IiAVte  f  îd^t^ce  d«  la  méjuç  ie(Ve  as 
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terme  du  qaotienty  qui  renferme  aussi  la  plus  haute  puissance 
de  la  même  lettre. 

Ainsi  ^  dans  notre  exemple ,  le  produit  étant  considéré  comme 
un  dividende ,  et  le  multiplicande  comme  un  diyiseur ,  on  di- 
visera a^bjn  par  a^b,  ce  qui  doimeta  c^m,  premier  terme  du 
quotient. 

Si  dans  un  dividende  proposé  on  distinguait ,  comme  ici , 
les  produits  partiels  numérotés  (i) ,  (a)  et  (3)^  il  y  aurait  plu- 
sieurs manières  d'obtenir  le  premier  terme  du  quotient. 

a®,  f      en      \  efib^m  (        j  a^b^  f     ce  qui     j  tjpm 
a**.  C  divisant  J  cfib^m  t  ^^^  \  ifb^  ^  deoMraît  \  t^m 

ou  enfin  comme  le  produit  partiel  numéroté  (i)  est,  en  ne  fai- 
sant que  l'indiquer, 

on  obtiendrait  encore  le  même  premier  terme  du  quotient ,  eik 
divisant  (a+i+o^A^+a^i^^oiO  ^^  pa^  M+c^b^-^a^V+Ob^  ; 
car  ce  dernier  polynôme  étant  facteur  commun  au  dividende 

3 

et  au  diviseur,  on  l'effacerait  et  û  viendrait  -~^  ou  chn. 

n  est  donc  démontré  q«ie  ^  pour  obtenir  le  premier  terme 
du  quotient  ^  il  suffit  de  diviser  l'un  par  Tautre  les  termes  du 
dividende  et  du  diviseur,  qui  renferment  la  plus  haute  puis- 
sance d'tine  même  lettre» 

D'où  l'on  peut  conclure  encore  que  la  divînon  de  ces  deux 
termes,  équivaut  à  cèMe  de  tout  le  produit  partiel  numéroté  (i) 
par  le  multiplicande  qui  sert  d^  diviseur*. 

Donc  à  cette  dernière  division  qu'on  devrait  réellement  fafre^ 
mais  qid  généralement  n'est  pas  possible^  à  çau^e  des  réduc* 
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tions  de  termes  semblables^  on  peut  substituet  la  première 

qui  Test  toujours  ,  et  qui ,  de  plus  y  domie  le  même  résultat. 

Ceci  fait^  on  multipliera  tout  le  diviseur  par  ce  premier 
terme  du  quotient ,  et  le  produit  représentera  la  partie  du  divi- 
dende, qui  a  été  effectivement  divisée  par  le  diviseur,  d'après 
ce  que  nous  venons  d,e  remarquer;  on  soustraira  ensuite  ce 
produit  du  dividende ,  ce  qui  détruira  la  ligne  (i)  dans  notre 
exemple  ,  pu  son  analogue^dans  un  autre. 

Ensuite  on  regarde  le  reste  qui  se  compose  des  lignes  (â) 
et  (3),  comme  un  nouveau  produit,  ayant  toujours  le  même 
multiplicande ,  et  pour  multiplicateur  le  précédent  moins  son 
premier  terme ,  ensorte  qu'il  s'agit  encore ,  connaissant  ce  pro- 
duit et  le  multiplicande ,  de  trouver  le  multiplicateur  corres- 
pondant. Le.raisonnement  que  nous  venons  de  faire ,  s'applique 
donc  ici ,  et  on  en  conclut  qu'on  pourrait  se  dispenser  d'or-- 
donner,  en  prenant  à  chaque  nouvelle  flivision,  dans  le  di- 
vidende ,  le  terme  de  plus  haut  exposant  d'une  lettre  choisie 
une  fois  pour  toutes  ^  et  le  divisant  par  le  terme  analogue  du 
diviseur. 

62.  Dans  l'exemple  sur  lequel  nous  avons  raisonné,  le  terme 
qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a,  était  uni- 
que ;  mais  on  conçoit  qu'il  peut  s'en  rencontrer  plusieurs  de 
cette  espèce ,  ce  qui  serait  arrivé  dans  la  division  précédente  , 
êi  l'on  eût  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  b. 

Le  cas  analogue  sera  fourni  par  la  multiplication  de^     ^ 

par a^m-^c^n +am^-\-an^ 

iébm-^-d'h^m-^-a^b^m  •+;a^Mm (i) 
a^bn  -i^b^n  -f-a^i^/i  -^c^b^n (2) 
+a^bm'-{:M^m^+c?ly^m''+d'b^m''. . . .  (3) 
+c^bn^  4-a*i*/i»  -f-û^iV  +a^b^Tv' ....  (/Q 


\ 

f 
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Noua  siqçoserons/ d'abord  qa'oa  propose  de  dirâer  )e  pro- 
duit par  le  ipultiplicande. 

Dans  ce  cas,  après  ayoir  ordonné  le  dividende  et  le  diviseur^ 
par  rapport  à  la  plus  haute  puissance  i  de  bi  lettre  a,>ce  qui 
donnera  au  dividende  deux  termes  de  plus  haut  exposant ,  on 
commencefa  indifféremment  la  division  par  l'un  ou  l'autre  de 
tes  deux  termes.  « 

En  effet,  si  ô'est 

û^foîi  1  qu'on  divise  J  d^b  i  on  aipra  ponr  f  o*/n 
tfibn/j         par         Vo^A  j      quotient  :_l  «•» 

Aussi  l'ordre  dans  lequM'8e'()réseatjeot  cf^sdey^ermes  du  quo« 
tient  doit-il  êtr«,  indifférent  j  {misq^iU  sont  de  même  exposant 
par  rapport  à  la  lettre  a.      >  .  '     .      ,     . , 

L'un  ou  ratttre  de  ces  termes  trouvé  ,  on  le  multiplié  par  le 
diviseur,  ce  qui  donne  Tune  des  dieux  ligcTe^  (i)  ou  (a),  puis 
on  fait  la  sanstfao^on',  ceqû  efface  i'une  de  çei  deiixligntes. 

Cela  fait,  on  trouve  lé  terme  du  quotient  de  même  ekposànt 
en  a  que  le  précédent, ^n  ^divisant  l'autre  tenhe'de  mlbie 
ordre  .en  4i  du  dividende  par  le  premier  du  dltiseur,:  (m  ukdi-^ 
tiplie  le  diviseur  par  ce  nouveau  terme ,  et  on  soustrait. 

Alors  l'opération  «e  continue  comme  dans  l'exemple  pré-» 
,      cèdent.  •    v    .     . 

f  'On  étendrait  aisément  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  au  cas 
où  les  termes  dé  même  plus  haut'  exposant  seraient  en  nombre 
quelcongne  au  dividende  seulement. 

j         Nous  supposerons  pour  second  cas ,  qii'on  prenne  le  multi- 
!     plicateur  daas  l'exemple  ci-dessus  pour  diviseur  ;  et  alors  le 
'       dividende  et  le  diviseur  offrent  plusieurs  termes  d'un  même 
plus  haut  exposant. 

On  commencera  toujours ,  ^poi;r  plus.de  commodité,  par 
ordonner  le  dividende  et  le  diviseur  :  ceci  fait,  on  choisira 
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parmi  lé»  terfhes  de  Hiênie  ordre  ^dn  diTidende  ,  èetùi  qtn  «st 
exactement  divisible  par  celui  qu'on  a  écrit  le  ]^emiér  au  di- 
viseur  ;  on  ,  plus  généralement  »  daiis  les  termes  de  premier 
€urdre*da  dividende  et  du  diyiaeur^  on  en  prendra  d^ux^fuî 
se  divisent  eouctement.  Ainsi ,  dans  notre  exemple  ^  on  di- 
visera   ....  .  .  . 

La  raisçaji  de  ce  procédé  est  que>  si  l'on  divisait  o?^,par  a*n, 

éb  aurait  ^*   ■  (Jm  ne  feit  ^ad  partie  du  multiplicande^  et  qui 

oonséqueMneit  ne  état  pas  ébr«  l'ân  det  terwMè  ik  quotient. 
Ce  qoblÂeiift  ^Miu ,  on  k.  Bni}t^ien  par  tMt  k  dimenr  ^ 
puis  on  fera  la  soustraction.  Mais  on  remarquera  qa'^ers  && 
eiFace  à'^lanfois  les  deux  tierdief  du  mén^e  plus.l^t  je:^gosant , 
pl^s ,  les  dei;ix  termes  cfibm\  ^t.  K^^bn^-  -    s  -. 

Il  sera  facile  y  d'iapvàs  ce  )que  iiQtts  ¥enom  ide  ébe^,  de  ter* 

miner  ropérajio;^.  ^         ,     ,  ,,        -    - 

iS3«  A.resto^i  fsnppdseirsiiieJeBdçttx  &ioteH^SMk:QRf6rmeQt 
plttsioears:  tomws'de  même  ifkal  lieat  exposaitt  de  la  lettre  >m  « 
comme.aiii'on  avait  *  :;:,rfr  - 


à  multiplier  par. . . .  a*m-f  f^^^-f  ^^^'^^'i'^''^* 


f  r-r  I 


produit  =  )  '^J='!'^m':h'^l>'^±^è^.,    ■ 


— — ' t-l-t .J-^-K_^ ^  1^^^....  i     .  _        .  .  1^ 


X.e  multipticande  est  pris  pdur  diviseur.  On  cbefdie^ait  parmi 
les  quatre  termes  d'un  même  plus  haut  exposant  dans  le  divi- 
dende ,  ceu*  qui  sont  éxafctemént  divisibles  par  céïm  qu'on  a 
*crit  le  premier  afu  diviafeur;  on  divise  alors  Tiin  quelconque 
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<te  oMs:4à.par  œ  terne  chi'<ïi(^ÎMur ,  »Gé  «^i  dâiime  M  teiisiè 
dfi  foeëept  fiar  ikqiid  ob  maltipliift  le  détisenr ,  et  k  soustrao 
tioa de  ee  pcodût efSape  ceaxdcB  tenues -ée  même  phis  liaiit 
eicposant  dn  diiddoide ,  qui ,  (Ëvûréà  par  le  métoe  tertne  du 
divîsem-^  domieiaiest  te  iftême  ^otient. 

Ok  se  codânîraït  d'une  manière  analogue  pour  trouver  le 
second  terme  du  quotient.  Il  sera  facile  de  généraliser  ce  que 
nous  venons  de  dire. 

64.  Tous  les  nombres,  dansle  système  décimal ,  sont  des  po* 
Ipomes  ordonnés  suivant  les  puissances  'de  10,  ensorte  que 
la  formule  générale  qui  les  représenté  ,  est 

etc. +-R:  (io)<  +  /  (10)»  +  m  (lo)"  +  11 0°)'  +p  (lo)». 

■  • 

p  étant  le  chiffre  des  unités  /n  celui  des  dîxaineA,-m-€elui  des 
centaines,  etc.  Pour  le  système  binaire  ^  la  formule  précédente 
procéderait  suivant  les  puissances  de  s  ;  ponr  le  système  ter- 
naire,-, elle  procéderait  suivant  les  ^ui^sances  de  3,  et  généra- 
lement ,  eQe  icait  suivant  les  puissances  successives  de  la  base 
du  système.  Les  polynômes,  lors  même  qu'on  les  a  ordonnée 
suivant  les  puissances  d'une  lettre-,  jœ' représentent  plus  ce 
mode  de  formation  d'tukuombre;  ils  le  donnent  au  moyen  des^ 
opérations  à  faire  hnt  les  valeurs  numériques  des  lettres  dans 
un  système  q^j^lpQnqoe  de  .uua»éradoa ,  ^ont.k  iuldetn)cvt'plu6 
la  lettre  par  jpa^^ort  àJaqgell^  g«i  iaievdeimé  ;  c«ridbrsilef&c« 
teur  de  cette\l^tt:^e,  àwf^B  /^^im  f^e^  ^^ûaçts>,iMk0iôeimàt  êlre 
que  d'un  sçul  rÇ}uS&-e.  ^Nou^r  4iycyn«r«8i9eaÉiH «  Ài*égàid^deiâe$^o^ 

sait  à  ceU^  dit  tepsmie  4(>>  yb^  kmtîfOPppaOmt  -dardiiiîdekiie ,  pett 
le  terme  â^.^§H|Stâli:4i^i^eiÉr):i:reft  ^jqiwi  seii^  aus^ 

la  division  9upiéfiiqiif^.^]is iif»s  ^retemies  n^it^font  <}ueMe  fferme 
Je  plui  .l^aifl^ipi«w*ft©«^  d«  >ve  iattipnoéwti,  n'ert  plu^^Jé  pro-»- 
d^it  409  t^«nt^;;aiiîdt^««TslB^léi4tÉpik;w^  ^e^  ék  tiMtfti^itîa^ 
teur^.£o|KH^  j(l;gip¥e';  e(h', atgàbrew  «Etnaminon»  iMÎttiténbnt  ce 
qui  aurait  lieu ,  si ,  danft  lar  sdivîskn  de  âmûi  pdlyiÉiofnes ,  on 


^ 


56  ÉLÉMENS 

8*éc4rtait  de»  principes  qpe  nous  venons  de  poser.  En  divisant 
G^  —  b^  par  a— 2»  dans  l'c^reioù  sont  écrits  les  termes  du 
dividende  et  du  diviseur,  on  a  pour  quotient  a  — i;  mais  si 
1  on  esîïaie  la  division  de  ces  deu?p  polynômes,  en  prenante — a 
pour  diviseur ,  on  est  conduit  à  ciette  opération,  qu'il  sera  facile 
de  suivre  en  appliquant  les  règles  démontrées  (çh,  5)  à  l'égard 
des  fractions  numériques. 


a 


a' 


a^ 


-«'-7r/Q^ot.  =  ^-Ti  +  T3-n+etc. 


b' 
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a' 


+  r  +  r. 


,1.    >'    ip— r 


•'Jl. 


i' 


r 


+  t;  —  * 
a*      a* 


r.  '    :  i: 


etc! 


f 


lie  quotient «è  Vârrête  pas  ^-puisqu'on  â  toujduf's  un  reste,  et, 
qudiqiie.dbnné  par  la  dbfi^cfti  '  des  deux  mêmes  polynômes ,  il 
est  différent  .du  premier  par >la' ferme.  ^  Nous  reviendrons  au 
.chapitre' .Vil  siitvcpsquotienr'q^l  né  ëè  terminent  pas,  et  nous 
observeroinsiiei.qiie  cette 'circoâStance  tient ^"ce  qu'on  ne  doit 
prendrë^le  qiibtiélit  du  premier' 'éeïH^e  dit  di-v^ènde'paf  le  pre- 
mier tenue  duîdiviseur,  pour  'celtti'Jdetëitllh  dividende  par- 
tiel parla  totalftéidu  diniseup,  qu'autant  que  lés  polynômes 
sont  oiîdonnés,  âin^  que  nous  l'avons  ejtpliqué  (ffi^)  ;  autrement 
il  faut  fa,îre  k>  diviMon  complàtement;  o'est-^^te  ]  dans  cet 
exemple^  diviser  .a*-^A*  ou»  (a— ^fr)' («  +  &  j  par  i  +  a,  «t 
alors  on  trouve  l'autre  facteur  a^^b. 


'     .    t* 
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Iftés  A'^  S\  5 ,  7^  etc.  jtiflqit'à  h.  iiacine  earrte  4k  N",  qu'on 
jMte  aoBsi  |/iV  (1*07)  /  on  n'ea  trooy»  au^un  qui  divise  PT,  on 
ierl  certaia  que  iV  eéfe  utt  nombre  premieF;  car,  supposons- 
fue  N  B&it  éimiie^eg  iiA  nombre  fuemà&Ê^ê'^J^N ,  et  dé— 
signons  le  quotient  par  T:  dans  l'hypothèse  actuelle /le  qoo-* 
tient  7  du  nonibv^Ni  p«i?  ^,  e0tmoindxe«qii«  cekidfe  AS  par 
«aracW'CMrée^  Qu^moûiAre^q^lAiacifieoaiTéeidb'TV^pavc^ 
que  si  l'on  divise  le  produit  de  deux  facteurs  par  ua  mnaabMm 
-jjH^s  ff^jod  que  l'un  de  ce^^  Ëucte^rs ,  oa  wuk  un  quotwt  plus 
petit  que  L'aKtrje;  donc,  le  no;i}jH'e  N  serait  divisîUe  pair  ttB 
nombre  T  n^oi^dre  que^A^^  et^>  àfortiori,,!^  uu  a^^mbre 
premier  moindre  que  |/ A^^  ce  qui  est  contre  l'hypothesa. 

MaixOesant  pour  trouver  les  ^iviseiu;^  «utiles  que:  les;  nonces 
.preuùers  « ,^y  y  ^S",  etc.  suppqooas  qu'oa  aitjf NzssAt^y^,  e^ 
(eprendr JV  ks.  d^vimus  . 


a'^yâ 

m 

atyi 

tt 

6yi 

■C 

yi 

y 

i 

* 

é.^yt^yCyS'y  yi'y  ^  étant  Iqs  quotiens  successifs  oorrespondana 
àuX  diviseurs  a^  et^C^y  et  i^^  puis  on  formera  les  li^es 


1*^...%.*; 


ttSyi'y  et^Cyi", 

dont  chacune  renferme  les  produits  de  tous  les  diviseurs  déjà 
foxm^  qpi  se  l3PPW^ftfe^iVrdB«SBft,îp3îfîle5diiiïeei«B  notutare  pre- 
mier qui  est  en  tête  de  la  ligne.  IL  est  visièië^quie*  dhtenn  dcr 
ce^'pirQdmt^^est  diyifi^iif  dttiBQoiibm  Af^puiscpt'il' n'est  aucun 
d'eux  qui  jùàt  foiut  &êit^%ihài^weifîm  x^èmpà»  Jf  ;  d'ail^ 
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leurs  A  ne  peut  être  au  plus  que  denx  foiff  foctètir  cFans  l'iiil 
quelconque  des  (fiyiseurs ,  f  ^  ^  *et  /"  ne  peuvent  Têtre  qu  un# 
fbis  ;  d6nc  oâ  ne  peut  avoit  â*atitres  diviseurs  tpss  les  pré^. 
cédens. 

AiBsi.pour  le.  nomjture  isio^  on  a  ce  tableau  de  diviseurs, 


120 

5q 

i5 

5 


a, 8 

5,  lo,  i5,  2o,  3b,  40j  6o,  120. 


£n  général ,  le  nombre  N  étant  réduit  à  la  fonne  «l^"]^Jt; 
aura  pour  diviseurs  tous  les  nombres  résultans  de  toutes  les 
combinaisons  que  l'on  pourra  former  eu  prenant  successive-   - 
ment  pour  m,  n^p ,  q  les  nombres  depuis  zéro  jusqu'à  m , 
depuis  zéro  juaqui'i  n ,  d»  zéro  à  p  et  à  f .  €^  obtiendra  tontes  ^ 
les  combinaisons  en  développant  le  produit 

dm>t  la  iu3mbre'âo8>t«m«8,  le  nâm*  qàe  cciiii  defe  diviteara. 


P 

En  effet,  en  supposant  iV=p  A^C^yPy  le  produijt  des. trois  poly- 
nômes se  composera ,  i^.  de  la  somme  ^^  -)-«»»  if- ....  -^  *"* . 
multipliée  par  le  produit  Ô'y^ ,  ou  par  Funité  ;  de  ïâ  somme 
C»  -f-  ff*  +••••+  ^  >  multipliée  par  le  produit  «y^  ou  paç 
funité  ;  de  la  somme  J'**  +  >'  +  ••••  +  >'  x  muMpEée  par  lé 
produit  ***ff^  qui  est  Tùnité.  Ôr  tous  ces  termes. du  produit  sont 
évidemment  diviseurs  de  Nj  et  féciproqueiûent  tout  diviseur 
de  N,  d'une  seule  lettre ,  est  Tun  de  ces  termes  ;  9^-  du  poly- 
nôme **  +. . . ,+  rt*" ,  multiplié  par  C  -f-. . .  .-f-  ff*  et  par  y"*  ; 
plus  étt  ^qAA  **  + .  ^V .  +  rf*  par  y +, . .  .y^  par  fi«»  ;  plus 


/_ 
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du  produit  ff*  +v .  ; .  +  C"  par  >*+...  •  +  >'.IW  **»  Tous  cei» 
produits  de  deux  lettres  ,  puisque  le  troisième  facteur  '  est 
l'unité  j  aya^t  chacune  tous  les  exposans  de  i  à  m^  de.i  an 
et  de  1  à  p ,  sont  autant  de  diviseurs  de  A^;  et  réciproquement 
les  diviseurs  de  deux  lettres  de  A^,  .devant  diviser  «fc"»^'',  et^y^, 
Cy?  ne  peuvent  être  que  les  termes  de  ce  produit;  3^  de 
rt*  +  . . .  +  «"•  par  C*  -f-. . . -(-  f*  par  >*  +  ...+  y^,  produits 
'  de  trois  lettres  sous  tous  les  exposans  de  i  à  m  pour  e&^  de  i 
à  n  pour  C ,  et  de  i  kp  pour  y.  Il  est  visible  que  tout  diviseur 
de  «""f  y  ne  peut  être  que  l'un  de  ces  produits.  Qu'on  efifectue 
d'ailleurs  le  calcul  pour  m=  a ,  11=  i ,  p  =  1 ,  q  ^1 ,  et  on 
trouvera  le  tableau  ci-^lessus  des  diviseurs  du  nombre  AKyh 

Le  nombre  36o  étant  a^  X  3^  X  S ,  on  forme]:a  tous  1q» 
termes  du  produit 

(i  +  a44+8)(i+3  +  9)(i  +  5) 
dont  ft  nombre.^  qui  seta  celui  des  diviseurs^  est 

(3+l)(3  +  l)   (1  +  I)  =  fl4. 

Lorsqu'on  connut  tous  les  diviseurs,  nombres  premiers  d'in 
nombre^  il  est' aisé  de  trouver  le  plus  grand  carré  diviseur 
exact  du  nombre.  En  elTet,  un  nombre  étant  de  la  forme 
a?Ç^y^^y  on  ppui-raLrécrir*.  ainsi  («fC^*)*«^^,  et  alors  «tC^ 

sera  le  nombre  chercïié.  four  120  ce  nombre  est  4« 

'•..•«■  .  ' 

à®.  Quoique  Ja  question  de  traduire  un  nombre  d'un  système 
de  numération  dans  un  autre ,  soit  ici  traitée  d*une  manière 
purement  arithmétique,  cependant  nous  avons  cru  devoir  la 
t^aiisporter  dans  l'algèbre ,  parceque  cette  branché  de  calcul 
ne  supposé  pas  plutôt  .un  système  de  numération  qu'un  autre, 
îairisi  que.  nous  Tàvons  observé  dans  les  notions  préliminaires. 
Proposons-rnous  la  traduction  d'un  nombre  dans  le  système 
ditodécimiiL,  '  ^ 

,  •  '     »  ■■«,.,"•.)'  .  .  4  .  f4  1.2..       ,  "         ~      "..,."   ^"       '.I        T- 

^   .En  gênerai^  pour  qu'un  chiÇre  exprima- deer  do^izawjçs ,  il. 


*       I 
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suffit  de  mettre  un  zéro  à  sa,  diK>ite ,  ainsi 

(10),  (ao),(3o),  (4o),(5o),  (60), (70),  (8o),C9o),  (/o),(«oy 

exprimeront  1  ^  a  ^  3 /",  ai  douzaines^  /",  <i  désignant 

les  collections  dix  et  onze  :  nous  avons  d'ailleurs  écrit  ces 
nomlx-es  entre  parenthèses,  pour  rappeler  la  convention  du  sy^ 
tème  duodécimal.  Si  on  remplace  le  zéro  par  les  caractères 

primitifs  1 S  ,  »,  on  aura  toutes  les  collections  la, 

i3 143.  Le  nombre  i44  ^^^  (100).  En  écrivant ,  en 

place  des  o  dans  (100)  ,  tous  les  nombres  antécédens,  on  ob* 
tiendra ,  dans  ce  système ,  tous  les  nombres  de  trois  chiflFres  , 
dont  le   plus  grand  est  (ce»») ,  qui  vaut   iiXi+nXi^ 

+  11  X  144==  Ji  7^7- 

s 

Pour  énoncer  dans  le  système  décimal,  le  nombre  (-^aS), 
on  en  multipliera  Iç  premier  chiffre  5  par  1  ,  le  second  chif- 
fre a  par  la,  et  (e  troisième  ^  par    i44;  ^^  V^  donnera 

5  +  34+1440=1469. 

Le  nombre 

(eToS»)  =  11  +  la  X  5  +  1738  X  10=:  17351. 

Les  nombres  (^5^,  (iii»5),  i'M  v^ent,  dans  le  système 
décipial,   aa7aii,  17705,  iÇi. 

Venons  à  la-  question  énoncée  qui  'est  l'inverse  de  la  pré- 
cédente. Dans  le  système  dûodécin^al,  douze  unités  d'un 
ordre  quelconque,  valent  une  unité  de  l'ordre  immédiatement 
â  gauche  :  lorsqu'on  divise  par  la  un  nombre  d'un  ordre 
quelconque,  dans  le  système  décimal^  le  reste  plus  petit 
que  ta,  exprime  des  unités  de  cet  ordre  dans  le  système 
duodécimal,  et  le  quotient  compte  le  nombre  d'unités  de 
Tordre  immédiatement  supérieur.  Ainsi ,  pour  écrire  dans  le 
système  duodécimal  le  nombre  1469 ,  on  divisera  14S9  par  la, 
et  on  aura  laa  au  quotient  avec  le  reste  5  :  ce,  chiffre  5 
que  nous  noterons  (5),  compte  les  unités  du  premier  ordre , 


\         I 


! 


■i 
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et  on  en  a  laa  da  second  ordre  :  pour  trouver  cvHei  âa  troi^j 
#ième^  on  divisera  laa  par  i^,  ce  cjui  donnera  /^  au  quotient' 
avec  le  reste  a  :  on  aura  donc  (a)  unités  du   secondt  ordre 
^  (^)  da  trokâèmev  Ainsi  ^  pour  traduction  da    i4^Qj  on 
aura  (/fiS).  Celle  de  17361  8erar(Jb5»). 

'  Ce  que  noue  venons  de  dire  «sera  pkis  que  suffisant  pour 
rintelligence  de  ces  quatre  premièFes  opérations  tsê^s  dans 
le  sjstème  duedécinial. 


V 


addition. 


(/•53) 
(57-.) 


"  -n   - 


Sonii.  £=(13107) 


Soustractioft' 


^•^•m^^ 


•^r^f 


(7ocKr«f) 

(a34»<r) 


.Difr.=;  (487«n) 


mtmsimmifm 


Jlfultiplication, 


•ff^r^f^^ 


(916a) 
r^o370j 


Prod.=;=(/O7ia) 

wmmBmmmmmmmmmm 


Division. 


(/o57)  e^5StS>7) 

(9ï69) 
(9'®») 


^■1    ti 


isi 


Les  considérationa  précédentes  peuvent  s'appliquer  à  tous 
les  systèmes^  et  nous  observerons  que  le  systèqie  duodé- 
cimal est  celui  qui  réunirait  le  plus  d'avantages  ^  si  l'habi- 
tude n'avait  eensacri  celui  qid  est  en  usage  :  dans  lé  premier^ 
6'''  &*"  4'*^  s'écriront  ainsi  (  6^*, 54) ,  les  unités  du  5  étant  des 
&ottzièmes  des^  unités  du  &^  et  chacune  des  unttés  du  4  é^^^^ 
un  douzième  de  l'unité  du  5  »  ov  un  cent  quara&té-quaCrième 
à»  celle  du  &~,  Wk  d^  L*uaité  éok  premier  ordre. 


) . 


V-     - 
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.  Des  Fractions  littérales. 

€7.  Xi  DUS  avons  m  dans  la  divûion  de  deux  monômes^ 
que  lorsque  certaines  lettres  ^  facteurs  dans  le  dividende , 
ne  se  trouvaient  pas  au  diviseur^  et  réciproquement^  le 
quotient  ne  pouvait  être*  qu'indiqué  ^  et  qu'on  le  représen-- 
t^t  alors  par  une  fraction  ayant  pour  numérateur  le  pro- 
dÔt  à^ lettrea ^  iki0àmiA%f  noft  cottuwMes  an  diviseur, 
et  pour  dénominateur  celui  d«a  letti:e«  diidiviseuVy  1001 
communes  au  dividende^  et  qu'ainsi  on  avait,  par  e;(e^iple , 

• 

cdmn       cd' 
On  observera  que  U  fraction  --^  peut  bieateevl^  «ombra 

• 

entier  pour  certaines  valeurs  numériques  des  lietttes  a,  5 ,  cet 
d  (55)  comme  si  Ton  ^vait  a=4>  3=6,  c^a,rf=3; 
mais  que,  générâlentont  parlant,,  elle:  sera  une  fraction  numé« 
rique  pouvant  êti^e  réduite  à  Une  plus  simple  expression. 

68.  tjitîd^eees  fhlctfeits  littérafes  partagent  les  propriétés 
des-  fractions  nnméâ(p;tes  ,  et  qu*'ell.es^  •«<  suivent  ks  vèglas  , 
puiscp'exv  dei:mer  i;ésultat,  eUesr  .4ejve4t  être  évahiécs  etk 
nombre,  néanmoins  nous  en  établirons  la  théorie  autrement 
qu  on  lie  fe  fali  ei»  UrirtMétique ,  en^  partant  de  ce  principe 
éyide&t  (  la)  ^  que  si  Voh  opère  de  la  même  rHanière  sut  tèé 
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deux  membres  d'une  égalité  y  c'est^-dire ,  sur  deux  quantité 
ou  sur  deux  nombres  équivalens  ^  les  résultats  sont  toufour 
égaux.  C'est  en  pa^jsant  ainsi  de  la  notation  fractionnaire  s 
l'algorithme  de  Tégalité,  que  la  marche  à  suivre  dans  la  re- 
cherche des  proprié):és  et  des  \i^8,  devien\  simple  et  uni- 
forme, «i  ' 

69.  Soit  donc  l'égalité 

a=ï6.v...(i) 

qu'on  divise  de  part  et  d'autre  par  b  qui  n'a  pas  de  factei; 
commun'i^ayec  a,  on  aura 

Ainsi  V  représentera  la  valeur  de  la  fraction  ?  >  ou  le  quo- 
tient de  la  division  de  a  par  &• 

'  70:  Si  Ton  multiplie  par  m  les  deux  membres  de  l'égalité  (1  ), 
•n  aura  ces  deux  résultats  équivalens 

ma  =s  mi!v. .  .(3)  : 

divisant  de' part  et  d'autre  par  mb  ,  pour  avoir  v,  on  parvieni 
à  cette  propriété  connue 

m  étant  un  nombre  quelconque  entier  01^  fractionnaire./ 

.  Donc  on  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction  en  multir* 

]fH€uii^  ou  divisant  ses  deux  termes  par  un  même  nombre. 
.....  .  '•  ^  ',    '*  ' 

71,  Si  on  divise  par  b  les  deux  membres  «de  l'égalité  (5)/ 
on  obtient  la  «suivante  ... 
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-j-=:mxa; (5). 

L'égalité  (  i  )  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

û  =  ^i  X'nv..  .^  (6), 
iî  laquelle  on  tire ,  en  divisant  de  part  et  d'autre  par  -*  6  j. 

— =mXv....(7). 

±b 
m 

Les  égalités  (5)  et  (7)  démontrent  gu'oip  multiplie  unefrac^f^ 
(ion  par  m^  soit  en  multipliant  son  numérateur ,  soit  en  di^i-* 
tant  son  dénominateur  par  m. 

73.  Les  égalités  évidentes 

Avisées,  la  première  par  b  et  la  seconde  psb*  m6  ^our  aroic 

-.  donnent 

m 

'Doù  l'on  voit  que  pour  éUi/iser  une  fraction  par  m,  il  faut 
ou  Huiser  ^on  numétateur  par  m  fou  multipiitr  son  dénqmi*. 
nateur  par  m. 

•a 

Oâ  observera  iqrue  dans  -r  •  le  numérateur  eât . — .  et  le  d4> 

nominateur  b ,  et  qu'on  emploie  le  plus  grand  trait  pour  sé^ 
par«r  le  numérateur  du  dénominateur.' 
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73.  Soient  maintenant  les  deux  égalU^»^ 

(12) •.■a  =  6.v  ;    d -=.}). ^ (i3) 

qui  correspondent  aux  tractions 

lesijuelles  tmt  tnêm%  dénonliiiaftetn:  ;  si  oïl  les  ajouté  membre 
à  meinbre,  on  aura 

et  divisant  de  part  et  d'autre  par  h  y^  pour  aypir  la  somme 
xherchée  û  -J*  4^,  il  vient 


I  i     ) 


•   i     ^  * 


Donc  pour  ajouter  deux  fractions  qui  ont  même  dénomina- 
teur ,  ilfùut  faire  ta  :somme  dès  nun^fùtburs ,.  et  la  -dèt/Tser  par 
le  dénominateur  commun. 

.    Si  on  &pèfe''»fr  «lès-deux  «égilâiés  >(rift)fit  <a0)^  par  voie 
de  soustraction ,  on  obtiendra  cette  différence 


«    •    «  -• 


— r^-.=sv  —  v  ....  (10), 

résultat  qui  dôhnè' une  rè^  coàaue. 

^4'  Suppoj5ops^eUQS.de^r.fi^c^ions  soient  ^de  idéoOlbiilMi- 
tion  différente..  ou^quW-aitles^4g9i^té9  « 


« .  >  <  1 1  » 


»  -  /  ' .  »-  /  >  "  I ,  ' 


\>' 


on  ppurra  .multiplier  les  deux  ^neinbresrid^la  pr,enûè^  p^  y 
^  ckvCX  de.lÂ'iecônàe  par  b ,  opération  qui  donnera 

a^z=z.bru,    û'iŒiiV; 
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le  iloiâde  iigti«  ds  iaidiquafit  FiKldkioti  et  la  setttraction  : 
divisant  de  part  et  d'autte  par  bV  pdur  aroif  la  «omoie  et 
la  différence*  cbercbée  ifz):i^ ,  on  tn>u¥ara 

—jg7-^  =  ird: «/....  (16), 

d'où  Toh  tire  la  règle  connue  pour  Vaddition  et  la  soustractioi^ 
des  fractions  non  réduites  au  méitte  dénominateur. 

75.  Il  serait  sans  doute  pltn  simple  de  recourir  à  la  pro^ 
priété  (4)  pour  réduire  au  même  dénominateur  les  fractions 


:-> 


a  a         ,       ■ 

nuds  nous  a^ons  pour  h\xX  de  faire  yàir  que  le  principe  do 
régalité  suffit  pour  établir  toute  la  dootrlne  des  fractions. 

7S.  Nous  ayons  dooné  la  règle  pour  multiplier  une  fraction 
par  uçL  entier  m ,  laquelle  convient  encore  à  là  n^uhSplic^tioil 
c^on  entier  par  une  nractiôn.  Nous  allons  supposer  maintenant 
qu'on  wl  A&osL  fiàetiofiie  4  nMiltiptter  4^ttae  par  l'autre*      ^ 

77.  Soient  les  delli:;^  ^alités 

en  les  multipliant  membre  à  membre ,  les  deux  produits  mr^^ 
égaux,  c'est-à-dire  qu'oa  a!ura         \ 


et  divisant  par  bV  de  part  et^  d'autre  pour  avoir  le  prodi^jt 
y/  qu'on  chercbe ,  où  oDâendra  '  V 


<  »i 


•      \ 
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Donc  le  produit  de  deux  fractions  ,»st  une  frnetionwyam.pouf 
numérateur  le  produit  des  numérateurs,  et  pour  dénominateur 
celui  des  dénominateurs,    . 

78.   Reste  à  diviser  ua  entier  par  une  fraction,  et  dcujd 
fractions  Tune  par  rautre.  ,    ,  j 

Soient ,  pour  le  premier  cas ,  les  deux  égalités 

û  on  les  divise  Tune  par  l'autre ,  on  aura  les  deux  quptiens 
égaux  ^       : 

m       iti" 

a      A.v* 

«t  multipliant  de  part  et  d'autre- par  &,  pour  avoir  l'expres- 
sion cherchée  de  — .  on*  trouvera  :  •  . 

Tnb*      m  ,  t>^  » 

—  = — (18). 

•  '*..'•.  ...  '  .   '      ■  .  •    ■       • 

Donc  pour  diviser  un  entier  par  ûne^frdct^ony  il  faut  rnul'^ 
tiplier  l'entier  par  la  fraction- diviseur  renversée.  '  .    ^ 

Pour  traiter  le  second  cas  ^  on  partira:  des.  deux,  égalités 

a=zb  V,     a'=:i'.v'*. 


j 
I  ^ 


/  \     \ 


lesquelles  divisées  ihembre  à  meïnbré,  dbnnent  les  quotîen»! 
4ganx  ./. 

a        h,v 


■  •      4 


■  .  _ 

multipliant  de  part  et  d'autre  par  V  et  divisant  par  b,  afin; 


/        ê 


d*en  revenir  à  l'exprfession  de  --t-  ,  oh  parviendra  à 

aV       ^  ^  «  ^  *'  Y     \ 

ab       V       b       a         .       ^' 


i>*À  t  {»  É  ft  H  k;  ^ 

Donc  pour  opéref  fa  division  f(e  deux  fractions ,  il  faut 
inultiplier  Id fractionr^vidende  par  la  fraction^diviseur  rêip» 
versée. 

79.  Ces  propriétés  etcea  règles  auraient  encore  lieu  dans 
le  cas  où  a  et  &  représenteraient  des  pol3momes  quelconques. 

80.  Supposons  qu'on  ait  à  faire  la  division  indiquée , 
on  pourra  (56)  écrire  cette  fraction  sous  la  forme 

4;  :;S     "       '    '     ■    ■  '■  I  ■■  I  ■   ■■■!         !■    »      ■■'•■•         1^1      M     ■  I  a  II  i   ^ 

3         CL    a    .    3C*     .     ^'ï^  ' 

aa^  —  5fta*H 1 — -- 

a         a^ 

T)ù  les  èxpo^ns  liégafifs  lie  paraissent  plus  :  on  se  débarras- 
sera des  dénominateurs  >  en  multipliant  haut  et  bas  par  lé 
produit  £z*,  et   on  aura. 

Par  cette  multiplication ,  la  valeur  d^  la.fractipn^  n*a  pa^  chan- 
gé (70)^  et  les  polynômes  à  diviser^  ne  renferment  plus  que  des 
puissances  litières  et  positives.  De  cette  manière ,  on  n'est  pas 
obligé  de  prononcer  sur  le  jfâng  des  ternies  à  exposans  négatifs 
de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  ordonne ,  ce  que  nous 
ne  pouvions  faire  qu'après  avoir  considéré  les  quantités  né^ 
gatiflpsoléeS)  et  les  avoir  comparées  entr'elles  et«vec  les 
qiianmés.  positives  (  Chap.  i3). 

81.  Nous  rechercherons  enfin  ce  que  devient  une  fraction 
lorsqu'on  augmente  ou  quon  diminue  ses  deux  termejs  d'un 
même  nombre. 

Qu'aux  deux  termes  de  la  fraction 


on  ajoute  un  même  nombre  m  ^  la  yaleur  ^  de  la  fraction 
yàrieîa  éXi  pins  ou  éH  fâoins;  et  désignant  dette  variation 
par  ^>  on  autâ 

^  désignant  la  dH|ërence  iaconaue  de  deux  fractions.  Pour 

'  ml  CL 

connaître  J^,  qn  on  rétranche  dei  deux  m^wbrei  v  eu  ?  ^  eç 
on  trouvera 

*  5^m      b      5(i-{-7n5      à  (^  +  ''*) 

^^ba^bm — a&  —  om &m  —  am m(&— a) 

~         b{b  +  my        ~  b^b+my^  b{b  +  m) 

et  enfin 

•  •     '  ■  •  / 

Or  il  peut  exister  entre  les  deux . nombres  a  et  b.  Pose  de 
ces  trois  relations 

*'       a>i,    û=*:*,     û<i: 

pour  la  première ,  la  dilTéreuoe  ^  est  soustractiye ,  et  oonsé- 
quemment  au  lièi^  de  v  +  ^^  on  doit  lire  v --*-/« 

'  D&nie  Èi  iHEikTàr  d'jirte  fraction  -j  plus  gfûtidè  tjue  l'unité, 

diminfief^  lorsqu'on  augmente  ses  deux  termes  d'un^Êkne 
nombre,  ^^ 

Dans  le  second  cas;  la  différence  ^==  o  ;  effectivement  dans 
cette  hypothèse 

*     -  • 

b      a      i-f-7n"Tarf-7ii' 


1* 
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Dààà  lé  troiliëmé  câs^  la  dittérence  ^'est  hâdlHye.'  ï)6nc 

k  valeur  d'une  fraction  vraie  r  >  augmenta  lorsqu'&^sêséiuac 

♦   _  » 
termes  on  ajoute  un  même  nombre. 

On  remarque  ici  qu'aux  hjpothèseà 

,   correspdndèM      ^i^-=î-,    '^zi±6',     ^^-f^ 

I  ~  * 

c  est-à-dire  que  la.  dîIFéteucië  1  ^a,  du  aéjatif  au  positif^  en 
'  passant  par  zéro. 

Supposons  maiotehaiit^  poyr  coiÂplet^  eeût  é&actLiAùûi 
qu'on  diminue  d'un  nombre  m  les  deux  termes  de  la  fraction  ^ 
énsorte  qù'oil  ait 

O— tTTIl.  .       . 

-     - 

^  ayant  même  acception  que  ci-dessus.  Nous  aurons ,  en  re-^ 
tranchant  v  ou  t  de  pai^t  et  d'autre  ^ 


.        a — 7^      a      bta — m)      a^b^-'m} 
i  —  m      b      bCb  —  ml  ..  fe(A-^zn) 

&a  —  gm  —  ba^-jr  g/it  ^T^jÇ^itt  fe  j 

~  b{b  —  m)  ^è(6  — 7») 

et  enfin  •  '        .  . 

6        0 — m  . 

>      r  »  .  •  • 

1         •  I  .  w  J       »  ' 

Pour  que  la  discussion  3oit  réguliéiiè  j  iixM»  éûppô^iiiâ 

d^abord  •  ^    j     \  .  ;. 

i>i**TC*  e>*i  a^ï;  a<i,  '      , 

et  on  trouvera,  i**.  la  différence  J^additive  ;  a**,  nulle;  3^.  sous- 
tractiye  ;  ce  qui  est  en  tout  l'inverse  de  ce  qui  arrive ,  lorsque 
m  s  ajoute. 

D'où  l'on  conclut  que  lorsql^on  diminue  les  deux  termes 


5a  liLiMENS 

d*une  fraction,  d'un  m^me  nombre  plus  petit  que  le  d^nomina^ 
teur,  sa  valeur  augmente  si  la  fraction  vaut  plus  d'un  entier; 
■elle  ne  change  pas  si  la  fraction  vaut  un  entier;  elle  diriiinue 
si  elle  est  une  fraction  vraie. 

Soit,  en  second  lieu^ 

«  *  *  • 

4  =  7»  avec  a^i,  a:=i,  â<6;? 
et  nous  aurons  4hbord  b^szm  avec  a ^ 4 >  auquel  cas 

O  G 

ensorte  que  si  0=3,  4  =  â,  on  tombera  sur  ce  résultat 

singulier  ^r=:  - ,  que  nous  avons  déjà  rencontré  (6o) ,  et  dont 

o 

nous  donnerons^a  signification  (  chap.  7  ) .     , 
Si  Ton  prend  6  =  m  avec  a^=zb^  on  trouve 

00 
o-     o 

^rmbole  déjà  trouvé  (  60  )  ^  et  qui  est  ici  celui  de  rindétenai- 
mination./  . 

'  En  prenant  b  =  m^eh'a <^b ^  et  ||usant ,  par  exemple , 
a=»5,  &  =  fi^  on  retoAbéra  sur 


1     1 


résultat  qui  est  le  même  au  signe  près  ,  que  celui  que  nous 

avons  rencontré  iJus  b^Ut. 

. .  •  •■•■*•    ^ 

Pour  terminer  cette  discussion^  il  resterait  A  examiner  le 
cas  de  b^m  pris  avec  /a'^'b,  az=zb,a^b ,  ce  que  noua 
laisserons  à  faire  à  l'élève. 
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OHAPIT^EVI. 

Recherche  du  plus  grand  commun  dwiseur  entre 

•         des  nombres. 

Sa.  V^UOIQUE  ce  procédé  ait  été  démontré  dans  les  Élémens 
d' Arithmétique ,  cependant  nons  croyons  devoir  l'exposer  ioi  ^ 
en  rétendant  au  cas  de  plusieurs  nombres /et  en  partant  de 
principes  qui  conviennent  également  aux  polynômes  ^  comme 
on  le  verra  (chap.  fl3)/ 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  un 
nombre  quel<^mMiue  de  nombres  A,  B  ^  C ,  etc. ,  il  suffit  de 
savoir  le  troimr  entre  deux  nombres.  A  cet  effet  »  on  cher- 
chera d'abord  le  plus  grand  commun  diviseur  D  entre  les  nom- 
bres ^  et  ^ ,  puis  le  plus  grand  commun  diviseur  ZX  entre  D 
et  C,  et  ainsi  de  suite ,  et  enfin  ce.demier  plus  grand  commun 
diviseur  -sera  celui  qu'on  demande.  Soient  >  pour  le  démon- 
trer^ trois  nombres  A,  B ,  Ç  :  on  aura 


m  et  n  sont  nécessairement  des  nombres  premiers  entre  eux  > 
autrement  D  n«  serait  pas  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  A  et  B  \  il  doit  en  être  de  même  des  nombres  r  et  f , 
pour  que  iX  soit  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D  et  C. 
Donc  ly  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A,  B  et  C^ 
83.  Comme  la  question  de  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  deux  nombres  ^  revient  à  celle  de  réduire  une 


a4  j^Li»^jff 

fraction  —  à  sa  plus  simple  expresûon ,  puisque  divisant  ^ 

et  B  par  ce  plus  grand  commun  diviseur  ^  on  a  les  deux  plus 
petits  quQtiens  possibles ,  nous  poserons  ce  dernier  énoncé  ^  en 
supposant  A^^. 

Le  plus  grand  commun  mviseur  ne  peut  excéder  B  ;  il  peut 
être  B  lui-mêx^e  ^  ce  qu'on  reconnaîtra  çn  faisant  la  diyisiou 
cnii  oenne 

a  étant  le  quotient  en  nombrç  <^Qt^r,  çt  Ji  ^e  re^taii  ^  1^  fU'- 

A 
lâsion  ne  se  fait  pas  exactement.  La  fraction  *^   ne  peut  se 

R  B 

réduire  sans  que  la  fraction  -^  ou  son  inverse  -^nese  réduise^ 

puisque  q  est  v^  nq^rç  entier  toujours  in^éductiblq  :^qr  B  ét^nt 

R 
^R,\e  nombre  qui  doit  réduire  -^  ne  peutjipxcéâe^  R\  il 

peut  être  R  lu^-mê;mç.  >  Ç9  qt«'on  reconnaî^^  par  \f^  diiôsion  qui 
4pnne 

,(f  étant  le  quotient  en  nombre  entier^  et  B!  le  reste  <./î  ; 
on  dira  encor^  que  la  réduction  de  -^^dépend  de  celle  de  -^  ^ 

ou  de  Tinv^se  -=7 ,  parceque  q'  est  un  nombre  irréductible  ; 

ensorte  que  continuant  de  cette  manière  ^  on  aura  les  décom-^ 
positions  suivantes  : 

*     R  H'^ 

^  =  9*+^ — t..  (3),  •    ' 

etc.    . 
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On  Toit  bif n  c]ajrement  ici  (jue  le  qpn^bre  <{Qi  dpit  rédwe-^ 

est  celui  <jui  doit  réduire  ^o^^-jf;  Ç^û  doit  réduire -^  ou -jp» 

<fm  doit  rédîW^  w  ^u  w.  $i  »  pv  ^^emj^e,  /T^^ao  >  ce  xuwibra 
ne  pept  excéder  K  :  R"  est  donc  le  plus  grand  npi^re  gqi 
puisse  réduire  la  fraction  -^  ;  conaéquemment  il  est  le  plus 

grand  commun  diviseur  entre  A  et  B, 

84.  P  g^  1>Q  déduit  çetto  r4gU  :  ^^  /omI  r^iviff f  le  pbts 
grand  des  deux  nombres  par  le  plus  petit  y,  le  plus  petit  pur  le 
premier  rest^ ,  le  premier  reste  par  le  second  ^t  ainsi  de  suite , 
jusqu'à  ee  qu'on  sok  arrivé  à  une  division  ejàacie  ;  qtors  le 
dernier  iU^sair ,  celui  qui  fint  stf  division  exactement  y  est 
le  plus  ettâfid  commun  diviseur  cherché.  Les  décompositions 
faites  (49)  rentrent  dans  cette  règle  ^  ensorte  qu'il  sera  boa 
de  revenir  sur  ce  numéro. 

85.  Soient  /f  =  a  et  /i"  =  i  :  Tunité  ser^ ,  d*après  ce  qui 

a  été  démontré  plus  haut ,  le  plus  gr^nd  commun  diviseur 

A 
entre  ^  et  ^  ;  la  fraction  -^^er^  J<hic  sa  plus  simple  es^res- 

sion,  c'est-à-dire  qu'elle  sera  irréductible.  Réciproquement  ^ 
Je  dernier  diviseur  étant  l'unièé ,  on  comftum  que  la  fraction 
propesi4e  est  irrédudible.. 

-  86.  Si  ou  décourre  dfms  le  nombre  A  àeà  faotisAfar'qui  né 
seif^itt  p^  fiommuBs  à  J9  ^  et  d^s  B  des  facteurs  étrasgers  à  A, 
on  peut  les  effacer  sans  craindre  d'akérer  le  plus  grand  com- 
mun diviseur.  £n  effets  ces  deux  noipbres,  étant  de  la  forme 
mna  et  pqà ,  on  peut  supprimer  dans  l'un  te  facteur  mn  ^  et 
dana  Tapfre  pç ,  >t  a  e*t ,  apièi  coonne  avipt,  te  f^jgwi 
commun  diviseur.  Si  \e%  nombre^  f taioutt  nw^^  pqçN' ,  od 
pourrait  encore  ,  pour  simplifier  l'opération ,  supprimer  ç  ^ 
quoique  lactéur  boiomùii  ^  eni  qbseiNant  cépend^ati^  9p^ès 
avoir  Uoii^  Jq  plus  grand  comknua*  divii^eui)  a  ^^entle  lès  deux 
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quotiens  N  et  PT,  de  le  multiplier  par  ce  facteur  c  qui  doi^ 
faire  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  total.  Si  on  intro-^ 

duisait  un  facteur  d  dans  les  deux  nombres,  il  faudrait  âiviaesr 
le  plus  grand  commun  diviseur  par  ce  facteur  introduit. 

R 

87.  Si  dans  l'égalité  (  i)  ^^^  substitue  pour  -rr-  sa  valeuir 

R'  ,     ; 

tiiée  de  (2)  ,  dans  celle-ci  pour  -^  sa  valeur  déduite  de  (3)» 

dans  cette  dernière  pour  -^  sa  valeur  déduite  de  (4)  >  et  ainaî^ 

'  A 

de  suite ,  on  aura  ces  transformations  de  la  fraction  -=r^ 


K  —  ^   '  1 


-9  + 


1  + — 


9  + 


9"+ô.. 


il" 


qu'on  appelle  fractions  continues.  Ainsi  tonte  fraction  ordi- 
naire,  réductible  on  non  ,  est  convMtible  en  une  fraction 
continue  qui  sera  toujours  terminée ,  puisque  la  suite  de»  divi- 
ùona  à  faire  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur, 
6'arrête  dans  tous  les  cas.  . 

Prenons  pour  exemple  la  fraction  ^  '^^  ?  ;  en  opérant  sur 
\  .  *^  ^  86400  '^ 

elle ,  comme  si  on  en  voulait  trouver  le  plus  grand  commua 

diviseur^  on  fera  cette  suite  de  divisions  « 

HTIt^I^IïI^IIItItIà- 
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on  duia  donc  ^  >en  observant  qu'ici  le  numérateur  est  plus 
petit  que  le  dénominateur  ,  et  qu'ainsi  le  premier  quotient 

âossq 1 

86400 


4  + 


7  + 


.  1  + 


3  + 


1  + 


164. 


1  + 


1 


Le  problème  inverse 'du  précédent  consiste  dans  le.  retour 
de  la  fraction  continue  à  la  fraction  ordinaire  qui  lui  a  donné 
naissance.  Soit  donc  la  fraction  continue 


»+ 


a+ 


3+-^ 


«+^. 


on  aura  cette  suite  de  fractions  égales 

V 

1  '    1  •    • 


•  1  •  ^  J  » 


.  3i      loa*        •   '    . 
7» 


•  • 


'  ' 
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ce  qu'on  peut  vériQer  en  réduisant  la  fraction  -^-^  en  fraction 
continue  par  le  procédé  enseigné  plus  haut. 

88.  Nous  reviendrons  dans  la  seconde  section,  sur  la  diéorie 
des  fractions  continues  ^  que  nous  traiterons  avec  toute  l'étea— 
due  qu'exige  son  importance.  Ce  qui  précède  suffit  pour  en- 
tendre l'application  que  nous  en  ferons  au  calcul  du  logarithme 
d'un  ûombre.  *  « 

8g.  On  a  été  conduit  au  procédé  que  nous  venons  d'exposer 
pour  obtenir  le  plus  ^and  commun  diviseur  entre  deux  nom- 
bres, par  l'opération  graphique  pour  trouver  la  commune 
mesure  ei\tre  deux  lignes ,  lorsqu'elles  sont  commensurables. 
Si  on  a  deux  lignes  A  et  B  dont  B  soit  la  plus  petite ,  on 
mesure  A  av^c  B^  ce  qui  donne  un  reste  R,  puis  on  mesure 
B  avec  fl  ;  et  en  supposant  im  reste  Bf ,  on  porte  Bf  sur  R , 
et  si  it  contient  exactement  fl'^  alor?  Bl^  est  la  copimune  me- 
sure exacte  des  deux  lignes  A  et  B  :  car  d'abord  R'  mesure  j 
exactement  nR-^R  '=z  B  .  n  *  indiquant  le  nombre  de  fois 
que  jR  est  exactement  contenu  dans  B\  donc  il  mesure  aussi 
n'B  -^R^^zA,  vC  désignant  le  rapport  en  nombre  rond  entre 
A  et  B.  On  apperçoit  fajDitèment  ici  que  K  est  la  plus  grande 
commune  mesure  entre  A  et  B. 

Mais  si  au  lieu  de  porter  le  premier  reste  sur  B ,  le  second 
reste  sur  le  premier  et  ainsi  4a  suH^.  >  ç!o  mesure  tous  Içs 
restes  sur  la  ligne  A  qu'on  suppose  =:  i ,  en  portant  R  sur  A  y 
le  rest%  $ut  A ,  le  second  reste  sur  A^  et  prenant  teuiours 
un  quotient  plus  grand  d'une  un|té  que  le  véritable  ^  çç  qui 
donqe  c^es  restes  négatifs  ^  on  aura,  en  désignant  |çes  restes 
par  M^  K  y  R" ,  R^j  çt^.  et  les  quotiens  successifs  par  ç,  V' 
q",  cf  y  cette  suite  d'égalités  - 

Ajoutant  aux  deux  membres  de  la  première  égalité  R^  et  divi- 
sant par  q ,  aux  deux  membres  de  la  seconde  P!  et  divisant 
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par  cf,  aux  deux  membres  de  la  troisième  W  et  divisant  par  9", 
oa  aura  celles-ci  : 

Substituant  d^s  U  prQni|iè|9  pour  B^  sa  Tàlemv  prise  dans  la. 
seconde  ^  dans  le  résultat  pour  Bt  sa  valeur  donnée  par  la 
tromème  ^  et  ainsi  de  suite ,  on  aura  cette  transformation 
djp«  , 

x>        ^     I       1       •        1         •  l  • 

9       99^       W'9  ^ 9999   ^ 

Cette  suite  de  termes  ne .  s'arrêtera  pas  si  A  et'B  ^'ont  au- 
cune commune  niesure ,  ô.u  pli;tôt  si  B  na  pas  de  commune 
mesurç  avec  l'unité ,  au^el  c^s  ce  nombre  est  dit  irrationnel 
oy  incommensurable. 

SuNaPSWSft  p^  exemple I  me»  pour  W  cArt^iA  nembr^  iP, 
o^  ai|  tç^uvé  4|  =  1 ,  ft'  =  a ,  q^^  =  3,  ^=4,  etc.  cet  ipw- 

tiens  ^ant  enfin  la  suite  naturelle  des  nombres ,  îndéÇniment 
prolongée ,  on  aura 

f 
/ 

B  =  i+  —  +  ^^  + 1—^4.  etc. 

1.2       1.3.0       i.a.0.4  , 

Ajoutant  1  de  part  et  d'autre  »  on  trouvera 

*  *       ^   i.a      1.2. a  *  1.2.3.4 

r 

Cette  série  rejurésÊutt  h  l^ae  des  loganthme^  hypcfhoUques  ; 
ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  seconde  section  de  ce  Traité.  Les^ 
commençans  feront  bien  de  s'en  tenir  au  premier  paragraphe 
de  ce  numéro. 


» 
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CHAPITRE    VII. 


r 

De  la  résolution  des  quotiens  en  des  suites  infinies. 


90.  1 1  O  u  s  avons  indiqué  (65)  y  le  caractère  auquel  on  re- 
connaissait qu'une  division  algébrique  était,  terminée  >  ou  ^ 
ce  qui  revient  au  même ,  qu'on  arait  obtènu-la  partie  en- 
tière du  quotient.  Alors  ce  dividende-reste  n'est  plus  divi- 
sible par  le  diviseur,  et  le  (Jbotient  ne  peut  être  qu'indiqué. 
Cest  ainsi  ^  par  exemple ,  que  si  Ton  doit  diviser  1  par  1 — a^ 

on  écrit  — «— .  Cependant  on  peut  entreprendre  la  division 


suivant  les  règles  données  ^  et  même  la  pousser  aussi  loin  qu'on 
voudra. 

Divisons  donc  efifect^rement  x  par  1— a,  et  nous  aurons 
=  1  + ,    mais    z=iaÀ , 


1— a  1 — a       1— a  i — a 


=£rH —  ,    etc. 


La  fraction  peut  donc  se  mettre  sous  toutea  ces  formes. 


D  '  A  L  G  &  B  R  e;  ^ 

ff 


6i 


1— a 


etc. 


Or ,    en  considérant  la  première  de  ces  fonniiles  »  qui  esf 


1— /x 


1  ^: ^et  faisant  attention  que  i= ,  on  a 


1  a,.-    ■■■ss; 

1 — a       1 — a 


1 — a      1 


Si  on  suit  le  même  procédé  à  l'égard  de  la  seconde  expres- 
I    sion,  c'est-à-dire ^   si  Ton  réduit   i '^  a  sax  dénominateur 

i  — a,  on  aura  la  fraction ,  laquelle  ajoutée  à ^ 

donne  (75),  ^"jj"^  ■  =— ^. 


1 — ^a 
Dans  la  troisième  formule  du  quotient ,  l'entier  1  -f-a-f-o*, 

réduit  au' dénominateur  i-^û,  donne—,    et  si    on    y 

(^  1 

aioute  la  'fraction «  on  a  pour  somme  — .  Donc  cha« 

cune  de  ces  formules    eèt  en  elFet  la  valedMe  la  fraction 

proposée .  .     •     ' 

91.  On  pourra  donc  aller  plus  loin,  et  même  aussi  loin 
qu'on  voudra,  sans  avoir  besoin  de  calculer  d^antage,  en 
observant,  i^.  que  cbaci^ne  de  ces  formules,  se  compose  d'une 
partie  entière  qui  est  la  somme  des  puissances  successives 
de  a,  à  partir  de  a®=:i  inclusivement;  a^.  d'ime  fraction 
qui  a  toujours  pour  dénominateur  i-rfl,  6t  pour  numéra-^ 
teur  la  lettre  itx,  avec  un  exposant  plus  grand  d'une  unité 
qoç  celiû  de  la  même  lettre  dans  le  dernier  terme    de  la 


•    > 
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partie  entière.  Cette  compoàition  constante  des  formules  suc^ 
ceèsiyeSy  esi:  ce  tjù'dn  noinme  «né  lài.  Cette  ixtanièrè  aé  s*é^ 
lever  aux  lois  générales  par  la  conâidération  des  cas  parti— 
entiers,  êè  ndfnmte  ihdittiUm.EilB  ésl^  dk  Lî^ktcè ,  ]&  àôiltcô 
de  presque  toutes  les   découvertes  dans  l'analyse. et  dans    la. 
nature  dont  tous  les  phénomènes  sont  les  résultats  mathéma- 
tiques d!uit  petit  nombres  dé  Mb  intâriâbtei.  GéSt  ainsi  ^Èié 
Newton ,  en  suivant  la  loi  des  coefHçiens  numériques:  dans  le 
carrée  le  cube^  Ut  quatrième  puissance/ etc.  d uh  fasi^toxae ^ 
parvint  bientôt  à  la  loi  générale,  c'est-à-dire^  à  la  fijraiule 
générale  qui  perte  mn.  nom  /  et  qui  sera  dén^ittrée  dans  Tua 
des  chapitres  sidvans.  Ce  géomètre  a  soin  d'ajouter  que  ^  dans 
CjBtte  méthode  à! induction ,  il  nç  faiM:  pas  gf^aé^difier.  trdp 
promptement^  car  il  arrive  très-souvent  qu'une  loi  qui  ^e  con- 
tient dans  un  assez  grand  nombre  de  cas ,  est  démentie  dans 
le  cas  èuîvïttrt.  '   ' 

ga.  D'après  ce  qui  a  été  observé  sut  tés  reinltats  succès^ 
sifs  (go) ,  on  peut  poser  généràleinent 

1  ^'■^* 

^— -  =  i+a4.a'+a'-f-a4+..,. +a--f.--— . 

n  étant  ^  xK>mbre  entim*  positif  qmi,  aûgnmtéjd'uBè  mdtéy 

donne  le  rang^u  terme.  En  effet,  &s^t  71  =  3,  a"  de- 
vient a^,  qui  e^ té  quatrième  teme  du  quotient;  p<^rn==4» 
a"  devient  a*,  qui  est  le  cinquième  terme.  .Mais  èomme 
rien  n'empêche  d'éloigner  indéfinimenlr  le  terme  fraction- 
*ttiî*e  qui  tef«rië  là  suf!?é,  fc^éaftr^â-ifeé,  ^lajfeûfÉèi- to^)6uri  tin 
tefmë  à  lapsWie  éntîi^ré,  ;  noài  pourrons  sujp^dser  t^é  cefté-ci 
ïie  se  teritâiié  ^às,  et  ôÎ6ts  àii  éttitit 


93.  Nous  allons:  écfaîrcîf  ce   qui  précède  par  la  considè?- 
ration  de  quelques  cas  particuliers. 
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Supposons  d^abord  a=  i ,  et  alors  le  quotient  gèHétsA  dé- 
tiendra un   quotieift  particulier  correspondant,  i  la  fraction 

' •  lia  suite  y  t)risfe  mdefi^nunent ,  sera  - 

;:  =  i-f-a.+  i  +  i  +  i+etc.  ..    . 

O  '    •  • 

Poiir interpréter  ce  féstflfet  qui  s'est  déjà'orfétt  (Go,  81  ), 
€appo0WbS  ^'oâ  ait  à  âiVisëf  l'unité  sùcô^ssiVëmëht  |>àr  les 

nombres  1 3  ±,  -^.^^  J^.  etc.^  on  ^ura  des  tgao. 

^ens  tontinuelkMeât  6fdi§stan^,  puisque  lès  diviseurs 'sont' 
décroissans  :  mtàa  tees  dWséWS  tendent  fers  ±étà  qu'ils  rie 
peuvent  attemâre>  ^i^'ib  en  ^procfaènt  s^r^s  tésie,  àix 
qu'il*  eii  diffèrent  <fc  Moîiis  en  îhôiiW;  et,  en  liiêitte  fenips, 
la  valeur  <^saiifite  de  >la  fractioil  ^éfiké  i^ré  telle  qui  e&rf-es- 
poniJ  au  diviseur   zéro,  et   il  est  ààtaiif  iàd^oMMe  que  là 

fraction^    dans   ses    augmec^ationa  aneoeisires,.  attei^e    i 
qu'il  l'est  que  le    dénominateur,  dans  ses  diminutions,   ar- 
rive a  zéro.   Ainsi  ^  est  le  terme  ou  la,  limite  des  acereisse-' 

o 

V, 

mens  de  la  fraction:  à  cette^  époque,  elle  ne  peiit  plus  être 
augmentée  :  telle  est  la  notion  qy*on  doits«  fâix^  de  ce  të^ 

stiltat  -  que  les  géomètres  fit()pénent,  pài' abréviation, /Vn^njj^ 

et  quils- notent  par   oe   dàrâctère  oo  «  il  est' souVeùt  donné 
comme  réponse  à  une  questiion  impossible  y  aiàii  qb'on  )e  ret-i-a 
(cbap.  17),  et  en   effet,  il  ft  trèfcf- propre    à  annoncer, 
cette  circoUâtancè ,  puisqu'on   iie   j^ent   assigner  le  nombrç 
noté  par  ce  signe. 

On  remarquera  encore  que  *si  Ton  veut  ne  prendre  de  la 
série  que  Tes  six  premiers  termes,  il  faut  clorre  le  déye-, 
lôppeipent  par  le  teste  correspondant  divisé  par  le  diyîseur , 


J 
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ce  qui  donne 

11*'  1 

t=:w=  1^.14.1+14-14.14--; 


1— i       o  •  ■  o 

I 

ce  ^i  prouve  que  six  termes  de  moins  n'empêchent  pas 
que  la  série  ne  soit  indéfiniment  prolongée  ou  ne  s'arrête 
pas.  Et  en  effet,  si  après  avoir  ôté  six  termes  de  cette  sé- 
rie ,  elle  cessait  d'être  infinie ,  ou  devenait  terminée ,  en  lui 
restituant  ces  six  termes  ^  elle  serait  composée  d*un  nombre 
défini  ou  assignable  de'  termes,  ce  qui  n'est  pas.  Donc  le 
surplus  de  la  série  doit  avoir  même  somme  que  la  totalité. 
En  Arithmétique,  nous  avons  rencontré  une  circonstance 
semblable  dans  la  sommation  des  fractions  décimales  pério^ 
diques^  lorsqu'après  avoir  fait  passer  toute  une  période  de  la 
droite  à  la  gauche  de  la  virgule,  nous  disions  que  le  reste 
était  une  fraction  décimale  périodique  encore  infinie  et  la 
même  que  la  firaction  tQtale.      .         ,    /  % 

94'  Si  Ton  suj^pose  dans  la  même  fraction,  â=±:â,   on 


trouve 


—^  =—  1  î=î  i4fl4448+i64Sa+644-etc. , 

ce  qui  par^t  d*abbrd  absurde.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  quti 

si  Ton  veut  s'arrêter  à  un  terme  quelconque  ,  il  faut  Joindre 

à  la  partie  entière ,  la  fraction  qui  complète  le  ^otient.  Sup- 

posons,  par  exemple,  qu'on  n'aille  que  jusqu'au  terme  6^ 

inclusivement,  il  faudra  à  la  somme  i49+4~f~^+iS+^3+6^ 

ia8 
ajouter  la  friction ,     ou  .  — ^  ia8  ^    ce     qui     don 

127  — 128  =  — 1.  Ici,  quelque  éloigné  que  soit  le  te.^ 
fractionnaire  ,  sa  valeur  numérique ,  qui  est'  négative ,  sur- 
passera toujours  d'une  unité  celle  de  la  partie  entière,  en- 
sorte  que  celle-ci  est   détruite  en  totalité:   et  comme   dam 
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i^^Tpothèse  de  ^a^i,  on .  retranchera  toujours   plus  quon 

a  aura  ajouté ,  on  ne  rencontrera  jamais  ce  résultat-* 

95.  Considérons  maintenant  le  nombre  a  entre   zéro  et 
rimité^  et  soit,  par  exemple,  <'=î>  on  aura 


etc. 


or  si  Ton  prend  les  deux  premiers  termes  de  cette  suite  i 
on  a  1  +  i ,  et  il  s*en  faut  de  \  que  cette  somme  ne  soit 
égale  à  2  :  si  Ton  prend  trois  termes,  la  différence  à  à 
n  est  plus  que  de  \  ;  pour  quatre  termes ,  la  diiFérence  n'est 
plus  que  de  7.  On  voit  donc  bien  clairement  que  plus  on 
prend  de  termes  du  quotient ,  plus^  la  différence  deyient  petite. 
et  que  parconséquent  si  on  continue  à  prendre  des  portions 
successives  de  cette  suite  ;  les  différences  entre  ces  sommes 

consécutives  et  la  fraction ?  =  a ,  dëcK>itront  et  finiront 

* 
par  devenir  moindres  que  tout  nombre  donné ,  quelque  petit 

qQ*il  soit.  Le  nombre  a  est  donc  encore  une  limite  dans 
Tacception  de  ce  mot.  Les  véritables  limites ,  suivant  les  no- 
tions des  anciens ,  sont  des  quantités  qu'on  ne  peut  dépasser , 
quoiqu'on  puisse  en  approcher  autant  que  Ton  veut;  telle 
est,  par  exemple,  la  circonférence  du  cercle  à  l'égard ^ des 
polygones  inscrit  et  circonscrit,  parceque ,  quelque  grand  que 
devienne  le  nombre  des  côtés  de  l'un  et  de  l'autre  de  ces 
polygones ,  jamais  le  polygone  intérieur  ne  sortira  du  cercle^ 
et  l'extérieur  n'y  entrera, 
'i     Dans  le^  cas  de  a  =  |  >  on  a  , 

iSi  l'on  prend  deux  termes,  on  troi^e  i+f,  et  la  diffé- 
i  Mttce  =-|  :•  trois  termes  donnent  i  +  y  >  Terreur  =  75  ;  pour 
'  quatre  termes,  l'erreur  n'est  plus  que  de  ^.  Puis  donc  que 
l'erreur  est  toujours  divisée  par  3 ,  '  elle  tend  vers  zéro  qu'elle 
î  6 
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I 

Dé  peut  ôtteiiufre^  et  !&  seottffe  tead  i«rs  ^^  çîii  ex»  est  la 
limite.  ' 

^Prenons  encore  a=c^y  et  nous  aurons 

pour  deux;  termes ,  la  diffetenbe  à  3  e^  det  i,  -f-j;  pour  troÎB 
termes,  elle  devient  f  ;  pour  quatre,  elle  est  ^. 

Pour  as^x^'a  auquel  cas  on  trouva 

iWreur,  en  prenant  trois  termes  pour  la  totalité  de  la  sé- 
rie >  n'est  déjà  plus  que  de  jg.  • 

g6.  H  résulte  donc  de  Ik,  que  lorsqu'on  si^titae  potir  et 
uxk  Bonbre  firactieQBai»  'compria    entre   zéro    ^   lunité^ 
].^  tous  les  termea  de  la  suite,  à  partir  du  premier»  yont 
en  dixnixiuanty   ensorte   qne  le  premier  terme   est  le   plus* 
grande  qne  le  second  surpasse  chacun  de  ceux,  qui  le  suLyent, 
et  amsi  des  autres-*,  af*-  que  lorsque  les  termes  décitiissent 
rapidement^  un  petit  nombre  de  ces  termes  pris  dés  Torigine^ 
éçiivaut ,  à  une  très-petite  différence  près ,  à  la  totalité  de 
la,  suite;   d'où  résulte  que  si  l'on  ne  connaît  que  la  suite, 
on  peut  toujours,  approcher  de  la  fraction  correspondante 
dWssi  près  que  le  requiert  l'état  de  la  question.  Ces  suites  ont 
été  dites  convergentes,  d'après  la  propriété  dont  elles  jouissept 
de  donner  par  les  premiers  termes,  une  valeur  très-approchante 
de  celle  delà  totalité  de  la  série ,  qu'on  ne  peut  «obtenir.   Les 
suites  dont  les  termes  vont  continuellement  en  augmentant  , 
Bont  «oinmées  divefgen$fis  t  cellea-Kri   ne  sent  propres  qu*à 
fiire  cçmiâître  des  propriétés  de  la  quantité  qa'an  déyeloppa» 
et  ne  peuvent  servir  à  faire  approcher  de  la  valeur  totale  ^ 
pidtqaé  les  derniers  termes  sont  les  plu»  coaâdéKaUes. 


»'  A  L  A  i  8  A  E.  87 

97.  On  potirrâ  résoudre  en  suite  infinie  la  fraction  —j-^ 

en  divisant   1  par  i-j-a,  ainsi  que  nous  ayons  divisé  phw 
haut  1   pa^  1 — a:  on  t^'onve  ainsi  *^ 

et  ainsi  d^  suite  indifiniment  Fai««tt  ç^^x  1 ,  il  mut 

=TTÎ~l^l  +  l~l^^4  — I   +«tC., 


i+1 


soite  qui  offire  une  contradicti<»i  apparente  ^  en  ce  que  si 
Ton  s'arrête  à  -^  1,  le  réçultat  est  zérOj  et  si  on  la  termina 
k  +1  y  elle  doniie  -f- 1.  Mai^  c'est  là  préciséipent  ce  qni 
tranche  le  nœud ,  car  puisqu'on  doit  prendre  un  nombre  in-* 
défini  de  tenues  ^  il  rie  faut  pas  s'arrêter  plutôt  à  —-1  qu'à 
-f  1  :  il  est  don«  clair  que  la  somme  ne  doit  pas  être  plutôt 
0  que  + 1  ^  et  qu'elle  doit  tenir  le  miUeu  entre  ces  .deuic 
nombres^  c'est-à-^e  qu'elle  doit  être  ;.  C'eat  bie%  aussi  ce 
qu'on  treiîve  en  terminant  U  portion  de  la  suite  à  laq^eU^ 
on  s'en  tient ,  par  le  reste  divisé  par  le  dénojpiqateur  :  poii^ 
six  termes,  on  aurait  . 

1  —  i  +  1  —  i +1  —  I +iîs=  J, 

et  pour  sept  termes , 

,_i^i^j  +  i  — 1  +  1— 1—1. 

Faisons  a  =  i,  le  déval|ppement  précédent  serf 
^       J^».^--., ^-^-i  —  --4-- ^-4-etrt 

la  somme  des  deux  premiers  termes,  est  ^ ,  ce  qui  est  .trçp 
pe«  de  I  :  trois  termes  donnent  ||  ce  qui  est  trop  de  7^; 
({uàtre  *Wmes  ont  pour  somme  f-,  trop  pètiti  de  ji ,  etc.  On 
voit  ici  qoe  les  portions  suceessites  dé  la  suite ,  sont  alterna-: 


I 
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tivement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  fraction  }  qtiî  la 
*  représepte ,  mais  qu'elles  en  diffèrent  de  moins  en  moins , 
soit  par  excès ,  soit  par  défaut. 
Supposais  encore  a  ;=  | ,  on  aura  t 

»    ,    ,  =7=1  —  3+9  — I7-ri7— tîî'TT»»^®'*^- 

Or  en  considérant  seulement  deux  termes  »  on  a  une  somme 
trop  petite  de  -j^  ;  trois  termes  excèdent  de  j^\  enfin  quatre 
termes  diffèrent  en  moins  de  r}j>  ^^  ^^^  ^^  suite. 

t)8.  La  fraction  '    .      peut  se  résoudre  en  une  séxie  dilfé- 
^  i+a  ^ 

rente  de  celle  que  nous  avons  trouvée  précédemment^  laquelle 

résulte  de  la  division  de  i  par  a  -f-  i ,  àui  donne 

1          1       1,1        1.1        1,* 
— r—  = ;+"i— -T+T— "2+  etc. 

C'est  ainsi  qu'en  changeant  Tordre  des  termes  dans  le  dé- 
nominateur, qn  obtient  le  quotient  sous  diverses  formes,  et 
qu'on  passe  d'une  série  divergente  dans  une  certaine  étendue 
des  valeurs  de  a  ^  à  une  série  convergente  pour  les  mêmes  va- 
leurs. 

QQ.    Qu'on  fiasse  la  division  indiquée «  :  on  trouvera 

n         a   ,  ab   ^  ab*   ,  ab^    . 


Supposons  a  =  mb  :  cette  8ubstit4|K>n  donnera 


iD— ^ 


Ainsi,  lorsque  le  dénominateur  d'une  fractic^  sera  peu  au- 
dessous  de  lo,  de  loo^  de  ipooj,  etc.  ^  on  obtiendra  par  la 
série  précédente  sa  valeur  en  décimales,  plus  rapidement  qae 
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parles  moyens  arithmétiques ,  en  posant  a;=io,  ^=100» 
=  1000,  etcr>  et  prenantpouri  la  différence  du  nombre  à  1^^ 
100,  1000 ,  etc.  Pour  avoir  le  nombre  m,  facteur  de  la  sttite, 
on  comparera  mb  avec  le  numérateur  de  la  fraction  propo- 
sée ^  et  comme  déjà  le  nombre  b  est  conni^  il  sera  très- 
facile  d'avoir  le  nombre  m,  qui  doit  être  tel  que  multipliant  &, 
le  produit  soit  mb.  C'est  ce  qae  les  deux  exemples  snivans 
feront  mieux  entendre. 

Soit  à  réduire  en  décimales  la  fraction  --— «.    Je  décom- 
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pose  cett«  nraction  en   =3 ^« —  :    comparant 

10000—7        10000—7  ^ 

cette  dernière  avec  r,  on  trouve 

m=8,      é  =7j      x=:  10000; 
donc 

^~  iooao--7  "^H^'^^^  -*•  (o»o«>7)"  -^  (0,0007)3  ^-  (0,0007)*  4-  «te. }. 

Si  on  veut  se  borner  à  7  décimales  dans  l'évaluation  de  cette 
fraction ,  on  ne  prendra  que  les  deux  premiers  termes  du  dé- 
Yeloppement/qni  sont,  0,0007  "H  o> 00000049 ,  ou  0,00070049» 
qu'il  faut  multiplier,  par  8 ,  ce  qui  donne  o,oo56o39a.  ^ 

.48 
Si  on  avait  à  évaluer  Ja  fraction  ,  oh  la  mettrait  sous 

10  ¥  X  Q  1  ^b 

la  forme  -^ i-,  pour  la  comparer  avec 5. 

1000—9    '^  ^  X — 0 

loo.  Qu'on  effectue  la  division  — ; — z — ; — 7-^ , .  on   aura 
^  m-j-n+p+etc./ 

ce  tableau  d'opérations^ 
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an      Ap  \  a      an      tiiï^ 


•  m 


m 


m     nr 


m' 


an       ap 


)n 


fn 


t 


.  -t-è-t-ïy-l-àlc. 


"*"Tr  ■+'TTâ-< — --i-  •♦•etc. 
I».-     «i\     m'  . 


(  I 


.  an       anp                 ap      _^     .  ,   .       .     ^ 
H -.  4-  — ç  H-  etc 1- — etc.  ■♦-  o  H-  c  -f-  etc. 


m 


I»»' 


m 


-<-4-<».  *— . — 5^  —  etc. 


>i    ^ ,  *t 


m- 


w— x«. etc.-4-  —-^  -«-etc.—-  -i-  —  etc.-4-&-t-c-l-etc. 


m* 


nv 


m* 


m 


Si  l'on  multiplie  le  diviseur  par  Iç  quotient,  et  qu  à  ce  pro- 
duit (Hi  ajoute  le  reste  correspondaot ,  on  retrouvera  le  di- 
iddende;  ensorte  que  ' 

a+i+c+etc.       a       an  .  an* 
m-j-7>+-p-f-etc.       m      >n*       wi^ 

Que  l'oik  foaii  nlnintieiiailt  ..i  œ  b ,  c  srt  o  ^  d  s^  O',  -  tttcr. ,  oii 
trOBryehi    . 

a a. a»  j  4n*      .  *. 

* 
Le«qilôtitnt  s«^a  donc  le  même  di  pai't  èt-âfàulre;  niids 
les  restes  différeront ,  eh  ce.  que  le  second  ne  contiendra  pa« 
les  lettres  fcj  c,  etc.  '  \ 

Si  Ton  ne  conserve  au>  numérateur  que  la  lettre  a,  et  au 
dAaottiîifateur  que  le  binôme  ^+^  ^  ^  tiéAikiâ  de  Ifl  formule 
générale  celle-ci:'  •  ,     . 


■  «•  .       -.4  < 


a 


m-f-n 


a 


û/i   ,  on* 

—ET r — etc.. 


daiis  laquelle  on  peut  faire  toutes  les  hypothèses  qu  on  tou- 


ff  D/  ▲  L.  G-  È  B-  &  E.  jx 

dra  sur  les '^râleurs  numériques  des  .lettres  a^  m  et  n,  et 
«or  les '^gnek  de  ^es  leVh-es'^  pbiirni  ^>3lfcS  aSa^dt  lien  011 
Biêine  temps  de  part  et  d'autre ,  puisque  d'u^  cdté  qn  a  la 

i<H.'  Lora^V)!!  v^t  rWniïf  -V^^  fr^ûç^p  ;^e  r  ^  vq^ 

fraction  décimale  ^  le  quotient  dewé  par  Tarithmétigne  est 
delà  forme  '      ..    *  *    "   ■  ^  * 


'♦    •  ' 


■■  ,  ■*  • 

9)  9',  ç'>  9*>  etc.  étant  les  chiffres  des  dixièmes ,  centièmes , 

adopté. 

Proposons-nous  maintenant  c2é  résoudre  une  fraction  r  en 

uTie  jttîte  <fe  flrtzmôus  dont  ,ks  'dénpmmutimr^  soient  toutes 
Us  puissantes  successii/es  entières  et  positives  d'un  nombre 


(     «     •»  • 


Supposons  '.?  j   *  ,1  ,.t  ^''"'j^'rn-'     **         '^   '-•••   >• 

si  Ton  veut  qtke  îe  ^tthttt  ^^'tf ^ir^*  ^  m  fit  ^lé&emî- 
natenr^  on  multipliera  a  par  m,  ou  par  son  équivalent  b^^n-y 
puis  Mi'âi^seiQiïe^cpfotieat'ét  te  reste:par  ryi^  ]>eikr  ^n  levonir  à 

la  vdenr  Ae  |i^  Or  laftH^is  4iyi$&.pi0i:  (fc  »  doano  ler^motipdti^ 


o  *  * 

et  le  reste  an  :  le  quotient  exact  sera  donc  — ^  et  le  véri- 

m 

Nous  continuerons  la  division' de  ^ijfV  3  9  ip^la  eôndi- 

lit, 


tion  d'avoir  un^iqnotîeiit;:dhrisé.  f^  M^  wA^ «et teilM «iifia» ital^ 


-<  i^^ 


7a  i  L  E  M  e'iî  s' 

tiplierons  le  dividende  -r-  par  m,  ou  par  (&-f;'^)>  .^^  qui-dou*^ 

lit 

nera .  on  aura  pour  cmotient  —  «t  pour  reste  ^ 

TU        '  ^       ^  m  '.""'''      7» 

ditisalilrp^  M,  le  véritable  quotient  sera  — ;  et-Jc  rcàte  • — 5-; 

Il  rait  donc  diviser  — -  par  i  ,  et  trouver  un  quotient 

fit 

#  .  art* 

sous  le  dénominateur  7»';  on  >  multipliera  — â  P?^  m  ,    ce 


>  ■  f 


mr 


k        .    j             ort^m  '^  "  an^b  A-  air  '  '         ,         i_^.     j 

qui  donnera  — 5^  ou 1 ;  ensorte   qu  on  obtiencira 

'  ^^  ■  TfU     r  r    .        .         ,   .         , 

le  quotient  et  le  reste  exaels  < — 7-  et  -^  .  et  ainsi,  de  suite. 
On  a  donc  enfin  ce  développement  de  la  fraction  proposée 


f.»  « 


a       a  . .    an    .  an^    .  an^ 


\  '  t      '*  f      '  *  ^  *, 


a       m       m*        m^       m^    ^ 

'   '    *  •  -  >      '    - 

.    ^ 

On  observera  ici  que  les  numérateurs ,  dans  la.^te,   ne 

sont  pas  les  chiffres  successifs  de  la  valeur  de  la' fraction  v» 

o 

dans  le  système  qui  autaîk  TTupdur  nxodole*  Soit ,  par  exemple, 
.à  rédùke  -  fan  .frfc^i^/i  4^iipaj|e  :  on  a ,  dans  ce  cas . 

*■  * 

ûcr:  l  /i  =  7,   ïii;=lo,  7  ■+•  Ji,:=i  ^0,  ^*0îU-i«==:3  ; 

6ubstiftiaht  bés  valeui*i  pbiir  lés  lettres!  dbis^lè  devdoppèment 
ci~dessusy  on  ^  trouve 


tàndis^  qtfe<p2Ï  le  procédé  atitbmétlqae  ^  on^-a 


■'        ,  . 


D*A  L  G  É  B  R  E. 


75, 


1—  *     »       4       I       fl       1       8       ,       5^     ,       7 

-f-  ^  ■        4"  ®*^^-  ^=  o,i4a857  etc. 

Les  num&rateurs  dam  des  deux  suites,  sont  très-différens; 
comme  ou  le  voit  ;  car  dans  la  première  ^  ils  sont  composés 
de  plusieurs  chiffres,  tandis  que  dans  la  seconde  ils  n'ont 
qu*un  seul  chiffre  :  cepeadant  si  Ton .  prend  des  portions 
successives  de  la  première  série ,  à  partir  de  Vorigine  ,  on  ^ 
retrouve  les  chiffres  consécutifs  O;  14^857  etc. 

loa.  On  voit  donc  que  les  qbotiéns  déduits  de  la  première 
formule,  ne  correspondent  pas  à  ceux  que  Ton  obtient  en 
faisant  effectivement  la  division  du  aoinbre  a  par  le  nombre  b , 
et  qu'ainsi  on  ne  procède  pas  en  Algèbre  de  lamênoie  manière 
qa  en  Arithmétique ,  ainsi  qu'on  l'a  >déîa  observé  (B/Ç)-  On  voit 
aussi  que  la  valeur  d'une  fractîpn  peut  se  produire  sous  des 
fonnes'essentiellemjent  différentes ,  mais  dont  le  résultat  i|umé« 
rique^st  toujours  le  même%  et  que  c'est  encore  là  un  des  carac- 
tères distinctifs  de  cette  branche  de  calcul. 


•        s 

\   .  -   I 
J 


"     ««   . 


I 


:    r 


.  \> 


,  .j  - 


•    ■  < 


{■ 


—  "i    .  - 


^4  "^  ^^  M  E  N  S 


^^t^^immmm^mimmiU^mi^m^am^mmm^^^ÊiU^m 


CHAPITRE    VI  IL 


«y 


V  »  < 


•  •  »    "''••■,    .        1      ♦  •     •.  ^•.-- 


mS:  JUfA  ^p«â899ti0e  de  l\dpdn  ^  d'we.-fppjUKtité,  vt  étant 
«B  noBïbttt  entier  et  pontîf  >  est  le  produit'^  cette  qiuuitité 
mtikîpllâée  9?»*f**  1  fois  ide  iwiite  par  eUe-laême,  'Ou  le  prodnit 
de  cette  quantité  «t  £ûîâ  £ieteiir^>3)4.^>  Ajflfii  on  a 


lOif.  77)14^6  puissance  dé  degré  pair  d'une  quantité  positive 
ou  négative  y  ^t  nécessairement  positive»  En  efFet  âm  étant 
la  formule  des  nombres  pairs  ^  on  a 

(±:a)*«£=((d:a)*)"'=(  +  a*)'»  =  +  a*"', 

e 
a**.  Toute  puissante  2fe  rfégn^  impiiir'^êh.ne  quantité  est  de 

même  signe   que  cette  quantité,    La  formule  générale  des 

nond^res  impairs  est  am  +  i  ^  et  on  a 

ài  se  prononçant  *|-  ou  r— .  ' 

io5.  La  quantité  qui  a  été  éleVée  à  une  puissance,  se  nomme 
racine  de  cette  puissance  ;  ainsi  la  racine  du  degré  m  d*un& 
puissance ,  est  cette«quantité  qu'il  a  fallu  multiplier  7n  —  i 


D' A  L  G  É;  B  R  E.  ^S- 

fbh  pat  elit-méme^  paur  avoir  lapùiàsanoe  en  queatioh.  La 
ractaft  dé  YùvArt  ih^  du  k  racine  mf'^  de  oT'f  sipra  donc  €^^ 

puisque  (aP)"*::=a*^'*,  de  a'^fc*^  sera  a)^&^;  de    ^  .^^   sera 

—7;-.    Dans  ces  exemples^  l'exposant  de  la  puissance  est  exacte- 

iïièàt  dîvî^U  par  rhidîeè  mde  ta  racifae  à  ex:traSre.  On  conclut 
dé  (^ettë  déànit)6ii  d'titie  ràêine  et  dés  exemples  donnés  (  io3)  > 
1°.  que  la  racine  d'un  produit  est  le  produit  de  cette  même 
TWâhè  dé  thàcun  dèH  facUws  /  s*,  qneiafpacine  d'une  frac-- 
tiifH  èsi  h  fument  0Mfe  ht  racbmt  de  même  ordre  dû  mèmérof^ 
teur  et  du  dénoniinc$€ur. 

loS.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  à  extraire  la  racine 
m''"f  de  ti^ ,  l'exposant  ^  de  ib  puissance  n'étant  plus  exac- 
tement divisible  par  l'indice  m  de  la  racine  à  extraire.  Puisque 
dans  le  cks  où  l'exposant  p  dM^st  divjsible  par  ihy  la  racine 

m^"»'  de  ûf  esta"",  il  par^t  fort  natizrd  d'employer  encore  cette 
notation  dans  l'hypothèse  présente  :  alors  la  racine  ne  pourra 
plus  s'obtenir  exactement  .^  <m  m  raum  (|É'at^rbcliée..  ^es 
exposans  fractionnaires  indiqueront  donc  des  racines  de  puis- 
sances Imparfaites.  Four  «claircii*  cette  notion,  supp<Mons  qu'on 
ait  à  extraire  \à  raéine  quarrée  de  a^  où  de  8  ;  (>b  pourta  du 
moia»  regarder  8  Qpmsiie  le  quanrié  d'un  nombre  a  ;  car  ^i^ 
ee  n«ln!e  m  ne  peut  ê^«î  assigné  esyctement ,  il  pourra  l'êtret 
avee^uoe  ^proxmaittoki  %die  que  l'erreur  eotre  8  et  «t^ 
soit  nncfihdra  que  tout  nombr«  donné  ^  quelque  petit  qu'i]| 


soit  {Arith,^  :  on  aura  donc  sensiblement  pour  racine  «^,  ùH 

2. 
remettant  a*  pouir.  a^ y  on  aura  ]a  racine  a*.  Nous  verrons 

plus  loin  que  èes  Portes  de'  racines  ne  peuvent  être  exprimées 

ni  par. des  enjtiers  ^  ni  .par  des  fractions  »  et  qu'elles  «ont  né- 

cesMirement  des  fractions  décimales  qui  ne  s'arrêtent  pas , 

^'^qfàt^nt  inctfmmensurables  (fi^)' »        /    > 
107^  Pour  indiqyier  ,une.  racine  à  extraire,  on  est  convenu' 

employer  ce  signé  y  qui  n'est  autre  <îhose  tpie  la  lettre  ini- 


7^^  ÉLÉMENS 

tiale  du  mot  raeine ,  déformée  ;  on  le  place  en  avant  de  la« 
puissance  y  et  on  écrit  dans  l'ouverture  Tindice  m  de  la  racine, 
à  extraire.  On  a  donc  ces  deux  expressions  synonimes 

p 

m  . 

yoF  =  a' 


►     * 


S'il  ne  s'agissait  que  d*une  racine  quarréç ,  on  écrirait  sim' 
plem^t  |/a^.8ans  Tindice  a,  ainsi  qi^e  nous  Favons  déjà 
fait  (G6). 

108.  On  aura  donc  généralement ,  d'après  les  conventions 
faites  (106  et  107)  etla  règledon«ée.(io5)>  qui e*étend  alors, 
aux  deux  cas ,  « 

iw  m  m  n    '  P  ^  ^ 

^cFTWTê  =  Vf^  X  l?^  X  |/«'  =  a?  X  *"•  X  <^; 


m 


a/»A*  _  y/gP,  &y  ^ifa^  X  Vh^  _  g"  X  h 


9 


'df  — 


m. 


m 


m 


v/^s* 


On  déduit  de  là  cette  décomposition 


V'378ooo=  v/a3.33.53.3.7==3.3.5  v/i4  =  3o  v/i4; 

ce  qui  fait  Voir  que  Fopération  arithmétique  pour  extraire  la 
racine  troisième  de  3780^0^  se  réduit  à  celle  de  la  même 
racine  du  nombre  i'4  >  et- que  préliminairement  on  a  décomposé 
le  nombre  proposé,  en  ses  facteurs  nombres  pre];niers.  On  aura 
de  même  .  . 


•         '  A 


V/378000  a*«  b'^  c»3  =  3o  a^ô^c*  (/ 14  oc. 


•*!       f 


103.  Deux  ou  plusieurs  radicaux  de  même  indice  /  sont'dits 
de  77167716  dénomination;  et  ils  sont  réputés  de  dénojiïinations 
différentes  quand  ils  portent  des  indices  différens.  Dans  ce* 
dernier  C43 ,  on  peut  quelquefois  les  rappeler  à  une  mêma 
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dénomination  ;  ce  qui  a  lieu  à  F  égard  des  dënx  suivans  ^o^ 

£  6     4  3       a  ft 

et  \/(^b^=  c^.M  =  cf.  **  =V^=  VQP 

110.  Les  radicaux  sont  de  houyelles  quantités  sur  lesquelles 
nous  aurons  à  pratiquer  toutes  les  opérations  précédemment 
effectuées  sur  les  quantités  rationnelles  :  nous  commencerons 
donc  par  Taddition  et  la  soustraction.  Généraleme;it  ces  opé- 
rations ne  peuvent  qu'être  indiquées ,  ainsi  qu'il  arrive  si  l'on 

'  s 
a  à  faire  la  sommé  de  \/a,  a|/&  ^  5  y'c,  qui  est  \/a  -f-  a  yb 

+  5 \/c:  Mais  |/a»6  +  J/a*t  +  a ]/(^b  =  4V/?J -Si/ai 

4  4 

— 3,Ka&  =  a  |/a6,  Dans  ces  deux  derniers  exemples,  on 
a  pu  pratiquer  la  rédaction  (ig,  4^)»  parceque  les  radicaux 
ont  même  indice  ,  et  qu'ils  .couvrent  les  mêmes  quantités , 
auquels  ils  sont  dits  semblables  :  souvent  cette  siipilitude  ne 
se  découvre  qu'après  qu'on  a  simplifié  les  radicaux ,  et  elle 
est  indépendante  des  coefficiens.  C'est  ainsi  que  dans  l'exemple 

3   3   "^3 

suivant ,  36  V^ao^i*  +  ia y/aa^b^ -^ab |/aa*i%  on  a (i o8) 

3  3   -  3   

.    3i  V^  ao^  A*  :=  36  v/"^aa*6*  =  3a6  ij/aa*6* , 

3 3  3    ^ 

8a  V^ace  ^  ==  %(iy/¥ .  aa*6*  =  Soi  ^/aa^A*, 

3 ^ 

€t  pour  somme  effective  4û6V^aa*6*.  On  a  de  même  (109) 

.   ■         4  -        • 

|/'a6»+  i/a^M  =  (6  +  ai)  i/a. 

111.  On  a  démontré  (108)  cette  formule 


y 


^  m'  m.  m    • 

yoFb^c^  =2  Kû^  X  1/6^  X  v/c% 
daas  laquelle  on  lit  cette  règle,  pour  niultiplier  entre  eux  un 
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Bonbre  qoelcoaque  dci  radicaux  d'up  même  uidice  :  faites  Iç 
produit  des  lettres  qui  sont  sous  les  radicçujfi  facteurs  ,  et 
couvresr-le  du  'radic4^  commua» 

lia.  Suppos<m ^e l^sra^icwx poite^t d^ indices difFérens^ 


et  qu'on  ait  à  faire ,  par  exemple ,  1q  produit  ya^  par  yb^, 

ou  celui  de  a"*  par  h^  :  on  fera  rentrer  ce  cas  dans  le  pr^ 

cèdent .  en  réduisant  an  même  dénominateur  les  fractions  r^. 

m 

^,  et  OH  amra 


m  m  F    J'  P^  .  fg        .  an»  mm 


m 


0&  aura  df  mAma  le  produit  de9  trois  radicaux 

in  f   tt  n  f 

m  iif  m  £        X        JL  P"»"*  ^«»^  rm»« 

/       n 
m  inm 


Nous  ne  relaterons  pas  ici  la  rèf^e  ,  parceque  l^énoncé  en 
serait  fort  compliqué  ,  et  que  d'ailleurs  elle  est  donnée  par 
ceUe  qu'on  suit  pour  réduire  plusieurs  fractions  à  une  com- 
mune dénomination. 

11 3.  La  règle  pour  diviser  deux  radicaux  d'une  même  dé- 
nomination, se  lit  dans  cette  formule  trouvée  (  io8). 


m       —  m 


d'algèbre.  7^ 

et  il  reste  à  Vétexidre  an  quotient  de  deux  radicaiyr  qui  n'ont' 

pas  même  dénomination.  Soit  donc  à  diyiser  |/a^  par  l/£^» 

ou  a*"  par  &"'',  en  passant  des  radicaux  aNpx  expœans  bêfo^ 
tionnaires.  On  a 

>        -     r  / 

M  9  pin  inifi  nifn 

~"7     =        =  =r~7~— —  l/*^    IJïr* 

On  peut  d'ailleurs  supposer  sous  les  radicaux  un  aouibrr 
quelconque  de  facteurs ,  et  il  sera  facile  d'assigner  II  quotient, 
en  opérant  d'après  ce  qui  a  été  dit(iiaj  ii3). 

114.  Faisons  maintenant  a  =6  dans  la  formule 


m  —  "* 


elle  deviendra ,  en  passant  des  radicaux  aux  exposans  firac^ 

tionnaires,  '  '        *        ' 

Donc  la  règle  démontrée  (3ff),  à  l'égard  des  exposans  entiers 
positifs,  s'étend  aux  exposans  fractionnaires  positifs. 
il 5.  Dans  la  même  hypothèse  &=^a,  la  résultat 


deyient 


P~l        £.-.1. 


tf* 


« 


] 


*8o  *E  L  é  M  E  N  s 

autre  ejptension  de  la  règle  donnée  (57)  aux  exposans  ùasiÀ 
tionnaires  positifs. 

116.   Dans  la  supposition  permise  de  p  =  o,  la 'formule 
précédente  deyient 


■gin 


transformation  démontrée  (Sg)  dans  le  cas  de.  l'exposant 
entier  ^  et  qui  conyi^nt  encore  à  Texposant  fractionnaire. 
Qu*on  pose  maintenant  leé  deux  égalités 


L  ,       1 


et  qu*pn  les  multiplie  membre  à  membre ,  on  aura  les  pro- 
duits égaux 


1  -c         .i 


11        1^  L 
ou  bien 

a"*"'  =  a'*Xa"*. 

On  voit  donc  xjae  }ea  exponentielles  à  exposans  entiers  et  à 
exposans  fractionnaires  négatifs ,  suivent  la  même  règle  dans 

leur  multiplication.  La  division  de  a*^  par  a^.  donne  pour 
quotient 

1 


# 


d'algébrc.  é 


1 


à  I 


.  -  *  l 


^È.r± 


Or  Vexposant  du  quotient^  —  -^  +  -^t  ^^  rékpttséJtt  dn 

TU  TU  * 

divideôSe  moms  odia  du  dîvimir.^  cfr  ^  eét  tme'  ^ii4l^lité 
de  la  règle  relatm  à  la  dlvikpn  des  ex^ûeiilielke^. 

117.  Vé^pô^t  ^âiit  iih  ik5mHi'e  tb|^è  j<^4  (]ti'oii  n^ 
peut  aâigttër'éxàâ:émenf /oii  pbiiifi^dâ  tilbins  sii^pôiàçr  î^*oii 
ait  exh'iât  ééftë  l'aciiie  avec  tihe  itppiàÈiaslAèn  iliffisi^tè  'éi 
telle  4ttë  rèi^i^-iîôit  ^gIi|eaBie;'eti^é  i^é  ièt  k^oïsmi 
sera  imè  fraction  décimale  tëhàiiiée  '  qa*6u  ilôurri  i-énâîlàceè 
par  une  fraction  6rdinairëî'  alorâ  bes' e:iq>onënttèIiè*8  'éui^Ônt 
en  tout  les  règles  précédemment  démontrées.  '  '  '  ^         '    '  - 

ii8.*S>  â^* l!îdentiti  K^^it!",  ^r$  ùàt  m  sÇ)  on  aura 


f 


•     I  '  r         t      •  '  V 


•     »         •   •  ff 


'•..^ 


, I  >•  > I 


Soit  nftiiileiiai»  ^  =à  6 ,  éi  'otî  \\^s"  ' 


•  O 


•  I 


|/a  =  or  =  a*  —  1  ; 

or  ^  est  (g3)  là  limite  des  nombres  croissans  ;  donc  f^unàé 

est  la  imdïe  Ses  raéines  dont  tinâicè  croît  continuellement. 
Si  p  =?  o ,  on  a  i. ^  .;.>:*>*        -  -:  r  r    ,   . 

o  f 


'V       f       -- 


■N  i 


Donc  <fc  l'indice  Tsjiro  à  l'i^ni,  la  racine  reviet^t  de  titffini 

alunite,  .      .        ,„w,r,.  .-r  -  •...<,. 

lèse  p=9^  correspond  ^  ^     .... 


ensorte  qu'en  passant  de  Tindice  i  à  l'indice  zéro ,  la  racine 

6 
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parcourt  la  digression  des  nombres  depuis  cekii  qu*on  donne 
lusqt'àripfliii.  '      c    ;  -  ■'.    ' 

,  1  ig^.- Laj  formation  des  juti^sànces  dés  quantités' radicales  , 
n'est  autre  chose  que  la  multiplicàtioÀ  d'un  lîombre  de  ra- 
^ç4h» ;  A^  F.êm,e,  indice , , ip^qué  ,p^r  le.'degré.  de  la  puissance , 
cns9rJç.quilWt;É^r^r^ii.Ô,  l4^^^  demandée  de  la 

quan^i^  qùi/e^t  «Qps  1§  i:a,^c^,propoJ8é  ,.et  Taffeçt^  d^i  radical 
cpin^i^.  Si,  ï'in^içe  du  fadipal  cgt  :n;ultipl^  4^  lai  puissance 
•  e^n..qp:^ç.^tipn ,  l*ç)pération^s]e;rédiiit  alors  à,  diyisjer.cet  indice 
p^ar  l'i^^psi^t  delà  piiis^^jfCf .,  j^ouç  donnerons  deux^exemples 
pour  ce»  deux  cas   '  ,^^,^^:^;^  ......  !..  . 


Si  l'exposant  de  la  puissance  est  égal  à  l'indice  du  radical , 
la  puissance  est  la  quantité'  sous  lé  signe.  En  effet,  Tindi- 


m 


cation  ^a^*  suppose  que^  f^  soit  la  puissancç  fisJ^*^l:f^om\>re 
qu'on  peut  assigner  soit  rigoureusement ,  soit  par  approxi- 


mation, ensorte  que  la  jinissanoe  m'  de  \/i^  est  aF. 

ifio.  Passoios  à  l'extracitiçn  des  racines^de^  radicaux,  et 

soit  I/o*, dont  on  demandera  racine .in^***,  ce  q^'on  indiquera 
de  cette  manière  ]/ya':  on  posera         £  ro  «  .  . 


y\/a'z=:x,  d'6ù*Va'^=2=  x"*,  et  a'=ar"»», 

evant,  i*.  a  la  puissance  m,  s^.  a  la  puissance  n.  Extrayant 
N  la  racine  mnJf^'  des  deux  ipembre^  de  la  dernier»  ^g^é    on 
reviendra  à  cette  autre  enonciation  de  x ,  t  * 


w  .      .   V  .- 


,  • 
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« 

Qn  t^ouyera^t^par  un  semblable  calcul 


m 


Ainsi,  par  exemple,  la  racine   i a*  d'un  nombre  a',  peut 


être  transformée  en  v  \/  v/« ,  cW^-dire'  qti'après  avoir  dé^ 
composé  le  nombre  la  en  ^ès'fà'ctetirs  rioiiibres  premier^ 
5,  a,  a ,  on  prendra  la  racine' clarrééâti  nombre  y  du  résulnk 
la  racîfie  carrée ,  et  de  <seluiL-ei  'la  racine  <Subkpie.  L'extaraC'^ 
ûoa  d'une  racine  36'""  exiger»  di^nc  au  phu  celle  d'une  ra- 
cine cubique,  puisque  le  plus  grased  facteur  nombiie  premier 
de  36  est  3. 

121.  De  ce  que  la  puissance  paire  d'une  quantité  soit  po- 
sitive, soit  négative  ,  est  toujours  aiFectée  du  signe +(104)^ 
on  conclura  que  la  racine  paire  d  une  quantité,  peut  être  po- 
sitive ou  négative  ;iret  qu'ainsi ,  à  moins  que  le  signe,  de  cette 
racine  ne  soit  indiqué  par  l'énoncé  de  la  question^  on.dQÎt 
généralement  affecter  la  racine  de  1  un  et  de  Taud-e  signe 


îlu.^ 


dont  on*  fera  précéder  leradi^a)  en^^cett^  manière!  diî'^'S, 
an  étant  la  formule  des  nombres  pairs. 

12a.  On.  ne  peut  dcjnc  assigner  1^  cacii^  y/ — c,  car  r-^a  est 
ici  ane  puissance  paire  (119)^  et  ces  puissances  ont  toutes  le 
signe  -f- ,  ensorte  que  cette  cabine'  ;ie  ^eut  être  un  ïiombre 
positif,  négatif,  ou.^ême  zérç;  et  fep^ndaot  la  puissance  aïK 
de  cette  racine  exiçte  bjsien.  On  pourrait  être  tenté  de  croir» 
qa&  ces  racines  qu'on  rie  peut  assigner  >  qui  sont  impossibles 
et  qu'on  nônamef  imag'£na£irp5 ,  doivent  être  rejeté  es,  ou  qu'elles 
lie  peuvent  être  dîi  domaine  du  calcul.  On  se  tromperait  cer 
pendant  :  le  calcul  des  imaginaires  est  de  la  plus  grande  impor- 
tance ;  d'ailleurs  ces  imaginaires  sont  dans  l'Algèbre  un  sym- 
bole précieux  :  en  ëtfet ,  souvent  on .  ne  peut  reconnaître  au 
simple  énoncé  si  la  question  proposée,  est  possible  9U  non;  or 


^ 


quand  la  solution  conduit  â^  des  imaginaires  >  on  est  averti  paf 
là  que  ce  qu'on  débande  est  impossible,  puisqu'on ' est  con- 
duit à  assigner  la  racine  paire  d'un  nombf a  négatif.  Suppo- 
sons, par  exemple,  qu*oiv  iit  à  âiviset- le  norridre  12  en  deux 
pforties  dont  le  produit  soit  4o.  On^trouyera  pour  les  facteurs 

cherchés  6+V/— 4>  6  — ^  — 4>  nombres  imaginaires  qui  dé- 
poncent une  impostibi^té  dans  la  quehionj  en*  de;sens  ^e  lje$ 
nombres  qii'on  demande  j,*  spnt  de  J'espèce  de  ceux  que  nous 
dl  connaissons  pas  \  et  cependant  ^  conune  nous  le  verrons  pluf 
bas  /  le  produit  de  ceff  facleiuirs  ^^t  lâ.  , ,  « 

isS.  De  be  qn^  tonte  puissance  ihlpaare<  d'ime  quantité 
^^çmvc^  le'  fiigne.  de  \à  taocbste  (  io4)  >  â  suit  ,qae  la  racine 
impaire  d'une  quantité  u^égative,  est  négative;  ensorte  que* 

■  •  • 

6n  pieùt  d'Oâé  ,  daïis  ce 'cas,  faire  passer  lé  ^gne-^  hors  du 
i-adicid\  <et  r'écipto^éihéht: 

12^.  Les  radicaux  imaginaires  suivent  dans  l'addition  et  la 
sôustra&tioB^  les  règles  qui  Oostiennént  aux  i:adi.caiix  réeU> 
Ainsi 


I  ^ 


{/^a  4;  a^  ^a  =  ^y"^  à;  6  +  V^— 4  +'  8  ^  V^-^4  =t=  i  a; 

145^.  Nms  ^érrott^^  ijsms  1^  n«ti^  âfuiVàâit,  qiie  toutradibal 
imaginaire  le  devient  par  f/^  i  qui  s'introidmt  ew  facteur-,  il 

iSous  suffira  donc  de  donner  là  règle  pour  niultîpliér  \/  -^  i 
piùr  V^—  i.  Or  multiplier  j/— ^ i  par  V'— i,  c'est  prendre 
le  caité  de  V/.—  i  ;  c'est  donc  repasser  à  la  quantité  qui  est 

souà  le  radical.  On  à  donc  . 

•   •  t"  '  .  ■  ■  • 

Ainsi  ^  quoique  les  fectetirs' soient  imaginaires '^'  fe  produit  est 
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cependant  réel  ',  c'est-i-diré  qu'il  est  un  npoihre  de  Tespèce 
de  ceux  que  nous  connaissons.  Nous  avons  déjà  remarqué  que 
Timaginarité  dîsparàiasait  dans  la  somme  des  nombres  $4*  V^'^4 
et  6— -|/-r-4«  On  tie  peut  pas  dire  que 

comme  on  pourrait  le  conclure  de  la  règle  pour  mukit^li^ 
deux  radicaux  d*un  même  indice  '^  car  supposant  x  =s  v^  -»  i  » 
soit,  s'il  est  possible, 

on  aurait  en  prenant  le  signe  anpérieur ,  et  extrayant  la  ra- 
cine «iriée  ll«  tgit  et  d'antre, 

x  =  |/— i=dti, 

ce  qui  est  absurde,  puisqu'un  nombre  imaginaire  serait  égal 
â  un  nombre  ré^l. 

ia6.  Soit  l'égalité  parfaite 

s 

(c — J)a  =  (ç— ii)a: 

en  ex^nQcant  U  radpe  carrée  de  part  et  d'v^tre  ;  cp  ftv^ 
celle^i 

et,  sons  la  relation  i>c,  ou  dans  ri7pothè9e^  pas  exemple^' 
h  =.c  -h  1 ,  eUe  devient,  ^'après  (17), 


-riXV^=y^a, 


..  y 


transformation  utile ,  et  qui  fait  voir  que  toute  racine  imagi* 
naire  n'est  telle  que  par  le  facteur  V^ —  i.  (  chap.  ji^  ).  On  en  * 
déduirait,  en  y  éciiviant  a&  pouic  a^ 


N. 
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résultats  qu'il  faut  bien  retenir. 

Que  Fon  divise  par   y'ih  les  deux  membres  de  Tégaliti 
absolue 

V/— IX  l/û=  ^/ZTTxl/a, 
on  aura 

et  conséquem^nent  de  la  première  à  la  dernière  transformation; 

a 
«  •  -  ■ 

Enfin  -W~K         '5-    _ 

«     |/-4[      i/a  V'— 1       V'a       I  /â 

*  »  • 

On  Yoit' que  y 'dans -cet  exemple, 'rimâglnaîre  v^— «i  dispa- 
raît encore  ,  ou  qu'elle  ne  passe  pas  dans  le  résultat  qui 
est  réel.  Ainsi  .les  imàgina>i;es  ne  doivent  pas* être  rejetées. 
On  conclut  encore  de  ce  qui  précède  qu  il  n'y  a  en  Algèbre 

que  la  seule  imaginaÎFe  j/-*!.' 

127.  Qu'on  ait  à  faire  le  produit  {6+i/-^4)  (6'^K''^4)  * 
on  trouvera 

36  +  61/— 4^^.4=1*40. 

-6J/-4.  . 

•  *         '  t 

ainsi  ,que  noti^  l'a^vons  dit  (las).  On  pourra  convertir  la  fra- 
tion    ^^^^    ®û  une  autr^- dont  le  dénominateur,  ne  ren- 
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fermera  plus,  de  radical.  A  cet  effet;  on  mnhjpliera  haut  et 
bas  par  1  +  V^ —  1 ,  et  oa  aura  peur  dénQmiuatenr  le  [produit 

o+y-i)o-v/-o=a>  * 

en  observant  quon  si  à  faire  le  produit  d'une  loaimepar  unv 
différence ,  lequel  est  la  différejace.  des  carrés.  (4$)  |.;c*e8t-à- 
dire  i* — (k^— 1)*  =  1+1  =a ,    ensorte  que 


r       .  ^ 


1— »/— 1  .    .   ,  a         V^ 

On  trouvera  .... 

a»    .  '        _\^a+Vb 

'ya — yb         a—b     ' 

^ S=173  ~  (3-1/3)  Ca+v/3)-^^^^^'- 

"^  ' 3—2  v/a""(3— 5ii/a)(5+fl^/3) 

— 3+àl/io+3K'5+aya; 


♦  l/a+}/h — i/c 

_(|/g4.|/ft— V/c)(a4.&-^c— fllXd^)    ^ 
(a+A— c)»— 4aô       '         * 

L'élève  fera  bien  de  s*exercer  à  ces  sortes  de  transformations. 

4 

ia8.  Tous  les  nombres  entiers  et  positifs  sont  évidemment 
compris  dans  Tune  de  ces  quatre  formules  ; 


« 


Sj^  É  h  É,  M'E  N  f  ^ 

4»,    4*+5»*   4»+»*   4»+5>' 


narce^e  tout  nombre  diyisé  par  A  >  ^®  P^^t  dontier  que  Tan 
des  restes  o,  1,  a  dû' 5.  "Si  Ion  "désigne  V  —  i  par  ar, 
tcmtes:  Its  puttsluices  de'  )/— ^i  seront  donc'  i:e|^ésentée8  par 
l'une  d^  .cè$  quatre  fotmsdes  : 

(|/— 1)4»      =:  07*»     ='(x4)»     =  (+iy  =  4-1 

(^/_i)4»+3_  j;4«+3=:  x^».a:S_     ^^s     --  ^y^_,. 

On  pouipût  dire  aussi  quç  tous  les  noipbres  entiers  et  posi* 
ti£s  sont  pareillement  représentes  par  les  formules 

-     5«,    S/^-t;-!/  .5>i-f?>    5/1+3^    5/1  +  4; 

etc. 


mais  on  a  fait  citoix  ilesiprécéi^ntes,  parcequil  n'y  a  plus 
à  distinguer  dans  UiJcéê^akafj^,  entre  n  nombre  pair  ou  impair. 

Ainsi  pokr  connaître  une  puissance  donnée'  de  ]/ — i ,  il 
faudra  diviser  l'exposant  de  la  puissance  proposée  par  4  y  *^ 
la  puissance  de  l/— -i  indiquée  par  le  reste,  sera  celle  qu  on 
cherche. 


* 


I 
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CHAPITRE    IX. 


Formules  des  carrés  et  des  pubes  d^un  binôme^ 
et  d^un  -polynôme.  Extraction  des  racines 
carrées  et  cubiques  des  nombres..  ^ 


129.  JLAkNS  ce  qui  précède^  iloa  été*  qneetion  que^de  la 
fonaation.  ài^  ^mfMnà^ê  à%f  quantités  monômes  :  dans  ce 
chapitre  nous  dojinerons  les  fon^ul^s  générales  dçs  carrés  et 
des  cubes  des  binômes  et  m^me  dés  pô^omes  quelconques , 
nous  réservant  (chap.'ii)  de  généraliser  ces  formules ,  c*ést* 
i-diré  de  les  étéikhre  i  la  pbiflsancç  Tit/nv  éteint  un  nombre 
gnekàmye  entîqr  et  po«ti&  Cà  que  noi»   disotis  ici  servira 

d'aiUeoi»  d*intro4aetîeii  au  chapitre  qïii  «âit^ 

•  »  »  •  •  • 

Soit  le  binôme  a+5  qu'on  propose  d*  élever  an  carré, 
c  est-à-dîre  de  muItipHér  p'îûr  lui-mêine ,  tt  qu'on  indiquera  dé 
cette  manière  (a  +  6)*>  î  Fîmitation  de  la  notation  déjà  con- 
renûe  (3a)  pour  désigner  le  quarré  d'uhe  lettre  :  on  aura  ^ 
après  les  réductions  fiâtes , 

V 
•  •  •  • 

Le  mode  de  composition  de  ce  résultat  en  a  et  b  ^  reste  lé 
même  pour  toutes  les  valeurs  numénques  de  a  et  &  :  c'est  «ne 
éno^ation  algébri^ue.^  nompi^e  forivule  (iQ)j  ^ç  1^  règle 
à  suivre  pôiir  fôrnier  le  carré  d'un  nombre  dont  a  irepré- 
«çRj^Sail  la»  li^3çâin^  et  h  le«  unités:  eUy&  |»rèscrit  ^fuir^t 


$0  *£LEM£IVS 

les  unités  et  le  carré  des  unités,  puis  d'ajouter  ces  trois  nombres  J 
Ainsi,  par  exemple,  qu'on  ait  à  élever  â5  au  carré >  on 
fera  a  =  âo  et  6:^5,  et  on  trouvera 

a*  =  4oo 

zab  =200 


iîSSy  =  6fl5. 


•  >  I 


i3o.  Si  dans  la  formide  précédente  y  on  augmente  le  chiffre 
des  unités  d'une  unité ,  ou  si  l'on  suppose  que  b  devienne 
i  -(-  1 ,  on  trouve  pour  le  carré  consécutif 

=  (a-f*)*-|-'a(a;+i) +i (a) 

eii  observafit  que  a'-f^Qoi+i*  est  =:  (a+ft)*,  et  que  za-^-zb 
peut  se  mettre  sous  la  forme  â(a-f-^)* 

•  Des  formules  (i).  et  (a)  on  conclut  que  lorsqu'une  racine 
est  augmentée  d'une  unité ,  le  carré  est  augmenté  du  double 
de  cette  racine ,  plus  Ikinité,  Ainsi  lorsqu'après  avoix^  trouvé 
les  dixaines  et  les  unités  d'une  racine,  parles  procédés  indi- 
qués dans  l'Arithmétique,  et  que  nous  répéterons  daos  ce 
chapitre ,  et  retranché  du  nombre  proposé  le  carré  des  dixaines, 
plus  deux  fois  le  produit  fait  des  dixaines  par  les  unités,  plus 
le  carré  des  unités,  le  reste  est  plus  grand  au  moifts  d'une 
unité,  que  le  double  de  la  racine  obtenue,  on  est  certain 
que  le  chiffre  des  unités  eà  trop  faible;  et  qu'ainsi  il  faut 
l'augmenter* 

i3x .  En  faisant,  dans  la  formule  (i) ,  .£==  i ,  on  trouve 

Donc,  le  carré  de  â-f-i  ëfst  le  carré  de  a,  ^us  la  somme 
des  racines  consécutives  a  et  a^i*  Desoxte  qa& pour  passer 
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<£tt  carré  d'un  nombre  au  cafré  du  nombre  consécutif,  il  faut 
tfzu  carré  du  premier  nombre  y  ajouter  sa  racine  plus  le  second 
nombre. 

Ainsi  le  carré  de  10  étant  loO;  eeluide  11  aéra  loo-f^orf**!  i« 
c'est-à.-<lire 

100  -f-    ai  =:  lai  ' 
le  carré  de  67  étant  3^49  >  celui  de  58  est 

3a49  +  ^^5  =  3564: 
le  carré  de  5g  est 

3364  +  117  =  3481  : 
ceini  de  60  est 

3481  +  119  =  36oo: 

i3a.  Si  l'on  multiplie  le  carré  de  a-f-^  ou  (a-f*^)*  P^' 
o-f-^>  on  trouvera^  après  la  réduction,  cette  formule 
générale 

(a+i)3  =  a3  +  3a*6  +3a4*+i* (4), 

dans  laquelle  on  lit  que  le  cube  d^un  nombre  composé  de 
dixaines  représentées  par  a  et  d  unités  désignées  par  b ,  se 
compose  du.  cube  des  . dixaines ,  de  trois  fois  le  carré  des 
dixëûnes  par  les  unités ,  du  triple  produit  des  dixaines  par 
le  carré  des  unités ,  et  du  cube  des  unités.  Ainsi  qu  aura  le 
cube  de  25,  en  faisant  a=aO)i=:5,  etdelà^ 


a» 

=: 

8000 

3a»i 

= 

6000 

3ai* 

=3 

i5ob 

i3 

• 

r— : 

laS 

(a5)»  =  i56a5. 

« 

i33.  £n  augmentant  la  racine  d'une  '  unité ,  on  trouye 
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On  voit  donc  que  lorsqu'une  racine  croît  d'une  unité,  le  cub^ 
eroît  de  trois  fois  le  carré  de  cette  raùine,  phis  trois  fois 
cette  même,  racine ,  plus  l'unité ,  ce  qui  fournit  im  caractère 
auquel  on  reconnaîtra  si  la  racine  cubique  obtenue  n'est  pas 
trop  petite  2  puisque  ^  dans  ce  cas^  le  reste  exçédera'^au  moins 
d'une  unité  trois  fois  le  carré  de  cette  racine  augmentée  du 
triple  de  la  racine .  elle-pis^Q.  .  ^ 

i34-  ^  multipliant  (a  +  by  par  a-f^b,  on  formera  la 
quatrième  puissance,  de  û^i>  qu'on  notera  par  (a-f-i)^,  et 
pour  laquelle  on  trouvera ^  après  lies  réductions^         .    .   , 

(a+i)4=aH  40*6  +  6fl?i^+^+^ (6) 

.i35.  Xorsq^i^  l'u5i  de?  ji^  î^çnçiS:  cj  pff  ^^  «pus  IV^po- 
sant  de  la  puiss^cj^.,  ^Ç  Pffc4dé  du  signç.-r ,  il  faut  chan- 
ger les  signes  de  tous  ceux  des  termes  des  déyeloppemei^s 
précédens,  qui  renferment  des  puissances  impaires  du  terme 
négatif,  d'après  la  règle  que  suivent  tes  signes  > dans  ta,  mul- 
tiplication (îg).  Ainsi  des  formule^  précédentes  (i),  (4^^  (6), 
on  déduira  celles-ci  :    ' 


.     (a— i)3=  a»  —  3à^  +  5ai*— *» (8) 

(a-iy  =:a^  —  4^3*  +  &a«ft»— /{a6*  +  M (3) 

i36.  Que  dans  le  déyelpopemeçit  de  (a^-A)^^  on  suppose 
i  =  1 ,  on  aura 

On  conclura  de  cette  dernière  expression  de  (a— 1)*  que  le 
carré  d'un  nombre,  seeempose  encore  du  carré  du  nombre 
imi^^diff^me^t  qonséçutijt^  diminuA  de  la  :^omme  4^s  dfux 
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racines.  Ainsi ,  par  exemple ,  ^  ^ 

(49)«  =  (5è)»  -  (5o + 4à)  =i  flSoo  -  9*9  =  a^oi . 
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i37>  Nous  ferons  cOiUteitre  ici  unç  prii^priété  plus  remar- 
quable dont  jouit  la  suite  des  carrés  des  nombres  naturels , 
et  qui  consiste  en  ce  que  la  dâFéreifce  entre  leurs  différences^ 
«st  constante  et  =  â  ^  â*6ù  résulté  un  moyen  facile  de  la  for- 
mer. Tous  les  nombres  enâerd  et  pôsitife  sont  compris  dans 
ces  formules  : 

3» ,      3»  +  1 ,      3n  -f  a , 

ce  quon  CDmpréndrà4iisàiÀeAt  exrobsettaait  que  tout  nbmbre 
diybé  par  3^  ne  peut  do^er  que  l'un  des  reines  o,  i  ou  a: 
d'ailleurs  pour  nso;  ces  fbrmulcâi  doosent  o^  i  et  a; 
pour  n=i ,  elles  donnent  Z^  /^  et  b\  pour  n=a,  on  trouye 
6,  7  et  8;  ensorte  qu'on  obtient  tous  les  nombres.  Nous 
formerons  donc  le  tableau 


Nombres. 


Zn 

3»  +  1 

3rt  «f*  u 


:feBt±a 


,    Carrés. 


I.  , 


a»* 


i^"  differ. 


fl^"»'  differ. 


.^ 


G71+  1  et  Gn-}-3  étant  les  différences  eutté  le  âebdnd'éarré 
et  le  premier ,  te  troisième  carré  et  le  second,  et  &Ut  dif- 
férence entre  ces  detli^  pi^emières  différences  :  or  les  trofe 
formules  de  la  deuxième  coTôûhe  représentent'  Tés  cârrés~  dé 
tous  les  nombre!»  passibles ,  6%  on  voi^que  les  secondes  diffé- 
rences  sont  totijpur.s ,  le«  mêmes  elr  dôhstaniment  :=sâ. 

Msâûténant  étant  do^és  les  deux  pfieâiiérs  carrés  o  .et   i ,  ^ 
et  conséquemmënt  la  première  dSerenee  t=  i  ;  on  former^ 
\^'  dfflFéfcînseâ  pfêmiâ'C5C5(ni8écutiYe5p^TO  «}^ 


/ 
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difFére&ce  précédente ,  et  on  aura  ;    ,  . 

Secondes  difFér...  a,    a,     a,    a,    a,     etc. 
Premières différ...     i,     3/   5,    7,     g;     etc. 

Ayant  cette  ligne  des  premières  différences,  on  dira  r 

i  =  (0» 

9  H-  7  =  iS  =  (4)« 

16  +  9  =  a5  =  (5)« 

etc. 


■»    <»  ^    1     «• 


.^. 


et  on  formera .  de  :  cette  manière  la  suiÉe:  dee    carrés    des 
nombres  i^atur^s.i     :.  .     :  ..;;..,    ,.» 

Mais  les    nomiifies!:  naturels  sont  ^  aussi  comf»^  dana  ces 
formulé»:  .  ..  .  .  i  .  .  .   ., 

'  4n,      4*+^,'    ■  4n  +  a,  .    4n+3:' 

en  effet,  pour  n  =  o,  elles  donnent  de  o  à  3;  pour  »=i  ' 
elles  vont  dé  4  a  7,  et  àinsî  de  suite.'  Si  oh^fait  les  carrés 
de  Ces  formules/et  qu'on  prenne,  1'**;  les  différences  pre- 
mières; a®,  les  différences  secondes,  oîi  trouvera  encore  que 
celles-ci  sont  constantes. et  =a  ;.  ce  qui  doit  driver,  puisque 
ces  carrés  répète;nt  les.précédèns.  r*    •       -'.....  j  -  i. 

.Pour  les  cubes  des  nombres  natureb',  l«tf  différences  troi- 
sièmes seront  conistantes  et  ==  6,  ainsi  quWieyérra  dan» 
le  tableau  suivant  :. 


I  .<  ^  I 


Nomb. 


Bça: 


Cubes* 


41+1 


64^3+  48n*4-  ia«+,  1 
4/îH-!^64n3+  96/1*+  48«+.8 
4«+5  ^rP+ 1 44/1*4- 1  o8;j+a7 


.JL.  Jl!    .ij 


l«re« 


</f^. 


■^ 


n^-l-ia/i^-i  r 

487i*+3'6'/i-^  7 

48n*4-6orï'-f  ig 


==!«' 


.. 


34n-f^  6 
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EIFectiyement  les  cubes  de  la  suite  des .  nombres  naturel* 

îont  :  , .      .   '  ^ 

1,    8,    227,    64,     125,    ai6,    543,    etc. 
i''"diff.=    7,  .19,  .37;,.  61,      91,     127,    etc. 
2^'  diff.  =  .     1»,     18,  .;24,     3o,.      36,    etc. 
3"  difF.  =  6,      6,      6,      6,      etc.   ,, 

et  on  voit  clairement  qu'étant  donnés  les  trois  premiers  cubeâ 
1,  8,  27 /on  formerait  les  dijOTérehces  premières  7,  19;  da 
celles-ci  on  déduirait  la*  différence  seconde  12,  et' au  moyen 
de  la  diiFétence  tx'ôisième  constante  6,  on  continuerait  aussi 
loin  qu^on  voudrait  les  lignes  dés  différences  secondes  etpre^ 
mières ,  et  de  là  on  conclurdt  la  suite'  dès  cubes  des  nombres 
naturels.  Ici  les  ^mniles  précédentes  5n,  Sn-f-i^  Sn-f-^^ 
n'aursneiit  pas  été  conv^ables,  pafcéqu'on  n'aurait  pu  par- 
yenir  à  la  différence  constante. 

i2|8.  Qn  peut  r^mmffi^  qoe  le  carré  des  dixaines ,  est  !• 
carré  d^  cbiffre  4e«  ^ixûp^s,  suivi  de  deuscséros;   que  !• 
double  produit  4c^  diyaised.par.lea  |inité9.>  est.  celui  donné 
par  la  mÇrne  0pér.^ti(>ii^  faite  sur  li^9.«jt^ôffireaj4es  dixaine^  et 
des  uptéft^  ce  produit  ^pu^t  suiyi  d*un./:?éro*  .Gin^ratement'^ 
qael  que  soit  ]b,  xiçia^r^  4ee.  çbij&e«  de  in,  tacine^  dansf  l'&lé*' 
Tatio^  au  carré,^^qf^,  j^e^ifail;  les  opérations  indiquées  par 'les 
fojgkyl^  sur  les  cjbiifreSf  dç3  dixaii^es.,  iCentaijdes,  etc. ,  qu'en 
les  considérait  copimi^^de^, chiffres  d'umté^r-.simplea,  puis  à  b^ 
suite  de ^ ces  pro}^uits,,onjéçri^  deux;  trois, . eïc.-  zéros  poonr 
en reyiexûrv à  ceu;x. qu'on  adi^ faire. Xed. ebse!krviitk)ns  s'étendent 
à  la  formation  du  cube   dun  .nombre,  .quel- -.qu'en  soit,  le 
nombre  de  cVffres.  D* après  cela,  dans  le^r^^p^r  du, carra  et 
du  cube  à  là  racine,,  il  ne  faudra  opéreTjqiie  sur  les  partiel 
significatives  des  tjermes    dont  ^e  compo^e];^  peft  puisâa^ices, 
et  on  connaît  d'avance  les  places  qu'elles,  .pccnpent  dans  ces 
puissances,  puisqu'on  sait  combien  plies.  laLssejit  de  stérps  â 
Uur  ^oite.'On'frouve' ainsi  les  chiSrei  success^s  de  laiobr 
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«mey  â  là  vérité^  cbtrime  chiffrée'  d'imités  simples,  mais  aussi 
leur  ordre  est  donné.  Appliquons  maintenant  ces  notions  pré- 
limjn^e^.   Les  formulas 

/  (a-f  fiy  =  à»  +  doi  +  ft» 

indiquent  clairement  la  suite*  des  opérations  aritHinéfiques  à 
faire  sur  un  nombre, donné  comme  <:an:é  ou  comm^  cube,  à 
relFet  d*en  extraire  les  ^racines  carrée  et  cubique.  Nous  sup- 
poserons les  dixaineà  représentées  par  a  etlesunité^par  b , 
et  qu'on  ait  à  extraire  la  racine  carrée  de  34^1  :  oe.noxnbre 
n'ayant  que  quatre  cÛfFres,  la  racine  n*en  .aura  fue^.deux, 
.  savoir,  dés  dixàinea  et  des  unités.  JLq.  carré  ^^n  cl^iifre  ^e^ 
dixaines  laisse  deux  zéros  à  sa  droite  ;,  il  est  donc  dapç.  3^  > 
qui  peut  renfermer  quelques  centaures  en  ,sus.  JLe  plua  grand 
carte  compns  dans  04  est  a5  dontla^racuie  est  5.,_^qQn3tr9yant 
aS,  ou  plutôt  flSoo  =  a*  du  carré  totale  reste  981 ,  qui  con- 
tledt  aab^b^;  dtt  VafiâSbgUe.  1^8s«dà  ti^dûtèr  6 ,  du  le  efiSTre 
lies  unités  :  comm^  l&  produit  fiùb'iêtfèhaSnSp^'iAït^o, 
on  difvisera  la  partie  g8  par  fi.S  e=±  lo^  -dé'  qtii  te^eilt  Bieh 
À  la  division  Squ'on  di^mt  faif^dé  aOb  pàtt,  ëti  dé'  3^0  "^âr 
f^Atsziooi,  et  JOn  aura  lé  cjubtielit  ^.  'fFàsim  1â  séK^ttM., . . 
4te»^4?»=gbo4-8i  ^d^i  ,^ét  ^^Wfrjr^t',  dii  feiif a iftfb {r«fr 
reSste;  ce  qui  »*amvtt^^è  fJârôeqûë  ^lé  àoflîbré  prc^^yée  ^ëèt'tm 
carré  parfoit  :  la  nsafcbë  âerâif  k  inémfé  4SrA  fe 'èâs  t^ÎKfSe. 
'Nous  observerons  q&é  le  chlflre  déS'<ftÉaf£èè,  dbfëhu' cofaime 
nous  Favons  *t,  ,iiê  peut  pas^  être  ttô^^kiii;  àutrèmèhé  une 
portion  d'un  carré  «émit  ^life  grànaë  q^e  fe  tbafté  tBMr  ;  -"^ 
Soit  le  notafai'à  flo5570 ,  ddrré  bu  deuiinàé  I^  f i^ina  ai- 
bique:  cette  Mbiùé'infe  peut  av6if  ^Wé  deûi^cHfeés ,  puisque 
le  cube  est  entfè.  ibo'o  et   lOodôop  :' elle  ^n*à  donc    que  des 
dizaines  et  ûéà  tàâtês,  que  Uoïis  représenterons  par  ^' et  b\ 
La  partie  significative  du  cubé  des  (àixàirifis  laisse  trois  zéros 
à  sa  droite;  on  preiidrâ  .donq  ïè  plus  "grand  Cube  contenu 
*W  ioS,  lequel'  est  Ï25 ,  dont  U  racine  cubique'  esV^ ;r^ 


'  f 


trancbant  le  cml|e"de  5,  ou  ia5,  3  restera  8057g,  q«îrtn- 
ferme  34'i  +3a^  +  i^.  Or  la  partie  significative  de  5a*i  est 
suivie  de  deux  zéros ,  puisque  a  repréeiente  des  dixaines , 
elle  est  doue  daiisSpS;  divisant  donc  8o3  par  trois  fois  le  carré 
du  chiffre  des  dixaines  ^  lequel  est'  7$^  on  a  pour  quotient 
4=59.  Or  3a*i  =  67600 ,  3ad*:;=  laiSoj  4^=2=743,.  dont  la 
somme  =80379.  Donc  le  nombre  proposé  est  un  cube  exact. 

iSg.  Supposons  qu'on  ait  à  faire  le  carré  d*un  trinôme 
a-f^-f-c;  on  le  ramènera  à  celui  d*un  binôme,  en  repré- 
sentant la  somme  de  deux  termes  'par  une  seule  lettre  :  on 

aura  donc 

■  • 

(a+i-|-^)H=:(a+m)*==:a*4-aam-fm*==a*+fla(4+c)+(i&-fO* 

€t  conséqaeniment' 

.  *  <  •        ■ 

+  ô*  +  2ac 

•      ■ 
on  trouvera  de  lia-  même  manière 

(a-j-i-f-c)», = a* + 3a»4 + 35*à+ SAi -J- Gai*  ; 
•f  fi»  +  V +3fi»c +Z<^b 

es  (o-f;fi)3+3c(o,+A)»+3c«(a+4)+c». 

Qu* on  ait  maintenant  à  ex^air^  la  racine  carrée  du  nombre 
i88356,  laquelle  doit  renfermer  des  cen:taine9£z,  des  dixaines  6 
et  des  unités  c  :  observant  ^que  la  partie  significative  du  carré 
du  chiffre  des  centaines,  est  suivie  de  quatre  zéros,  nou9 
extrairons  la  racine  du  plus  grand,  carré  contenu  dans  18 , 
ou  de  16 ,  laquelle  est  4>  ^^  retranchant  16,  nous  aurons 
le  resté  a8356  qui  renferme  le  produit  aoft,  lequel  est^ 
propre  à  donner  le  chiffre .  b  des  dixaines  de  la  racine  :  la 
partie' signifipatiYe  dé  ce  ptoduit  étout  suivie  de  trois  zéros  ^ 
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maintenant  iel>ddtix  teiitû%%  ûab^t^  9^4000  y  t^=^<yo\  etcpi-on 
retrttcbe'  la^  éonSma  q4^  dë>  â6S5S',  on  aûi^  lé  i16Më  3456  ; 
xfiaisiéfi  cairrt)  «^tâ  on  â^dijà  te«ariché  (d^f>&)%'  l^ttite  pré- 
cédent^ copient  donc âé(if^f^b)^»<^ ,id?aptès\it  sedon^expres^ 
sitm  de  (414-  H^c}*.  "Prmr'  tf<mv^  lé-  dâWrii  e  dés  lAâtês , 
il  £audFa  diviser  le  produit  SK:(xi7f"i)  par  a(a-f^)  '  ^  ^^ 
partie  significative  de  ce  produit  est  suivie  d'im  zéro ,  elle 
est  donc  dans  345  qvà  divisé  par  a.!^  =  8&y^  donne  cs=:/^. 
Mais  âc(a -f- 6)  =s  3440  >  c*=i6^  et  la  somme  =a345&> 
ensorte  que  le  dernier  reste  est  zéro.  La  racine  exacte  est  donc 

Qu*on  se  propose  d'extraire  une  racines  catbiqw^^or  de- 
vrait avoir  trois  chiiFres;  ses  centaines  seraient  a,  ses  dixainesA, 
et  ses^unitô»  c.  La  partie  sigtfificatit^  du  ci&e^  dès  centaines 
est  suivie  de  six  zéros  ^  on  aura  doâc  le  chiffre  des  centaines , 
en  extrayant  la  racine  cubique  dn  plus  grabd  cube  contenu 
dans  la  partie  du  nombre  à  ^uche  des  six  premièr/es  places* 
Retranchant  ce  cube ,  le  resÙi'tiàtSéïnïe'Sct^lr ,  qui  ei^ propre  à 
donner  le  chiiFre  b  des  dixainea  :  ce  produit  5a^.b  est  terminé 
par  cinq  zéros;  ensorte  que  divisant'  dans  le^  reste  précédent 
la  partie  à  gauche'  dés  cfaïq  prfeifiières  places ,  par  trois  fois 
le  carré  du  chiffre  des  centaines ,  on  a*  td  quotient  b  ;  on  re- 
forma a?6-f-3ûft»-fif^  qùitCi^ihplàtà.k  cube  de  a  +  b, 
et  on  retranche;  ensorte  que  le  reste  n'est  plus. composé  que 
d&3&Ça+'ft)»^3c*(a+i)+(?;  dont  lé  pfémîër  tériiîë  SçCa-f  i)% 
peut'  êùMef  te  cMSt^'cdts  ttùitéB.  l^ôUï*  e^k,  en  observant 
^é  {à+h)^  est  lîû  noïfibré^  dé  centaines,  on  divisera  par 
3(<^+*)*  1*  pattié  dùdefrtiéi*  rÀle,  à  gauche  dés  deux  pre- 
mièteÉ  placée^  et  on  auta  le  ciiiBVe  c  des  unités.  JOn  com- 

p&s^k-,  pttB  oh  retï^ètnriKéra  la  ëonriftie '.-....: :l 

3èia^^b:r^9t^Ça+F)^i}^. 

^  x4©..  Si  le  ppljrnoroe  4^Y«r  a»  capri  «ftMù  x| 


^  •• 


ttnu.nn[$I:),ir. 
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on  le  r|mii/ifltf«ràrU  focmë.â'ilii^bbioiBfi^;  en  nprtanuat? 
trois  terme»  paruoei  senle^  lettre-,  ou  la  somme  de  deoz.pari 
ime  Iettre>  et  celle -de  deux  autre»  par  atteraatrftilettBft^  ttr 
on  trouf^^,  apriàs  les  dévrelappemwe^ 

.  '      ',        "  ■  ' 


et  panr  la  cttbdi 

+cP  +6icrf 

Ces  deux  fermnles  serriront  a  extraix^e  uneracine  carrée  ou  eu- 
bique  d'un  liombre  à  quatre  efaiffrès  ;  et  albfs  à  repréâetxtera  les 
mille  y  b  les  èeutamea^  c  les  dixaioes ,  et  e)afia<2.1e%uiij(té^;  et  raî- 
flonnant  comme  on  Ta  fait  précédemment,  on  trouvera  d*a]y>rd,  ' 
ap.  fuqj^  4e  i^^^àb ,  é  HrS^/^o  ^  4/enic  premii^vs.cbifllrea 
de  la  racine  :  l'opération  arithmétique  pour  trouver  le  trol* 
sième  cUifiFte,  seta  indiqtié^e ;  {)dur '  la  ^acîçe  carjél,,  par 
^(^(a+iDS  €t  pour  là  racine  cubi<|ùe,  p^r  3c(a+ii3*.  Quant 
ail  quatrième  chiffre  d^  il  faùdta,  pour  le  carr^,  lpr^qà*on 
sera  parvenu  au  reste  flJ(a-|-Ô4-c)-f d*,  diviser  la  purtire  à 
gauche,  du  premier  chiflBre,  piùraCâ-^*-f-c),  etpoUrïecnbe, 
après  avoir  soustrait  ^successivement  les  parties  («+'i)*# 
5c(a4-i)»,,  5c*.  ta.+ i  ) ,  c«,,  xlîyipér  1*  partie  d^tétte*  à 
gauche  des,  diaux.  premières,  plaicôii,  pw:  5(¥+ô+c)**  ll*9r 
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rait  l^acile  de  préparer  des  foiiamles  analogue^  poiur  les  Car-' 
rés  et  les  cubes  de  polynômes  de  cioq^  six  ^^  etc.  termeis^  et 
compcie  à  la  seule  mspéction  d'un  carré  et  d'un  cube- donné»  ^ 
on  devine  aisément  le  nombre,  des  chif&es  de  lai  téAiiae  y  on 
«aurait  à  priori  à  laquelle  de  ces  formules  on  doit  comparer 
le  nombre  donné.  \     ' 

r 

i4i-  Si  le  nombre  donné  n'est  pas  un  carré  ou  un  cube 
parfait,  il  ne  peut  avoir  pour  racine  exacte  un  nombre  en- 
tier ^  car  -alors  la  puissance  serait  parfaite  r  Nous  allons  dé- 
montreif'^q^  ces  racines;  xiQ  peuvent  êtiie  des  fractions  ,  et 
d*abord  nous  ferons  voir  que  le  produit  de  deux  nombres 
premiers  chacun  avec  un  autre  nqpibre,  ne  peut  être  divisé 
exactement  par  celui-ci. 


1  \ 


Soient  p  etp^  deux  npmbres  premiers  avec  ^,  je  dis  que 
chacun  de  ces,  nombres  n-'étant  pas  divisible  par  ^r,  leur  pro- 
duit ne  le  sera  pas  non  plus/  £n  effet,  soit^  s*Ù  est  possible > 


-{ 


P— 1 
'^~p'' 


^  d'où      £  = 


^  q  étant ,  par  hj^othèse ,  un  nombre  entier.  Or  p  et  t  étant 
des  nombres    premiers  entre  eux    et  inégaux,    la    fraction 

-  est  réduite  à  sa  plus  simple  expression;  donc  les  terme» 

de  la  fraction  -^  sont  respectivement     égahx  à  ceux  de  la 

premières,  ou  ils  en  s^jt  les  mêmes  multiples  :  or  p'  ne  peut 
être  multiple  de  t ,  donc  il. ne  peut  que. lui  êtr^  égal;  donc 
si  ^/  diviseur  de  pp\  n'est  pas  égal  à  p,  il  est  nécessaire- 
ment égal  à  p\  On  étendrait  de  proche  en  proche  la  proposi- 
tion à  un  produit  pp'p"^ d'un  nombi^e  quelconque  d^ 

"nombres  premiers. 

;    -n  suit  de  ce  théorème  dû  à  M.  Maurice  de  Genève;  cour- 
> iidéré,  dans  le  cas  où  les  nombrea^p,  p'^p",  ètc,  deviendraient  - 

-.  o  •  / 
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igaïucy  que  fi  deux  nombres  a,etb  sont  premiers ^  entre  eux, 

les  JrQcùons  ^9  ~t  ne  pourront  se  réduire  à  des  nombres  en- 

tiers  fCAv  tbut  fiacteur  de  b  ne  pourra  l'être  de  a ,  sera  premier 
ayec  a  ^  et  conaéquemment  ne  pourra  diviser  a*"  ^  ensorte  qué 

la  fraction  -y-  ne  pourra  devenir  un  nombre  entier ,  d'après  le 

théorème  précédent.  Je  dis  maintenant  qu*il  en  sera  de  même 

de  ^ ;  en  effets  si  Ton  pouvait  avoir  p-  =  ç ,  comme  on  en 

déduirait  -^  =î=  f  i  ^  a"*  serait  donc  exactement  divisible  par  b , 

ce  qui  n*^  pas  lieu>  De  la  non-divisibilité  de  rp  >  résulte,  celle 

de  p-i  Tj"^ î«  ^  Âï»*  Appliquons  maintenant  ces  consé-' 

quences.  Par  exemple ,  ^/a  étant  >  i  et  <  j/a,  et  ne  pouvant 
coAséquemn^ent  être  un  nombre  entier ,  supposons  p^a  =  ?  > 

doù  â  =:=7^>  T  étant  une  fraction  réduite  à  sa  plus  simple 

expression  :  dsins  Thypothèse  actuelle  et  d'après  la  consé- 

quence  précédente,  -rr^  ne  peut  être  une  fraction  ;  elle  est 

donc  nécessairement  une  fraction  décimale  infime  et  non  pé- 
riodique. On  fêtait  voir  de  la  même  manière  ^*il  y  aurait 

absurdité  à  supposer  |/n=ST  >  n  n'étant  pas  une  puissance 

de  Tordre  m.  On  peut  encore  démontrer ,  d'après  ce  prin- 
cipe ^  qu'une  fraction  ordinaire  ne  peut  être  réduite  en  une 
fraction  décimale  terminée ,  que  lorsque  son  dénotnin(ffeur  est 
un  multiple  de  sa  ou  de  5 ,  ou  de  s^  par  5.  Car  soit  cette  frac- 

tion  réduite  à  sa  plus  simple  expression  -  '•  on  aura  ^  pour 
exprimer  la  condition  énoncée,  t  =  — jr>  '^  «t  p  étant  des 


* 


/ 
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nombres  entiers  et  positifs  ;  donc  n  ^        ,         Donc  poix: 

que  h  soit  entier,  il  fiaut  que  lo^  soit  divisible  par  b  ;  or  i 
ne  peut  avoir  que  les  diviseurs  a  et  5 ,  ou  des  multiples  de 
et  5,  ou  de  â  par  5;  donc  b  doit  dtre  un  de  ces  dmsettrs. 

i4^.  Les  racines  des  puissibces  imparfaites  sont  donc  des 
fractions  décimales  infinies  et  non  périodiques.  Ceé  sortes  de 
nombres  sont  dits  irrationnels  ou  incommensurable^,  parce*- 
qu'ils  n'ont  pas  de  commune  mesure  avec  Tunité  (89,106). 
Nous  ob^erverona  ici  qu'uiie  fraction  est  un  non^bre  con^ 
mensurable  ;  car,  que  l'unité  soit  divisée  en  neuf  parties  égales^ 
et  qu'on  prenne,  par  exemple,  cmq  de  ces  parties,  on  aum 
la  fraction  |  qui  a  un  neuvième  pour  commune  mesur»  avec 
l'unité.  Telle  est  donc  la  notion  qn'on  doit  se  fonner  deê 
nombres  commensurables  e$  incommensurables. 


14s*  Mais  «on  peut  aussi  proposet  d'extraire  une  racine  i 
moina  d*^me  fraction  -  prèsu  Soit  n  un  nombre  quetconque , 
entier  ou  fiactionnmire/  on  en  demande  la  rùcino  du  degré 
,ni,  â  rnoins  dune  fracùctn  ws^née  -. 

Si  Ton  mifltiplie  le  nombre  n'par  T- j  ,  la  racine  m*** 
du  produit  à  extraire  ,  i  moins  d'tnie  unité  près  ^  sera  mt^ti- 

pliée  par  ^  ;  il  faudra  la  diviser  piu*  ^  ^  ou  la  multiplier  par 

■  ...  • 

^- ,  et  par  là  on  ne  prendra  qu'une  partie  ^  de  Terreur  qui 
est  plus  petite  que  l'unité.  \ 

On  demande ,  par  exemple ,  la  racine  cubique  de  12  à  moins 
de  I  d'unité  près. 


DVAxLlGAÈABIAiE: 


m5 


la  ou  de  -^  >  est  -  =  3  ma 


^La  raâne  cubique  de  (-^j  . 

divisé  par  |  ou   multiplié   par   f  est  a.  En  eiFet  le  cube  de 
22  est  8  plus  petit  que  id  ;  et  d  augmenté  de  §  est  f ,  dont 
le  cube  ^  est  ylus  g]cpxi4  qi|e  92.  Qip^cTla|véritable  radna 
«st  entre  fi  et  a  -f"  |* 

On  trouvera  que  la  racine  carrée  de  ii^S  ^  à  moins  de  7^^ 
^Lsvaiiéiptès  y^est'^fji^.  ^£n»bflEet  cette^iaouM««8t«tsop^pe1ste  ; 
mais  augmentée  de  jf7v<^-<^^«^^9Pcg^^^®* 

SoU  proposé  de  trouver  v^n  à  moins  de  ^  |/'n  près. 

On  Qakiilera'  d*abord  la  racine  m'"'  'de  nk  mobs  d'une 
muté  près  ;  liéâignant' cette  ralcine  approchée  par  &,  il  ne 

«agûraplu^qpe  û^fSBTaàir^}/nt  à2tmoinftrde'&&«pxè8  yoe  qviQn 

{era^^  après  ce^qni  a  été  dit  ci-dessus. 

Par  exemple ,  pQupofc^Rii:  la  rjl^in^.ç^ncçe j^a  J^^à^moio» 
des  ^  de  cette  racine  près»  <Qn,çlieT.ç]t^era^à,^iQ3  ,d'uQe 
vnîté  près,  rla  racine  carrée  de -î^j?u. de  4^,  ^%^^  trou- 
vera 18.  n  restera  donci,.ç;2çt]:aire..la  T^CJjpe  fiftn:(4e/4e-,^^.i 
moins  de  ~.  i  8  ==  ff.  On  trouvera  ppùr  répiç^iv^e  ^.  En  .effet 

cette  cacine  csttrpppjpJitp^etaugmwt^de.^jpUriJe?*  Ja^tc* 
^  eUe  est  trop,.graode. 


\ 


I         * 
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CHAPITRE    X. 

V  '  .     ■ 

Vextraction  des  racines  carrées  eèj  cubùf^es 

•     des  polynômes. 


i44.  D 


Alf  s  le  chapitre  précédent  y  nous  avons  ex^iosé  les 
formules  des  carrés  et  des  cubes  des  binomçf  ;  nous  avons 
même  enseigné  là  élever  à  ces  puissances  des  poljmomes  com- 
posés d'u^  nombre  quelconque  de  termes  >'  et  nous  aidons 
trouvé  dans  ces  formules  les  règles  pour  repasser  d'un  nombre 
donné  comme  carré  ou  comme  cube,  aux  racines  carrées 
et  cubiques  :  nous  nous  proposons  ici  de  les  étendre  aux  po- 
lynômes. Si  nous  avons  séparé  tes  opérations,  c'est  parcequ'en» 
passant  des  nombres  aux  polynômes^  on  est  indépendant  de 
tout  système  de  numération,  ce  qui  fait  que,  par  rapport  à 
ceux-ci ,  on  n'est  pas  généralement  astreint  à  trouver  les 
termes  de  la  racine  da]|p,un  ordrie  déterminé,  comme,  il  arrive 
^ar  rapport  aux  nombres.  D'ailleurs  on  sentira  mieux  les 
raisons  qui  ont  déterminé  cette  coupure ,  lorsqu'on  aura  saisi 
l'ensemble  de  cette  doctrine. 

i4^.  Supposons ,  pour  comn^encer  par  un  exemple  simple, 
qu'on  ait  à  extraire  la  racine  carrée  du  trinôme  - —  éflb  +  &* 
+  ^  ;  comme  ce  polynôme  a  trois  termes ,  il  peut  être  le 
carré  d'un  binôme ,.  et  on  le  comparera  à  celui  de  a  -f-  ^  ou 
de  a— 6  :  conmie  l'un  des  termes  est  affecté  du  signe  — ^^ 
il  est  naturel  de  le  rapporter  au  carré  de  a  *— *  6  ^  qui  est 

(a  — i)»  =  a»  — aa6  +  i^. 
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à  Ytffet  de  trouver  la  règle  à  suivre  dans  re!!ctraction  de  la 
racine  carrée.  Mais  comme  les  termes  de  eette  formule ,  'sont 
ordonnés  9  ou  rangés  suivant  les  puissances  décroissantes  de 
la  lettre  a,  il  est  nécessaire  de  disposer  ceux  du  poljmome 
donné,  d'une  manière  analogue  ,  et  cela  afin  d'appliquer  dans 
le  même  ordre,  ou  suivant  la  même  succession,  les  diifé- 
rentes  parties  de  la  règle.  On  écrira  donc  le  polynôme  proposé 
ainsi  ^'il  suit  :  ^ 

Alors  on  peut  dire  que  /^a*  est  le  carré  du  premier  terme 
de  la  racine  ;  que  —  j^âb  est  le  double  du  premier  terme 
par  le  second,  et  que  b^  .est .le  carré  du  «ecbnd.  jExtrayant 
la  racine  carrée  de  ^\  on-  a  aa  premier  terme  de  la  racine 
cherchée  :  retranchant  son  carré,  on  trouve,  pour  reste 
—  4^6  +  i*.  Divisant  —  4^b  double  produit  du  ^emîer  terme 
connu  de-  la  racine  et  du  second  qui  reste  à  découvrir ,  par 
le  premier  terme  de  la  racine,  on  aura  le  second. 

Mais  si  l'on  n'ordonne  pas  le  carré  ou  le  polynôme^  pro- 
posé ,  ainsi  que  nous  venons  de  le  supposer ,  on  ne  doit  plus 
exécuter  ces  diverses  opérations  dans  Tordre  assigné  précé- 
demment. Alors ,  au  lie^u  de  premier  ^t  second  termes ,  il 
faut  dire  :  termes  de  plus  haut  et  de  second  exposant.  Ainsi 
on  énoncera  la  règle  comme  il  suit  :  i°.  Extraire  la  racine 
carrée  du  terme  de' plus  haut  exposant  d'une  lettre  prise  à 
Monté  y  en  faire  le  carré  et  lé  retrancher;  diviser  le  terme 
de  plus  haut  exposant  du  reste  par  le  double  de  ce  premier 
terme  de  la  racine ,  ce'qj^i  donne  lé  second  terme;  puis  faire 
k  double  produit  de  ces-  termes  ,  et  le  carré  du  second ,  et 
retrancher  cette  somme  ;  telle .  est.  la  modification  qu*on  doit 
faire  subir  à  l'énoncé  de  lajrègie,  lorsqu'on  n'ovdoone  pas  ^ 
pol3mome.  Cette  observation  est  faite  ici  une  fois  pour  toutes, 
et  on  trodvéta  à  lâr  fin  de  ce  chapitré  toute  cette  tbéorie  dé-", 
duite  uniquement  de  cette  xcmsiâératiosu 
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'Non»  joindrons  ici  le  ^iipositîf  de  l'opétlttioa  que  sous'  ayons 
détaillée  j^naJitiit. 

■ 

Carré  donné.    (  racine. 


4^ 


iffi 


i^rcate, ...  —  éfib  -f-  6* 


a' reste o 


Au  lieu  de  a«-^'6  potir  TJM»ia»,  On^ponirait  prendre 
•—  (  sa  «*-*  &)  SIS  •—  sa  4*  ^  >  paf<cttqoe  le  earré  d'une  qnan-- 
tité  négative, 'est  le  métna  que  celui  de  la  même  quantité  prise 
positiyeiiient  (104). 

146.  Généralement  y  on  peut  ooi;(8idérer  un  poljmome  dont 
on  demande  la  racine  carrée  y  comme  un  dividende  dont  on 
âùmt'à  trouver  à-la-fois  le  diviseur  et  le  quotient  ;  ensorte 
que  si  le  diviseur  pouvait  être  donné  dans  eette  question ,  la 
recherche  du  quotient  ne  serait  autre  que  celle  dé  la  racine. 
De  cette  manière  d*envisager  la  chose,  il  résulte  pardonner 
est  une  opération  préliminaire  à  Textraetion  de  la  racine ,  ainsi 
qu'elle  l'est  à  la  division  :  c'est  ce  qu'on  verra  mieux  encore 
lorsqu'à  la  fin  de  ce  chapitre  nous  présenterons  eette  théorie 
sous  un  autre  point  de  vue. 

147-  Soit ,  pour  tecoad  >  exemple ,  à •  extnûre  la  >  racine  da 
polynôme  ga*  '—  laoé  -^  6ac  4-  éf}c  +  4^  +  c*  j  déjà  tout  oiv 
donné  par  rapport  à  la  \iàxtt  a.  D'aboocdce  poljmome  ayant 
Ip  termes ,  devient  ctHaparable  à-la  formule 

(o  +  i,+  c)*Œ€^HHaafr+ata+6»r^c*, 
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qui  nous  âonnera  la  règle  à  sniyre  ponr  passer  du  carré  à  la 
racine;  en  observant  que  cette jrègle  suppose  essentiellement 
qu'on  ^ait  arrangé  les  termes  ainsi  qu'ils  le  sont  dans  la  for- 
mule^  précédente  qui  sertde  type.  £t  même,  pour  rendre  la 
ciiose  plus  claire,  nous  ôpérenms  d'd^ord-surlepeljnome 

a*  +  âaô  +  aie  -4*  6*  +  c*, 

Après  avoir  trouvé  le  premier  terme  de  la  radne-^Bi  est 
la  racine  carrée  de  c^ ,  et  soustrait  «son  carré  a*.,  on  ren- 
contre pour  premiers  termes  du  reste  soi  -f*  flttc  qui ,  divisés 
par  le  double  de  a,  donnent  l'un  le  quotient  b  ^  et  l'antre  c  : 
si  c'est  b  qu'on  a  trouvé^  on  reforme  ces^deux  termes  aa&  -|-  &* 
qu'on  soustrait ,  et  le  premier  terme  du  reste  est  sac  qui 
divisé  par  sa,  donne  c.  Ce  ttoiûème  terme  obtenu ,  on  fait 
la  somme  du  double  produit  des  deux  premiers  termes  par 
le  troisième  et  le  carré  dé  cetroisième^erme ,  et  on  Retranche 
le  tout  du  reste  précédent.  Ensorte  qu'on  a  successivement 
ôté  de  la  formule  toutes  lies  parties  dont  elle  se  compose. 

En  effet  la  fomude  trouvée  (1S9) , 

(à-f;é+c)*=:(a+i)*  +  n(a+4)c  +  c^, 

fait  voir,  qu'apriès^ qu'on  a  soustrait  du  polynôme  proposé  le 
catré'dfe  û  +  i>  o^  des  deux  premiers  termes  de  la  racine, 
le  reste  contient  encore  deux  fois  la  somme  des' deux  premiers 
tennesdelaracine,parletroisième)pluslecàrré'du  troisième. 

'  Exécutons:  maintenant  toutes  ces  opérations  et  dans  le  même 
ordre  sur  le  polynôme  proposé,  après  avoir  eu  soin  de  Tor- 
donner, par  rapport  à  la  lettre  a  par  exemple.  On  verra  ici  le 
dispositif  de  l'opération» 
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Carré,  (    racine. 


/  6a  double  du  premier  terme .' 

(— iaa6+4i»+4ic+c»  ; T  ,    .    , 

1  ""restai      ^      1  -r-   •  ^  6a— 4*do^*^*8  2prem.temi. 

|—  oac  '  _— 

— I3ai+4i» 
a*rcste...— '6ac        -}-4*^+^ 


'        —  6ac^      -i-^c — c* 

£—1 

3*  reste o 


i"".  Ilia  raciiie  du  premier  terme  est  3a;  dont  le  carré  ga* 
retranché  du  poljmome,  domie  le  premier  re^te. 

af*.  Le  double  de  3a  est  6a  ^  par  lequel  divisant  —  i&aS , 
il  vient  —  qB  pour  quotient ,  ou  pour  second  terme  de  la  ra- 
cine. Faisant  le  produit  de  deux  fois  3a  par  1— -26  et  le  carré 
de  —  2&y  puis  retranchant  cette  somme  -*  i2a£-f-46^  du 
premier  reste ,  on  trouve  le  second  reste. 

V  3*.  Par  le  premier  tenue  6a  du  double  6a—  4^  de  la  racine 
obtenue,  on  divise  -^Gac,  ejt  il  vient  —  c  pour  troisième  et 
deriiier  terme^de  la  racine  ,  lequel  résulterait  encore  de  -^  4^c 
divisé  par  -«-  4^  ;  puis  faisant  le  double  3a  —  26  pav  —  c  et 
le  quarré  de  —  c,  et  retranchant  cette  sonpie  du  second  reste , 
on  obtient  o  pour  troisième  reste. 

Le  polynôme  proposé  est  donc  un  carré  parfait  ayant 
pour  racine  3a  —  ab — c,  ou —3a -f» 26  +  c , d'après  la  re- 
marque faite  précédemment. 

148.  Si  le  quarré  proposé  a  plus  de  six  termes ,  il  faut  qu'il 
en  ait  au  moins  dix  pour  admettre  une  racine  de  quatre  termes , 
et  pouvoir  être  un  carré  parfait  0^4^)*  ^SJX5  ce  cas,  oa  le 
comparera  avec  la  formule  générale 
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tt  en  supposant  qne  le  ^Ijnome  proposé  soit  de^  termes,. 
cm  suivra  d^ns  l'extraction  de  sa  racine  la  règle  suivante  que 
nou9.déYelopp.erQnSiSurla  fonpnle  ^e^méme.  . 

La  racine  carrée   de  a*   est  a;  retranchant   le  carré  a*;* 
puis  divisant  âa&  par  aa,  on  trouvera  b  pour  second  terme 
de  la  racine  :  si  on  eût  divisé  aac  ou  nad  par  12a ,  on  aurait  ob- 
tenu le  troisième  ou  le  quatrième  terme  de  la  racine.  Suppo- 
sant donc  qu'on  ait  fait  la  première  division  ,  on  formera  les 
deux  parties  nab  -f*  b*  qui  complètent  le    carré   de  ce  -f-  6 , 
cuis  on'  retranchera  ces  deux  termes.  Le  reste  renfermera 
encore  deux  termes  de  plus  haut  exposant  de  a  ^  savoir  aoc , 
2ai;  le  premier^  divisé  par  aa,  donnera  le  troisième  terme  c 
de  la  racine  :  faisant  alors  la  somme  aac  +  ^^c  +  <^>  ^^ 
complète   lé  carré  de  a  +  ^  +  <^>  et  retranchant  cette  somme , 
il  restera  tuid  pour  terme  de  plus  haut  exposant  du  reste  , 
lequel  divisé  par  ao' donnera  ^  enfin*  le  ^quatrième  et  dernier. 
terme  de  la  racine*  Si  maintenant  on  fait  la  somme  aad  -f- 
2W-f.ac£i+d*qui  complète  le  carré  de  a^-b^c+d,  et  q$i*ôn 
le  retranche*  ^   on  effacera  tous  les  termes  restans.  On  sera 
averti  par  ce  dernier  reste  zéro ,  que  le  polynôme  proposé  est 
un  carré  parfait.    ' 

i4q*  Les  élèves  ferpnt  bien  d'appliquer  ces  précepte^à  l'ex- 
tiaction  de  la  .racine  de  quelques  carrés  de  dix  termes  quils 
composeront  à  volonté  :  ils  feront  bien  aussi  de  s'exercer  à 
trouver  les  transformations  suivantes  : 

K       3a»-f-Çac-f-3c»        a+c         \y5         Ja+e-      . 
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Nous  leur  contefllons  encore  d'effectuer  les  extractions  des 
racines  carrées. des  pol3miomes^sidyan8/  qûir^&uâfà'  '{^éa— 
lablement  ordonner; 'mais^  pour- que  la  chose  soit  plua  facile 

par  rapport  aux  carres  5^  et'4^   on  multipliera  3^  par  d^  et 

4^  paria  •  :  IftS'raciBesile^seKant'pdft  aï  et^o  i  .etiçwJes  dz^ 
\îs0ra^pac  cas  £a^taun.  Cette  prpparatktt.est:àado|jaehà«  iedle 
dont  nous  ayons  fiot  nsageL(8é$  ^  er  noiiii^WiplQyoit»  par  ]« 

mei^e  raison  i 

^ -^    •     .  ^    -;.    ' 

3^......  4*'-f.air4.  ^ 

a» 


Après  les  réductions:,    on  trouverai  qua^  la.  racine   dé  5*. 

est   — ■ — , 

^  ê 


m 


carré  dont  la  racine  est    |/^    a'^^^l^    ^«i/ 

Les  instituteurs  multiplieront  ces  exemples^  en  les.,  variant 
convenablement.        -     -    -  v .  ^  ^^ 

i5o.  Supposons  qu'on  ait  a  assigner  la  relation  qui  doit 
exister  entre  les  coeffipien».  A,  B  ^  C,  Ù^  £  et  È^^  pour 
que  le'toâpoiQ^ 
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loit  un  carré  pax£nt  :  pov  la  déooumr^  il  est  toat  natu- 
rel de  coBxparer  ce  trinôme  avec  la  formule 

dins  laqiieUet  oik  lit.qae  le  canré  de  la>  moitié da  cepffirirnt 
dax^quie8tâ*é^».dokétra  égal  au  psodnit  du  coefficient  de  o:*^ 
qui  eat  a^,  parole  tanne  sans  x,  ou  par  &*.  Prenant  les  qnaiH 
titét  analogues-  dana  le  trinôme ,  on  trouvera  qne  pour  que 
la  ceadteion  énonoéa;  seit  remplie,  il  faut  cp»  Tégalité 

(52^  — a^£)»  =  (i»  — 4-rfO  (Z)*-.4^/0, 
qui  n'est  que  I4  suivante 

soit  satisfaite  j  ce  -  qiH*  peut-  «rnver  pw  pkmeiu's  nombres  dif« 
férens  écrits  en  place  de  ces  lettres.  Dans  ce* cas,  la  formule 
cx'^'b  de  la  racine^  devient 


tn  observant    de   remplacer   a   et   b  par    les   équivalens 

iSi.  De  oe  queles  carrés  d'm  monôme,  d'un  lûttotte, 
d'un  fi:^<»ne,  etis. ,  raifermetot  un,  trois,  six,  etc.  termes, 
i  suit  que  des  pôfyhomes  dennés  comme  carrés,  et  dont 
le  n&Bobre  des  te)rmes  n'est  pas  uit  dés  précédons,  ne  seront 
pas  des  cannés  paifaits,  et  qu'ainsi  leurs  racines  ne  peuvent 
êti:^  escpriméeff  d'une  manière  exacte.  H  peut  se  faire  qu'un 
poIjFnomè  aif  un*,  trois,  sbc,  etc.  termes,  «azxs  que  pour  cela 
i  soif  ûû'  CÊStté  parfiat,  ce  qui  ahivera,  par  exemple ,  A 
Ton  altère  soit  par  augmentation ,  soit  par  diminution , 
qaehpIeaHufs  4ea  c^çft^fien»  nim&èi^iMs  d'un*  canré  donné  : 


/' 
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alors  on  ne  peut  assigner  que  la  xacine  approchée.  Nom 
donnerons  un  exemple  de  ce  cas  (i54)* 

i5a.  De  la  formule  du  cube  d'un  binôme 

on  peut  aisément  déduire  la  règle  pour  remonter  d'un  cube 
parfait  à  sa  racine;  mais  pour  appliquer  les  parties  de  cette 
règle  dans  l'ordre  suivant  lequel  elles  se  suceèdënt,  il  .fau- 
dra préalablement .  ordoiiTier  le .  cube  proposé-  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  d'une  même  lettre.  Soit  donc  à  extraire 
la  racine  cubique  du  poljnome  âya^— •»54a^&-|*^36ai^-^8A^y 
tout  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  a  :  on  fera  l'opération 
qui  suit  et  que  nous  détaillerons 

Cube.  racine. 


1"  reste — 54a*J+36ai*— Si^ 

[— 54a»6+3eai»— 863    .  ^ 

a'   reste * o 

1^.  Après  avoir  extrait  la  racine  cubique  de  270^,  qui  estSa, 
on  en  forme  lè  cube  qu'on  soustrait  du  polynôme  proposé ,  et 
on  trouve  le  premier  reste;  a®,  on^faàt  le  triple  carré^de 3tf, 
première  partie  de  la  racine  ^  qui  est  270^^.  par  lequel  di- 
visant -—  54a^6  y  premier  terme  du  reste^  îl,  vient  pour  quo- 
tient — -  2&  y  second  terme  de  1^  racine  ;  puis  ajoutant  le  pro- 
duit du  triple  carré  de  la  première  partie  ^e  la  racine  par 
la  seconde 9  à  celui  du  triple  carré  de  la  seconde  par  la. pre- 
mière et  au  cube  de'  la  seconde ,  on  retr^çhe  cette  somme 
du  ][>remier  reste  ^  et  comme  on  trouve  zéro  pom:  second 
reste  9  on  doit  conclure  que  le  polynôme  proposé  est  le  cube 
de  3a— ai. 

.  Nous  ayons  vu  que  la  racine  étant  composée  de  trois  termes^ 


t 
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lé  cube  en  avait  dix  ;  réciproquement  ^oïlb  ^  tout  poljmome 
d(^  dix  ternies,  donné  comme  un  cubé,  en  a  trois  à  sa  ra- 
cine Cubique.  La  formule  suivante ,  obtenue  en  considérant 
a-f-&  comme  un  seul  terme , 

fait  voir  qu*après  avoir  trouvé,  comme  on  l'a  dit  précédem- 
ment^ les  deux  premiers  termes  a -f-^  de  la  racine,  et 
eonstrmt  leur  cubé  du  polynôme  proposé ,  il  faut ,  pour  avoir 
le  taroittème  terme  c ,  prendre  dans  le  reste  le  terme  de  plus 
baut  exposait ,  qui  sera  Ici  Z^c^  et  le  diviser  par  le  tripla 
carré  du  premier  terme  de  la  racine ,  ou  par  3a*. 

Nous  proposerons  ici  l'extraction  de  la  racine  cubique  du 
polynôme  ajé — 546a*+366*a — 8*^+^7^^" — 36ica+  ia6*c 
-f-gc^a-^Sic'+c^,  laquelle  est  3a->— >22&4*<^* 

Î33.  Si  le  polynoifie  proposé  n'est  pas  un  cube  parfait  ^ 
ce  qu'on  pourra  reconnaître  dans  plusieurs  cas,  i  la  seulo 
inspection  du  nombre  *de  ses  termes,  on  opérera  cependant 
d'après-les  règles  précédentes ,  et  comme  alors  l'opération  na 
s'arrêterait  jamais^  on  se  bornera  à  un  certain  nombre  des 
premiers  termes  de  la  racine,  leqdetsera  subordonné  au  degr6 
d'approximation  déterminé  par  la  question.  Nous  ne  donnerons 
pas  ici  d'exemple  de  ce  cas  sur  lequel  nous  reviendrons 
à  la  fin  de  ce  chapitre  et  dans  le  dix-neuvième,     v 

i54«  Nous  présenterons  sous  un  autre  point^de  vue  la  théo- 
rie de  l'extraction  des  racines  earrées  et  .çnUqnes  des  poly* 
nomes ^  ainsi  que  nous  l'avons  axmoncé  ^i45»  ^41?)  ^^  d'abord 
nous  commencercms  par  .la  racine  carrée. 

Supposons  un  polynoq^e  tout  ordonné  suiyant  les  puissances 
descendantes  d'une  même  lettre  >  de  a,  par  exemple.;  et  soit 
ce  polynôme 

Aa^  +  BaT-^  +  Ctf""*  4-  etc.  î 

A:  B  ^  C.  etc.    étant  des  coeffiâens   en  nombres    et    en 


I 
* 
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lettres.  Pour  Vél«T«>f»  «oit  au  carré,  »oit  aa  ciJ^e,  onregaiî- 
dera  (^Sg)  tc^s  les  terme«  4pii  AiÙTent  le-premiec^  «otnme 
un  jseul  tevi^a.  ?.t  aloT»  QA  o'ura  pha  à  faire  qnte  le  carré 
ou  le  cube  d'un  binoçie. 

Dans  le  carrée  le  teviz|e  ^  plu^  haute  pwsâmçe  de  la 
lettre  a,  ne  peut  être  que  le  carré  du  terme  analogue  de  la 
racine,  et  ce  tèrm^  n^  peut  ni  ae  réduire /ni  ^paraître* 

Si  'donc  on  s'adresse  ^  dans  le  carré ,  stp.  terme  de  p]us  haute 
puissance  de  ix^  et  qu'on  en  prenne  la  racine,,  on  aura  déjà 
4e  premier  terme  de  la  racine  prdgnnée;  on  en  fera  le  carré 
qu'on  soustraira  du  polynôme  donné- 

Le  plus  haut  ^W^^lft  de'  Çl  49^»  liP  r-eftta,  m  pomim  se 
trouver  que  dauft  ^  doi|blje  produit  dei  daux  termes  d  sxpo:- 
sans  plus  élevés  de  ^  racine ,  ^p^i^^ie  4apft  tput  produit  sei|i~ 
blable  de  Âefi^  termes  quiçlcQiwpw»  ^Q  cette  racine,  1  expo- 
sant de  a  serait;  néces^^eipeqf  npip^qdre*,  il  en  ser^t  de  même 
jdu  carré  d'uu  ten^Ç  quejcppq^  ^q.  la  racine.  Si  donc  on 
divise  le  X^ri^^  4e  pWa  I^aa|:  e^q^i^aaiit  de  a  dans  le  reste , 
par  le  double}  de  celui  qut'w  ^^t  d'obt^air  à  la  racine,  on 
aura  i^éces^airçment  celui  ^  secp^.  ^spoaai^  de  cette  rar 
cine,  c^est-à-dire,  ^on  «yçcoi^  ^f^e..  OOtf^a  lis  donbk  pro- 
duit ds  cçs  d,ettx  tenues  i^  et.fe  çarr^  du.  mioaà,  puis  on 
xetrancl\era  cette  somm^  àfi  pp^nppf  r^alf* 

-  II  est  clair  que  1^  terme  de  plu^  haut  exposant  dans  ce 
eecûtnd  reste,  •  ne  peitt  être*<fae  le  double  produit  du  terme 
de  plus  hapt.  exppsaUt  de  la  racine  par  cekii  'de  txx)isième 
exposant ,  ensorte  que  le  divisant  par  le  âotible  du  premier 
terme  de  la  racine,  oh  en  obtiendra'  le  troisième  terme  ^  et 
Ainsi  de  suite.  -  '-       .   •      .  • 

On  voit  donc  qu'en  ordonnant  le  polynôme  suivant  les 
pubsances  décro&santes  d'une'  certaine'  lettre  prise  d'ailleurs 
a^  volonté ,  les  termes  qui  ^iy^nt.  servir  de  dividen^^  9^  pré* 
sentent  les  premiers  dans  les  restes  successifs. 
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n  peut  arriver  '  ^e  le  terme  de  pfcs  haut  exposant  dans 
l'un  des  restes,  ne  soît  pas  divisible  par  le  double  du  premier 
terme  de  là  raeine,  ce  qui  aurait  Keu,  par  exemple,  si  ce' 
terme  avait  été  combiné  par  voie  d'addition  ou  de  soustrac-' 
tipaayec  un  carré  parfait!;  dans  ce  cas,  on  t*adreArait  au 
terme  suivant^  c'est-à-dire,  à  celui  d'exposant  immédiate^' 
ment  moindre  ,>  et  si  celui-ci   n*était  pas  encore  divisible  , 
on.  essaier^t  le^suivanti,  Cçs  aortes  de  termes  qui  ne  iK>at  ga$ 
divisibles,  doivent  faire    partie  du   denûer  reste»  puiaqu'ilfl^ 
forment  l'excédant  du  poljnome  proposé   sur  le  plu9  grand 
carré  cpi'il  contient.     . 

Si  les  ooefiteiens  Ay  B  ^  C ,  etc.  sont  des  poljrnomes,  ce 
qui  revient  évidemment  à  supposer  dans  la  racine,  plusieurs 
termes  des  dHFévens  iexposans  de  a;  dors  l'opération  s'exécu*^ 
tera  toujours  d^prèê  le  principe  posé  préeédenmxent  ;  maia  ' 
on  observera  que  la  radne  de  A\f^,  exigera  celle  du  poly- 
nôme A^y  qu'il  faudra  ordonner  suivant  les  puissances  d'une 
lettre  prise  arbitrairement^  pour  fiicifiterrextraction.  Ce  pre- 
mier terme  Aa"^  obtenu ,  on  aura^  pour  trouver  le  second  .terme 
Ba!^-^ ,  à  diviser  ja^-^c*"*"*  par  a  A ,  ce  qu'on  fera ,  quant;  aux 
coelEciens,  suivant  lés  règles  données  au  chapitre  de  la  Division. 
La  recherche  des  autres  termes  n'aura  pas  plus  de  difficul- 
tés que  celle  du  second.  Il  est  inutile  de  rappeler  que  les 
termes  qui  auraient  été  ajoutés  au  carré ,  composeront  ensemble 
le  dernier  reste  ,  et  qu'ils  ne  seront  employés  qu'autaAt  qu*on 
Voudra  obtenir  une  racine  approchée  ou  en  série.    ' 

.Nous  appliquerons  ces  principes  à  deux  eocemples;  Soit/ 
d'abord  le  polynôme 


0 

I» 


(a*  —  aab  +  â6*)x*  4"  ^  (^^  ' —  ^*  —  hc)x^ 

dont  on  demande  la  racine  carrée.  Il  faut  d'abord  extraire 
celle  du  terme  de  plus  haut  exposant  de   x-,  mais  comme 


r 


«r 
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flon  co^ci€Bt*  est  un  poI}mome,  il  conyiendF&d'estrairje  sé^ 
parement  sa  racine  carrée  qn'on  multipliera,  par  celle  de  3C^  i 
<»n  trouve  aisément  qu'elle  est  (a — 3)ac^>  dont  le  carré  retran- 
elle  donne  le  reste  . 

Il  faut  diviser  lé  terme  de  plus  haut  exposant  dans  ce  reste 
par  a(a— i)a:*,  mais  b^x^  n'est  pas' divisible;  on* essaiera 
donc  de  diviser  le  suivant  a(ac'^ad^*bc)3c^  :  le  quotient 
de  a(ac— ûrfi— 4c)  par  a(a— i),  est  c— rf  avec  le  reste 
*— âicf;  ainsi  le  second  terme  de  la  racine,  sera  (c-^d^x. 
Faisant  maintenant  le  double  produit  de  ces  deux  termes  > 
savoir^  z(ac'^ad*^bc'^bd)j:?i  puis  le  carré  du  second^ 
qui  e8t-(c^— aïfc-4"^0^>  et' retranchant  cette  somme  du 
carré  donné,  on  aura  ce  second  resté 
«  •  •         •  • 

dont  le  terme  de  plus  liaut  exposant  abdof  n*est  pas  divisible 
par  le  double  a(a— ^)a::*  du  premier  terme  de  la  racine.  Ce 
terme  doit  done  aussi  faire  partie  du  re^te  total ,  et  on  es- 
saiera la  division  du  suivant  par  a(a  —  &)x^  ;  à  cet  effet  on 
divisera  le  coefficient  aam.— -  aa/i  —  Sibm  +  ain  +  c* ,  par 
a(a'^b'),  et  on  trouvera  le  quotient  m  —  »,  avec  le. reste 
c*.  Ainsi  on  aura  déjà  ces  .trois  termes  de  la  racine  : . . . . 
(a— 6)x*+(c— rf)ar-|-(^-"»)'  Mais  on  a  jusqu'ici  retranché 
du  carré  proposé,  celui  de  (a — i)a:?*  +  (c— d)x ;  reste 
donc  à  faire  le  double  produit  de  ces  deux  premiers  termes 
par  le  troisième ,  {>lus  le  carré  de  ce  troisième  terme,  somme 
qui  sera  (aâm-^aâi^-^a47n.^a4n)a;^-|-a(cinp— en— cf/n-f- J/i^x 
-f-(7n*— amn  + »•),  laquelle  retranchée,  donne  le  reste 
c*flp*-f-aji*.  Ënsorté  que   la  somme  des   restes,  est 


>. 
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Supp080i!i9 ,  en  second  lieu ,  qa*on  ait  à  extraire  la  racine 
carrée  de  ti'-^ft*  qui  ne  peut  être  un  carré  parfait.  Obi  aura 
ce  tableau  d'opérations.  .       .     ; 


carré. 


û»  +  6* 


i^reste +  i* 


4a» 


racine  approchée. 


>i    * 


i^M^ 


flid. . .  divis. 


a'reste. 


4a* 


4a»  ^  8«*      64a' 


3'reste. 
66 


i» 


8a»     16a» 


î-l- 


_*1 
8a* 

§4?' 


sut. . .  divu. 


âa. . .  diyis. 


a56a»°L 


,.    ^        5i«        6'«         *'• 


10 


etc. 


âa. . .  diyis.  ' 


Oette  extraction  se  fait  suivant  les  règles  p];e8crlté84  c*e8t*à-« 
dire  qu'après  avoir  extrait  la  racine  du  terme  du  plus  tant 
exposant  a»,  laquelle  est  a,  et  retranché  son  carré  a*,  on 
divise  le  terme  de  plus  haut  exposant  de  a  dans  le  •  reste , 
on  b^a^  qui  est.Â^qpar  aa^  et  le  quolaent  est  le  second  terme 
de  la  racine  ;  puis  faisant  le  double  produit  de  deux  pre- 
miers termes   tt  le  carré  du  second ,  et  retranchant^  on  a 

le'8econdi:e8te  -^  -^  '  divisant  par  le  double  fla  du  premier 

terme  de  la  racine  I  le.  quotieiit-^'s--^  est  le  troisièma  tci?D»e 
cherché  :  on  fait  le  doublé  produit  des  deux  premiers  termea 


\ 


^par  ce  troiàèmè  ^  et  le  carré  de  celm-ci»  et  retrancbant  cette 
MXnmpa  on  a  le  troidièioe  restç^  et  ainsi  de. suite. 

La  suite  qui  eiqprime  la  racine  carrée  de  <]^.-^  i*  he  se^er^ 
mine  |^a8 ,  car  guelfe  loin  qu'on  pousse'  l'opération ,  on  a 
toujours  un  Xtste,  et  conséquemment  on  pent  toujours  ajouter 
UA  nouveau  teràie  à  la  portipn  de  la  raciiie  <âéjà  obtenue. 

^   Pour  ^^pproprier  1^  suite     !  ^ 

f  ^^     f  • 

*  *  ^^  »  .        •        -        •  •        • 

i*       M:        A» 

aux  applications  numériques  ^  faisons 

a*  =  m  >    6*  =  »;,    d*ou    a  =  v^i»  ; 
elle  deviendra  par  jseç  substitutions 

T 

«*  -  —  _•"  —     — 

en  observant  q|e :=  l/in.  Plus  général^ent  encore  en 

posant  • 


on  a 


1 1  «  «  •  «  ' 


•  •  •  *  «  > 

On  aura  denc  attention .  en  comoarant  avec  la  formule  m+n, 
le  nombre  dont  on  veut  extraure  la  racine  >  de  prendre  pour  m 
b  oaxré  .inuftédaftedÉeut  dÇpétldtùf'  du  iiifértedf  au  nombre 
donné ,  de  manière  à  avoûr  la  plus  petite  différence  n  entre  le 
eatfé  7^  et  le  Âombtê  pfdpbSê.  Sh  éflSet  îés  tetiniés  èé  la  suite 
précédente.|  diminuent  ^'aict^iM;  .plns  r^N^oiaf^qi^  k  toébm 


I 

w 
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n  est  ^8  petit  par  rapport  au  nombre  m  ,  car  alors  la  série 
est  la  plus  convergeAtCLpossible  y  et  il  îaut  (gS)  employer-, 
un  moins  grand  nombre  des  premiers  termes  pour  avoir  une 
approximation  suffisante., 

Qu'on  ait  donc  à  'Cxtndre^ja  raficré  ctor^é  di|  noAdbre  i5o  : 
on  décomposera  ce  nombre  en  144  qui  est  un  carré  exact, 
plus  G  excès  de  iSosur  1^4 »  alors  m  =  i44>  n:s-f-6 ,  en- 
sorte*  qu^^^ 


*^    « 


*  V'  *  t 


t  X         •        •        <  •  •  1 


|/ 144  +  6  =  la  4- ^  — s-r^iTô  + 


«i« 


a4      8.1738^  16.  a4883a 
et  réduisant  les  fractious., ...  . ,  .  .     . 


—  etc. 


f      •    •  »    V    # 


1460  trois  pccmiets  tendes  .ctexette  jferôPtféflrffctflvlr^eïite ,- 
valent  xsfy^4t  ncrnùité'jpn  mnâiSière  ûê  àai^flûft  «tfbifie  que* 
^^  T5?ôê>  pm^qtte  dans  le  terme  suivant  on  trouve  quatre  zérotf 
immédiatement  à  la  droite  de  la  virgule.  r  "^      c 

tien  de  la  racine  cubique  ,  ëd^ô&'^^àÀ'tae'' prendre  pour 
dividende  le  terme  tie  plus  haut  exposant  dans  chacun  des 
restes ,  et  pour  diviseur  le  tnple  carré  du  premier  terme  de 
la  racine  :  puâ^^àmesure  çu^on  iqoute  un  termea^cette  racine j^ 
^e  £ûre  je  ^frii^e'  c^é  de  la  partie  de  la  racine  dép.  obtenue  ^ 
par  le  nouveau  terme,  le  triple  produit  de  ce. nouveau  terme 
par  la  portion  ^técédente  de  la  racine ,  le  cube  du  nouveau 
terme ,  et  de  soustraire  cette  somme  du  reste  correspondante 
i55.  On  voit  bien  clairement  qu*orcl0/ioer>  n'esta  que  dis- 
poser les  tem]^es  de  1^  racine,  de  matùère  4*^  celui  de  plus 
haut  e^osaçt  dans  chacun  des  restes  >  lequel  doit^  servir  de 
dhide^de/^e  prébtedte  le  preàûers  Cette  pséparation^  n'est  |)as 
îfldiqleBsablè,  çI1q>  sert  à«éTitef''de9  reclierdns  /eteohsé^eni* 
ment  me  pei^e  de  teiaps*  > 


>  .*' ' 
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Térens  que  'âbnhent  trois  lettres  e,  -^i  c,  nmltipliâes  s  à  9 
(  produits  qui  sont  ab,  ac ,  6c ,  et  qu'il  ne  faut  pas  çoiifoiidr^ 
«vec  les  ârr^ugêikiens  dans  lesquels  les  mêmes  lettres  sç  repro^ 
dttisent  pltisiéuf»  £dis)  à  la  somme  des  produits  â  à  n  qu'on 
peut  fidre  atéc  quatre  lettres  ia,  b ,  c^diilne  ftmt  que  mul- 
tiplier ofaàcUBe  des  trois  premières  lettres,  par  bxmtiTeUe  lettre 
introduites  et  ajouter  ces  pr<>diiits'  ad,  bd\  cd  aux  pre^ 
iâiers^  ce  qui  demme  ' 


ab,  ac,  hc  y  ad,    b'd  f  cd. 


•f 


Généralement,  ayant  déjà  la  somme  des  produits  a  à  a  qu'on 
{>eutlEaîr&aTec  ut'^^i  lettres,  pfor  wnA  la  somne  analogus 
poùt  Ht  lettres^  il  oe  faut  qu'ajouter  i  la  preaiîèrer:  somme 
celle  des  produits  des  m^i  prèmièrfsJettresy  paà  la  nou- 
velle, ou  par  la  m^""  lettre.  De  même ,  pour  passer  de  la  somme 
des  produits  différens  qu'on  peut  faire  avec  trois  lettres  mul- 
tipliées 5  à  5  (et  elles  ne  peuvent  fournir  qu'un  de  cesproduits> 
à.  la  somme  analogue  pour  quatre  lettres  ^  il  faut  à  la  prenûère 
somme  ajouter  celle  des  produits  a  à  a  des  trois  premières 
lettres  pai^  la  nouvelle  lettre  introduite  ;  et  pour  obtenir  les 
produits  analogies  pB9«r  ci>q  lettres,,  'i  faut  augmenter  les 
précédens ,  des  produits  a  à  a  des  quatre  premières  lettres  par 
la  nouvelle  lettre  introduite.  Ëii  généx^,  pour  passer  des 
prodorls  différens  de-  m—- 1  lettres^  ^  à  n,  aux  produits  ana- 
logues pour  m  lettres^  il  faut ,fi^re  Jes  produits  n-^i  à  n — 1 
des  m^-«i  premières  lettres^  les  'multiplier  par  Id.  no)iveIle 
lettré  y  et  sqouter.  ces  ,produit&  au?p . jHrécédeiçis^ 

160;.  Ce  qlli^  précède  ser^  wie  introductîoa  svfpAante  à  la 
liiémoiistratitm  ^  la  i^tm^  du  biuoma.  Nous  observerons 
<qtt'on  pourra;  si  ion  veut,  omettre  le  problême  i\  dont  la 
aolutiok  est  com>pride  da^s-  Ce^e  du  preUêiae  a(°*  y  et  qtfê  nous 
i3i'a¥OQ9  traiJté  4  pai^t  eue^  pouir  faqi^Uiariser  les  élèves  avec  ce 
genre  de  considérations.  On  trouvera  dans  ce  chapitre  une 
autre  démonstration  de  la.  même  fonnule  ,  plus  simple  à  la 
vérité  que  la  première,  mais  qui  n  a  pas  comme  celle-ci  Favan- 
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tage  de  donner  immédiatement  le  terme  général  dencoeSiciem, 
qu'on  ne^  peut  alors  conclura  qiie  par  inducUon,  ,    ,    . 

Supposons  donc  qu'on  ait  effectué  les  produits  des  fac- 
teurs des  Knomes  (x+a)  (ji^^b)  ;  (x+a)  (it-f  frj  (x+c)  ; 
(x^a)  (:r4«fr)(x-fc)  (a;^tf)';et^.  lesquels  sont  . 

*  »       '         »  •  f  •  «     '  < 

•      '  •  .    0tC.. w»   ,   >    .  '    $ 


on  fera  sur  ces  produits  les  remarques  suivantes  : 

1^.  Le  plus  haut  exposant  de  x  dans  .un.  prodpit ,  çst  égal 
au  nombre  des  facteurs  binômes  multipliés  ^  et  il  diminue 
constamment  d'une  unité  en  paàsant  d'un  tianpe  à  Taùtre^  jus- 
ou  a  devenir  zéro. 

a®.  LescoeJEciensde  jçsont,  pour.le  premier  terme  ^^l'upi té  j 
pour  le  second j  la  sonime  des  seconds  termes  dfM, binômes; 
pour  le  troisième  ,  la  somn^  de»  produits  dilFér^uB  deux  i 
deux  de  ces  seconds  termes;  pour  le  quatrième^  la  somme 
des  produits  différens  trois  à  trois ^  etc.  ;  enfin  le  dernier  terme 
est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes  des  binonîes. 

L'analogie 'conduirait  à  dire  que  ces  remarques  s'étendent 
au  produit  d'un  mombre  quelconque  de  binômes.  ;  mais  une 
telle  induction  isÀt  être  écartée  (.*.).    lïous.  allons  prouver' 
que  les  Ipis  observées  ont  lieu j.  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  binômes. 


(^}  Pour  seconTaincre  ^^ane  loi  qui  se  manifeste'dans  les  premiers  termes 
d'un  résultat,  peut  changer,  qu'on  réduise  HH^i^  en  fraction  décimale,  et 
on  trouvera  d,  i'^'  ï?' 7  49*49  ^^'  ^^m  fe  Tcritablc  pe'riode  est  49»  ^'  »oii 
pas  17  comme  on  l*aurait  cru  d'abord. 

a* 
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.  Si  CÊL  représente  par  -  v 

af"  +  Px"^'  H-  Çx"»-^  +  /Lc"-3  + +  F 

veau  factenr  x-f-'>  ^  viendra 


a;»+'H-Plx"+Ç  Jx^*+/l   jx«^ +Y 


x+zr. 


II  est  évident  que^,  ;**.  si  P  est  la  somme  des  m  seconds  termes 
des  facteurs  binômes  c ,  h^'c  ^  d  ^  etc. ,  P-^l  sera  celle  des 

m  seconds  termes  a ,  b,  c,  d .7  ;  parconséquent  la 

composition  assignée  à  ce  coefficient,  ser^  vraie  pour  le  prpduit 
du  degré  ni^  1  ,  comme  eUe  Test  pour  celui  du  deo'é  m. 

a®.  Si  .Q.est  la  somme  des  "produits  différons  a  à  ia  des 
m^eçoiidateràies  cf,  b^  c,  etc.,  Q-^P4  exprimera  là 
somme  des  produits  analogues  des  m  -f- 1  lettres  a,  &.,  ç. .  •  /; 
car  P  étant  la  somme  des  m  premiers  seconds  termes  a.  h  y 
c,  ci,  etc.  jW  sera  celle  de  leurs  produits  par  la  nouvelle 
lettre  introduite  ;  donc  la  composition  assignée  sera  vraie  pour 
le  degré  771  -f-  1  >  si  elle  Test  pour  le  degré  77t. 

3^.  Si  R  est  la  somme  des  produits  différées  des  m  lettres 
a,  b ,  c ,  d,  etc.  prises  3  à  5,  A  +  Ç^  sera  celle  des  produits 
analogues  des  771  -f- 1  lettres  a,  b^  ç  ^  d  . .  ,^  . .  l^  prises  aussi 
B  à  3,  puisque  Ql ,  d'après  ce  qui  précède  ,  exprime  lat  somme 
des  produit?  différeps  des  m  premières  lettres  prises  a  à  à^  par 
la  nouvelle  lettre  introduite ,  somme  à  ajouter  i  ft'poùr  passer 
aux  produits  difTérens  de  7ik+i  lettres  prises  3  à  5  (tiem). 
Donc  la  composition  assignée  sera  vraie  pour  le  degré  m  +  i , 
^  elle  l'est  pour  le  degré  "&&« 

On  voit  que  cette  manière  de  raisonner  s'étend  à  tous  les 
termes,  d'après  leur  mçde  de  çpmpositionj  et  qu'en&n  Iç  dernier 

^erme  lY  sçr^  le  prpdvÂt  4^  ^4-  ^  9eçQn4^  t^n^s  d^  facteurs 
binômes.  :  < 


1 
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Les  remarques  énoncées  étant  vraies  pour  le  produit  du 
quatrième  degré ,  le  seront ,  suivant  ce  qu'on  vient  de  voir , 
pour  celui  du  cinquième ,  pouf  celui  du  sixième ,  et  puisqu'elles 
auront  lieu  en  passant  d'un  produit  au  suivant ,  elles  seront 
donc  toujours  vraies. 

En  supposant  les  m  seconds  termes  des  facteurs^  égaux 
entre  eux ,  le  produit  devient  la  puissance  m  du  binôme  x  -f-  a  ; 
il  prend  alors  la  forme. 

les  coef&ciens  A  ^  B^  C,. . .  .X,  Y  représentant  les  nombres 
des  produits  dilférens  quc^  l'on  peut  former  avec  m  lettres 
prises  deux  à  deux^  trois  à  trois ^  quatre  à  quatre^  etc. 

La  recherche  des  coefficiens  du  développement  àm  binôme 
(x-f-a)"*^  se  réduit  donc  à  la  solution  de  cette  question: 

Étant  donné  des  lettres  en  nombre  m  ^  déterminer  combien 
il  peut  en  résulter  de  produits  differens  composés  de  n  lettres. 

£t  la  solution  de  cet  énoncé  est  compris^  dans  celles  des 
trois  problêmes  qui  suivent,  dont  le  premier  n'est  qu'un 
cas  particulier  du  secoxid,  ainsi  que  nous  l'avo&s  déjà  dit..' 

1^  béterminer  combien  a^ec  m,  lettres,  on  peut  former 
à'anangemens  differens  m  à  m. 

Si  l'on  avait  formé  tous  les  arrangemens  possil^s  de  m — i 
lettres,  il  faudjrait ,  pour  obtenir  ceux  de  m  lettres,  intro* 
duire  dans  chaque  arrangement  la  nouvelle  lettre  à  toutes  les 
places  possibles  :  bn  pourrait  la  placer  en  avant  de  la  pre-r 
mière,  entre  la  première  et  la  seconde,  entre  la  seconde  et 
la  troisième,  etc. ,  avant  et  ap^ès  la  dernière  lettre  ;  un  .terme 
composé  de  m*— i  lettres-,  en  donnerait  dono  m  composés  de 
m  lettres  ;  ainsi-  en  représentant  par  x  le  nombre  des  arran- 
gemens que  donnent  m  lettres,  et  par  af  celui  des  arraz^e* 
mens  de  m  —  i  lettres ,  on  aura  la  relation 

xz^ mx  j  / 


,  / 
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laqueHe  reste  de  même  forme  pour  m — i,   m  —  a,   etc. 

kttrcs  ;  ainsi-,  en  représentant  par  a/',  of ,i:C«— O  lea 

nombres  d'ârrangemens  de  m—  fl,  m— 3,, . . .  .tîi. —  (91—1) 
lettres ,  on  aura 


a?C«-0  =  7n  —  (m —  1)  ; 

car  m— (m— 1),  ou  une  lettre,  ne  peut  doimer  qu'un  seul 
arrangement.  En  substituant  dans  x  pour  x'  sa  valeur,  .dans  x' 
'pour -a:"  la  sienne,  et  ainsi  de  suite,  on  trouvera 

* 
q\  Etant  données  m  lettres ^  a,  b,  c,  <î,  etc, ,  déterminer 
le  nombre  des  arrangemens  qui  en  peuvent  résulter,  en  ne 
faisant  entrer  qUe  n  lettres  dans  chaque  arrangement  (^). 


{*)  On  peut  encofc  parvenir  aa  lutebre  d'amngometis  de  m  lettres  prises 
71  à  n,  en  siûyant  une  marche  lUTerse  de  cell^  dot  toste^  çt,  pour  nous 
faite  mieux  entendre,  âous  noua  proposerons  quatre  lettres  à.,aiiranger 
deux  à  deux,  ^apposons  qn^on  ah  arrangé  ces  quatre  lettres  une  à  une, 
es  qui  donne-  érîdeanuflDt  .qn«lre  arrangemene  :  pour  passer  au  nombre 
cberché  d'arrangemens,  on  plaeera  c^Acuse  de  ces  lettres  à  droite  ou  à 
gauche  de  chacune  des  trois,  autres ,  ce  qpi  donnisra, .  en^  tota^,  douce  anan- 
gemens  de  quatre  lettres  deux  à  deux.  Généralisons,  et  supposons  qu'on 
ait  ^  déterminer  le  nombre  des  arrangemens  de  m  fettres  deux  à  deux  ^  en 
1^  prenant  d^abovdunéà  une,  ce  nombre  d^arrangemens  sera  m;  eu  écri- 
vant chacune  de  ces  lettroa  sacoesssvement  à  (boîte  ou  à  gauche  des  m  —  i 
autres ,  on  passera  aux  arrangemens  de  «^  ^tlres  deux  à  deux ,  dont  le 
nombre  sera  m(m — i).  Pour  passer  de  ceux-ci  aux  arrangemens  de  1»  lettres 
trois  à  trois,  on  écrira  chacun  des  m(m — i)  arrangemens  de  deiix  lettres, 
à  droite  ou  à  gauche  des  m—- a  autres  lettres  restantes-,  et  on  aura  ceux 
de  trois  lettres ,  qui  seront  en  nombre  m(ni-«— i)(m—- 3).  Pour  avoir  ceux 
de  m  lettres  quatre  à  quatre ,  on  écrira  encore  chacun  de  ces  dernisrs 


-\ 
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Soient^  le  nombr»  cherché ,,  y   celui   des   arrangemens 
de    m  —  1  lettres  prises  n-^zJ  ^  ^-—  l  •  nous  chercherons , 
comme  dans  la  question  précédente,  à. faire  dépendre ^  dej^'* 
£n  plaçant  la  lettre  \z  ènr  avant  de  chacun  des  arrangemens 
des  m  —  1  autres  lettres  prises  »— i  à  n  —  i,on  aura  tous 
les  arraiigpnieii»  de  «/lettres^  dans  lesqueU  la  lettre  9  occu- 
pera la,  pjDexnière. place ^  et  leur  nombre^  sera  y'  ;  de-  xnéni^ 
.ea  plaçant  la>  lettr&.&«£];i  avant  de  .cbacàn  des  arraagéme^ 
formés  avec  les.Jn-rr*!.  lettres  «,  q^  d,^tc,  prises  ans»  n-^ 
à  a — 1,  on  aura  tou^  les  arrangjsmeniipo^riWes.de  n  Içttjces^ 
dans  lesquels  b  ocoi^p^ra  la  première  placie ,  ce  qui; donnera 
le  même  nombre.y  d'açrangenijti^a.  En  faisant  le  nijêiyie  raîf- 
soanement  pouf  cbac|iqe  4^  lettres  ç  ^.d^  «te.  ^  on  obtieur 
drait  à  chaipiefoif  y.tcsçmes'on  ar^angeçiens.  Donc,  puisque 
le  nombre^ptal  desjetjbi^es^st  m>  on.  aura  en  tout  m^  '9tr 
rangement  j  e\  ccM^éqtten;jp.çot  la  rielation  .  ^: .    , 

En  représentant  par  y" y  y",  etc.  les  nombres  d'arrangemens 
de.7?^--.fl  lettres. prisas  n— tA  *à  n— a-,  de  7n.-^'3  letibrqs 
prises  n — 3  à  nw3y  et&; ,  on  aura  œs  .^^res  relatibn&  coa- 
^cutiyes. 


r    «  •        < 
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arrangemens  snccenivement  2i  droite'  ou  &  ganche  des  m  —  3  antres  letCicet 

resuntes,  ce  qni  donnera  en.toial  m(ii»r— ij(m  —  ajt(m-^3)^arrap^emenâ  ^ 

m  lettres  pritek  ^uaxré  à' quatre',  et  ainfsi  de  suite. 'OHn  appeiçoîl  aisément 

quels  nombte  do  csfax- qo'oit  peut  format  atèccin  lettres  prises  n  à^ib, 

est  .  .    .  -.    :         .     .<  '•    !l  '••  i  '......>* 

A{^nKy  ii):5;.m(«-r.i)<«»— ^) (m— 3).. **....(»—-<»— i)), 

en  noiant  par  A  (m,,  »> .  ce  nombre ,  chenbtf  »  d^^rrange^nens ,  et  obsenrant 
que  le  dernier  facieur  est  toujours  m ,  moins  le  nombre  des  lettres  qu'^n 
arrange ,  diminue  d'une  unité.  On  pourra  jubstituer  ces  considérations , 
si  on  les  tfonve  plus  simples,  à  celles  sur  lesqaellM  on  s'est  appuyé  dans 
le  texte  pomr  résoudre  je  problème  ift<*.  ' 

8* 


laS 
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etc. 


«  ) 


*  Ba  {ittsâtit  de  lar  première  relation  à  la  Mooiide  >  de  oeIle*c^ 
^  la  trcMème,  la  dîifioulté  se  réduit,  oontiandlement^  car  le 
•nôfflilH^  total  des*  lettres  à  arranger^  aiàsi  ^aé  celai dee  lettres 
^g[m  entrent  dans  les  arr^uigemeas^^  •  Vont  toujours  es  dÎRii— 
'oiuaat;  mais  Goimsie;  le  nottii»e  n  est  <^rri/oe  nombre  n  sera 
-réduit  à  TuD^té  plutôt  que  mj  et  qtii;iarrftera  lorsque  de  n 
lettres^  btt  eh  auta  retiranelié  a^—  t:  alors  m  sera  rédmt  à 
m  —  (n —  1).  Si  donc  Oa  représente  par  yC»^0(parceque  dans 
la  notation  emplo^^ée,  le  nomlve  êffs  aceens  de  j^  est  tou- 
jours igal  an  nombre  rètraÈfèbé  de  M'}  le  nombre  der  arran- 
gemens  dé  m — (»^— i)  lettrea  prisés  nr^(H^i'i  an— (ifr^-i), 
ou  une  à  une^  on  aura 

yC»-0  =  in  — (jx  — i), 

'        - .  .1  . .    .         .^  -:.'.,         •  .    • 

«puis^*alora  le  nombre  desMarrangenicBS  jesk 
'à'  cehd:  de&  lettres  à  axraagffr.  £|isorte  <qpe 

y  =  my  =  m  (m—  i)y  =  m  (m —  i)  {m — à) jr* 

^m{m«    \)(m     a)^»-^)^^ 

=  m  (tîi—  i)  (m— 2)  (m— 3) (m— (ra— i)). 

..^'^  P??^  ^^^.""^ ,^^ ^^?7ormute  Ie,iu)mbr<5  des  arraoge- 
ip^i^  4e «f  lettre».,  eo  les.faisaat  entrer  twtes  da»»«ciuii^e 
arrangement  :  il  suffit  dy  faire  n=m,  ce  qui  donne 

-   yssAX-Bd  m(TO —  i)  (iit~aX .;;,.. —  i. 

'  On  Voit  doae  qve  la  qaestioa  préeédente  est  eompfîse  daas 
'  cellei^. 

â^.  Euvit  données  m  kttres^  trouver  combien  elles  donnent 
de  produits  différens  de  n  leUres^ 


d'à  t  ù  è  b  fi  f^^  iû^ 

tment  ^s^kf  ç^çw  4^^vlX  ,  .toiM;e6  jief  ^isppsitiqai  po«9iI>let  » 
on  ^ui;^  /enc€|X^  toiu  le^^arr^uig^meiqs  ^e  m,  Icititre^  pnae; 
n  à  n.  Puisque  c^u^  {j^^Wt.  e^t.  .^^qmpoaé  .4e  n  l^tj^res^ 
pour  un  produit ,  oq  aurait  >  d'après  ce  qui  vient  d'etrîe  dé- 
r^ffatrêj  i  .a:3.  » . . . . n  arrangemens  :  donc  si  Ton  k'epréfienta 
par  P  le  nombre  4ea  pxoduitd.diifécezu^  on  aoca  Tégalité 

d'où  VçfÇL  ^tp  fie^e  .^^p^s^g  i4«  P  ^  P*  îpi  l'ioconnw 
de  la  gestion , 

ToM  les  cas  pavticuliars  se  d^dnisent  facilement  de  cette 
f<Mr|nuk)^«bMrv«U|t^  i^  ifae^  pour  les  valeurs  particulières 
71=1 ,  =: Sj  i=3 , . .  =z  in ,  le  coefficient  gfénéraJL  P  devient  suc- 
cessiyement  celui  du  a',  du  3%  du  4'i  du  (m-f- 1)'""'  terme  du 
développement;  â*.  que  son  numérateur  doit  être  limité  par 
Ifift  ,V^tev]^.  <te  d^>Clper  iS^ctf^iu-  m.rr((a.— i)j  eorrespondantes 
à  €^Ile8  jQu'^Qp  f}Q]|9e  à  n  ;  3*.  qne  son  f!é(u>ihin>teur  doit 
^tre  ^QTiBijté  f^  «ces  valeudi  de  a*  Ainsi  pour  n  -=r  i  ^  U^ 
coeilicient  général  jdexieat  joiy  e^est^jcelui  dt|  teaopd  terme  ;• 

pour  jt^-a,  il  se  ohange  «n  ■  ■  '  ■  *  «v^,  c'est  celui  du  troi- 

sième  terme  ,  et  'dinsi  dé'  sùit'el  Enfin '^  pôtif  n  =sm ,  P  de- 
vient .=  1 ,  qitt  ait  fo  dbii^SbiéQt  du  dernier'  terme,  bu  dul 
ternie  4le /rang  m'4-i  n<HiÀre  qii.lndiqne  celui  des^termet 
de  k^oCBitdi.  '  '*  '  -  ' 

ifa.  lie'déreteppement  général  *  *  ."       .       ' 

i  ^1**9 •        ' 

9  . 


'mmm 
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«'arrête  de  lui-mdme  pour  m  nombre  entier  et  positif  ,  et  il 
«e  change  dans  les  développemens  particuliers  de  (/v^ay, 
(x^-a)^,  etc.,  en  y  f aisant  m  :=y ,  =5,  etc.  Mais  cett« 
formule  générale  peut  être  représentée  par 

771(7» — 1)  (771— a)  (711—3) (tu— (71— 1)) 


i.a.3.4*. ' ^ 

qui  en  est  le  n+i^'  terme  et  le  ^er77ie  général,  puisqu'il  de- 
vient le  a',  le  3',  le  4%  ^tc-  >  en  y  faisant  71=1,  =a ,  =3,  etc. 
Considérons*  maintenant  le  terme  qui  suit,  ou  celui  de  rang^ 
9-f-^>  etqut'est 

„>(nx-i)(77i-^a) (771-5). .  »(^-(»~0)(^»->>)^,^,^^,^., . 
1  .a'.3.4 »>(7i*tTi) 

en  divisapit  celui-ci  par  le  précédent,  on  obtiendra  le  rap- 
port   entre  4^4^  terme»  consécutifs,  qui  est  expdaié  par 

.  -  ;  'il'  indique  de  quelle  mabière  cha^que  terme  se  dé- 

duit  du  préqédent.  •  • 

i63.  Il  nous  reste  à  démontrer  que,  dans  le  développe- 
ment de  (x-f-a)"*,  deux  termes  également  distans  des  termes 
extrêmes ,  ont  même  coefficient  numérique^  Prdaons  en  effet 
le  terme  qui  a  pouf  coemcient  mmiérique  ;. 

77l(77l 1)  (77J— a). : .(7»— .'(Tir— 1)) 


\ 


i.a.3. 


n 


j  t 


ce  terme  sera  le  (n-fri)/"",  i  partir  du  preoûer.  inclusive- 
ment,  c'est-à-dire  qu'il  y  aura  n  intervalle!)  entre  le  pre- 
mier et  celui  qu'on  considère  ;  le  nombre  total  des  termes 
étant  m  -f- 1  ^  puisque  l'exposant  du  binonie  est  771^  le  terme 
placé  à  71  intervalles  du  dernier,  et  conséquemment  à  771 — n 
intervalles  du  premier,  aura  pour  coeflScient  Auménque 

771(77» — i)(77ï — ^a) .{m —  (771 — 71— 1)) 

•        '  i.a.3 ^^•. (77^— n) 
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m(m— i)(m— fl). . . . .  > (»+i) 

~  1  .a. 3 (m— />)' 

en  observant  que  le  nombre  des  intervalles ,  diminué  d*une 
unité ,  est  ce  qu'il  faut  retrancher  de  m  dans  le  dernier  fac- 
teur du  numérateur  ,^  et  que  le  dernier  facteur  du  dénomi- 
nateur est  ce  nombre  même  d'intervalles.  Il  s'agit  donc  de  dé^ 
montrer  qu'on  doit  avoir  cette  identité  ^ 

m(fi*_i)  (zn— a)...(m— (w— 0)      m(m— l)(m— a)...(/i+i) 
i.fl.3 n  i.ai3..«..  .(m — n)* 

ou^  après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs  >  que 

1  .a. 3 (m — n)m(m— i)(ot— a) (n^— (ni— i)) 

z=i.a.3 •  .n.m(m^-*-i)(7?i^— a). . . .  » .  ;(ii-f»i),    *      • 

Or  le  premier  membre  est  le  produit  de  la  suite  des  nombres 
naturels  depuis  m  jusqu'à  ni—  (n  —  i)  ,  multiplié  par  la  suite 
des  nombres  naturels  depuis  m— t>/z  jusqua  i ,  ou  le  produit 
de  tous  les  nombres  naturels  depuis  i  jusqu'à  m  inclusive^ 
ment  ;  le  second  membre  offre  également  le  produit  des 
nombres  depuis  i  jusqu'à  n  ^  par  celui  des  nombres  depuis 
n-f-i  jusqu'à  m.  Donc,  etCé 

On  serait  parvenu  plus  briéveiùent  à  tette  conclusion  ^ 
en  observant,  i*.  que  le  dételôppeilient  du  binotne  (x-f-a)* 
reste  le  même  en  changeant  a^  eu  à,  et  réciproqueihent  * 
puisque .  (x-f*û)*"  est  la  même  cho^e  que  (a+o:)"»  ;  d'où  ré- 
5ttlte  que  l'exposant  de  x,  dans  le  premier  développement, 
sera  le  même  qu«  ccelui  <ie  a  dans  le  second  ,  et  vice  versa, 
ce  qui  ne  pefit| avoir'  lieu  dans  iafoi^ule  du  binôme,  qu'A 
l'égard  des  termes  éqiii-dîstans  des  extrêmes;  et  comme  d'ailleurs 
cette  hypothéfse  n'mflue  pas  sur  les  coei&ciens  qui  ne  renferment 
que  in>^t->d,e8  nombres^  la  proportion  est  encore  démontrée 
de  cette  ii)auière«       :.       . 


} 
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1G4.  Lctenne  général  des  coefficiens 

iii.(m— i)(m— a) (''^'^'i"^)) 


P  = 


a. 3 ...,» 


est  essentielletnent  un  noaibre  entier ,  proj^été  qui  résuHl 
de  sa  signification^  et  quon  peut  démoiUTer  absi  tjuH  suif 
Tous  les  nombres  pris  à  compter  de  zéro  incIusiTement , 
de  deux  en  deux  ^  sont  ei^otement  diviffibles  par  deux  ;  dt 
trois  en  trois  sont  divisibles  par  trois;  de  quatre  en  quatre  / 
le  sont  par  quatre,  et  ainsi  de  suite.  Conséquemment  le 
nombre  la^  par  exemple,  qui  se  trouve  en  même  temps 
parmi  les  nombres  de  a  en  a ,  de  3  en  3 ,  de  4  ^^  4»  ^ 
pour  diviseurs  a,  3,  4>  ^'^>  ^•4-  Le  nombte  t4,  qui  est 
Tun  des  nombres  de  a  en  a  et  de  7  en  7,  est  divisible  par 
a,  pair  7  et  par  a. 7.  Or  qu'on  prenne  quelque  part  que  ce 
soit  dan»  .la  duite  des  nombres  -Baturels.,  cinq  nombres  con- 
sécutifs, par  exemple  ,  17,  16,  i5,  14  >  i3 ,  je  dis  que 
le  produk  17  .  16.  i5  .  14  •  .i3  ,  sera  exactement  divisible 
par  i.a.Si4'^-  ^^  effet,  Yim  delà  facteiirs  du  premier  pro- 
âùlt ,  sera  îiiëceissairement  3e  la  série  des  nombres  .pris  de  â 
^n  la ,  un  autre  sera  de  ceUe  des  nombres  de  3  en  3.  mi  autre 
de  celle  des  nombres  de  4  ^n  4>  et  enfin  un  autre  dé  la  se- 
tie  des  nofmbres  dô  5  en  5.  4Jh  même  fiicteur  peut,  comme 
nous  Tavons  déjà  observé,  faire  partie  de  plusieurs  séries.  T)dnc 
le  produit  a  .a.3.4<^5  «i^car&K^teiir  ^ti  numér^ur,  et  le  quo- 
tient sera  un  nomlnra  «e&tîeir.  -€^  nfiisoimeiiient'jtppliqné  cm 
terme  génésd ,  <lémoQtre  la  .pucq^nftioti  énonoée. 

i65.  La  démons&a^ioa  reuivante  dli  binôme  ^eet,  -«comme 
nous  l'avons  déjà  aMoncéi,  weins  génélsale  4pie  la  précédente, 
parcequ'elleae  donne  les  coefficiens  qite  jsucoessivBnent,  ma» 
aussi  elle  repose  sur  àét  ilOAisidéKitibnft  nmM  déUcaf  es ,  et 
Gonséquemment  plus  fiafiU^  ^à  saisir.  i-Mous  «upposerons  ce 
qui  a  été  dit  (i6x)  ju^squVu  ;pFeaiier  pydÙême  àidusivéHient. 

On  veut  trouverqoo^iim  aveeifeleltrto  a,  i,'C,  d^  ete. 
on  peut  faire  de  produits  différée  a  à  â*  D'ahàrd.  jwujr  éviter 


p 


d'algèbre.  i3S 

bote  prâsanco  d*iine  lettre ,  on  mnltipKem  la  lettre  a  par 
tnites  les  autreà  lettres ,  ce  q«i  donnera  m«—  i  prodaits  de  deux 
^ttres;  puis  on  muhipMera  piar  &  leam-— i  lettres  restantes , 
d'où  résulteront  m— i  autres  produits  de  deu3;  lettres^  et 
msi  de  suite  ;  et  conune  il  y  a  m  lettres  à  détacher ,  on 
amra  en  total  m(m — i)  produits  de  deux  lettres^  sans  puis- 
sance d^aucune  des  lettres.  Mais^  dans  ces  produits^  il  s'en 
trouve  toiqoiirs  deux  eVtre  les  mêmea  lettres,  puisque  toutes 
les  lettres  jr  entrent  de  k  mâme  manière  et  le  même  nombre 
de  fois  :  donc ,  pour  ne  conserver  ^e  les  produits  diiférens  , 
ii  faudra  dédoubler  le  nombre  des  produits  précédemment 

obtenus;  on  aura  donc  alors  ^  produits  différens  de 

deux  lettres^  ce  gui  est  le  coefficient  du  troisième  terme. 
Passons  an  nombre  de  produits  diiférens  de  m  lettres  mul* 

tipliées  trois  à  trois  ;  parmi  les  ■  ^  produits  diiférens 

deux  à  deux»  il.  y  en  a  un  nombre  m**-!  dans  lesquels  entr^ 
la  lettre  a ,  même  nombre  dans  lesquels  entre  la  lettre  b  , 
pareil  nombre  dans  lesquels  entre  la  lettre  c,  et  ainsi  de 

tuite  ;  donc  il  y  a  un   nombre  —  (m  —  i) ,  ou 

• *    ~-    de  ces  produits'  dans  lesquels  n'entre  pas  a , 

même  nombre  dans  lesquels  n'entre  pas  b  \  etc.  j  ce  sont 
donc  seulement  ces  premiers  produits  qu'on  peut  multiplie^: 
par  a>  sans  craindre  de  faire  entrer  une  puissance  de  a  ^  le^  se- 
conds qu'on  peut  multiplier  p#  b^  s^^is  faire  entrer  la  puissance 

de  h,  etc.;  on  aura  donc  Ïiî2lli2i!5z22.  produits  trois' à 

trois  4  sans  puissance  d'aucune  des  }e^rea  ^  parmi  lesquels  il 
se  rencontrera  des  produits  entre  les  trois  ipeoie^  lettres  i 
dont  il  est  aisé  de  découvrir  le  nombr^.  En  eJEet,  lorsqu'on 
a  trois  lettres  <lj  i,  c,  et  qu'on-  multiplie  spit  le  produit 
a6  par  c^  soit  uc  par  b ,  soit  bc  par  a^  on  a  toujours  abc. 
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ce  qui  a  lieu'  entre  trois  autres  lettres  quelconques  ;  donc 
tout  produit  entre  trois  lettres  ^st  répété  trois  fois ,  ensorte 
qu'il   faut  diviser  par  trois  le  iiombre  précédent  de  produits 

de  trois  lettres,  ce  qui  donne —^ --^ produits  dif- 

férens  de  trois  lettres^  c'est-à-dire  ^  le  coefficient  du  quatrième 
terme. 

Le  nombre  des  produits  de  trois  lettres,  dans  lesquels  on 
a  fait  entrer  la  lettre  a,  ou  la  lettre  b,  ou  la  lettre  c,  etc. 

est  i ^-i •  :   si  on  le  retranche  du  nombre  total  des 

i.a 

produits  trois  à  trois^  on  aura, 

m  (m —  1  )  (m — o)      (pi — i)(m — ^2)       (m — i)(77i— 9)(m — Z) 
i.a.3  1.3  '  1.2.3  ' 

nombre  de  produits  trois  à  trois^  dans  lesquels  n'entre  pas  a, 

dans  lesquels   n'entre  pas  b ,  etc. ,  et  qu'on   peut  multiplier 

les  premiers  par  a ,  les  seconds  par  b  y  etc.  Ces  multiplica- 

^.        r  .                                    ,  7n(m^— i)(n» — a)(m*— 3) 
tions  taites ,  on  aura  en  total  — ^-^ ^ _ ,  pro- 

1.2.9 

duits  quatre  à  quatre,  dans  lesquels,  se  trouvent  plusieurs 
produits  entre  les  mêmes  lettres ,  qu'il  est  aisé  de  compter  ; 
car  soient  quatre  lettres  a,  6,  c  et  J;  si  on  ôte  à,  il  reste 
un  produit  de  trois  letJres  b,  c,  dy  qui^  multiplié  par  a, 
donné  abcd\  si  on  ôte  h ,  il  reste  un  produit  acd^  qui,  mul- 
tiplié par  &,  donne  encore  abcd\  de  même  en  supprimant 
successivement  c,  puise?,  il  reste  tibd^  puis  abc^  qui^  mul^ 
tipliés  le  prenuer  par  c  et  le  second  par  d,  deviennent  tou- 
)Ottrs  abcdi  donc  on  ne  pei^t  avoir  que  quatre  produits  entre 
les  quatre  mêmes  lettres;  on  doit  do^q  diviser  par  4  le  nombre 
total  des  produits  quatre  à  quatre ,  énumérés  précédemment, 
à  l'effet  d'en  revenir    aux  {>roduits  différens.  On  aura  donc 

m(m— ^)(jn— 2)(7?i— 3)  ,  œ  •     *    j 

--> i^ —    p     M    ^    pour  le  Goemcie^   du    cmqmeme 

terme. 
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II  est  facile  de  continuer  ce  raifionnement^  et  de  trouver 
les  cœfEciens  successifs  du  binôme  ;  mais  de  cette  manière 
on  n'obtient  le  t^rme  général  que  par  induction ,  c'est-à- 
dire  qu'on  le  conclut  dé  la  forme  ou  du  mode  de  composi** 
tion  des  coefficient  successifs. 

166.  Si  dans  le  développement 

1 

(x-f  û)*  =  a?"*  +  mor*"""  -^ — ^ — ^^^  a\ 


^«^m-« 


»  •  * 

Mi.  a  fait  a=a?r=ii  oii  trouvera,  en  observant  que  toutes 
les  puissances  de  l'unité^,  sont  Tunité 

(a)»=i  +m+    \        ^+-^ — -4^ i  + +1, 

1.2  1 .2.0 

c  est-à-dke  que  la  somme  des  coefficiens  du  binôme  éle^é  à 
une  puissance  entière  et  positive,  est  constamment  égale  à 
la  même  puissance  du  nombre  a. 

Or  nous  avons  trouvé  (161  )  que  les  nombres  de  produits 
différens  aàa,  3  àS,  4  ^  4"  "^  ^^y  qu'on  pouvait  for-^ 
mer  avec  m  lettres^  étaient  exprimés  par 

m  (m-^  1  )        771(7»—  1  )  (771 — 2) 


1 .«      '        .       1 .  fi .  J 


771 


(771—1)  (771— fi). .  .f  771 — (71 — 'O). 


i.a.3.. .n 


donc  la  somme  de  tous  les  produits  diiférens  que  l'on  peut 
former  avec  771  lettres  prises  2  à  s^  3  à  3 ,  4  ^  4*  *  *^  ^  ^>  ^^^ 

y  (m 1)    ,    m(77X i)(plr^*i)  ^   771(711- l)(77l-fl)(77l^3)     , 

~  i.a      ■*"   -_    i.a.3       ]^^.        i.a.3.4  I-...+1; 


o 


.  mais  d'une  autre  part,  nous  avons  la  propriété 

1 .  a  1*9  ««^^ 


.  tftfù  téflilt*     ■ 

•       •  •  '  • 

Ainsi  avec  un  seul  nombre ,  on  peut  formét  ià^^^i'^'i  ,'6ti  sèéro 
produit;  avec  deux  nombresf|  an  peut  en  Ibrièdlr  iê*^-it-^ïj=i  ; 
avec  trois  nombres ,  on  peut  en  former  2^ — ^^1^—3=^  ;  avec 
quatre  nomibres  ^   on  peut  em  former  1 1  ,  et  àinèi  de  suite. 

167.  Nous  oblervétdns  en  p^Csdànt,  à  l'yard  des  arrange- 
mens  de, six  lettres  telles  que  lés  suivantes,  aoùbbçy  dont  le 
aoœbfe  est  (161)  iXaX3x4X&x6/  que  it  on  ae  veut  re- 
retenir que  ceux  qui  soni  dîfférens^^  où  qifi  na  sont  pas  sèm-i 
blablesy  il  faut  diviser  le  produit  ci-dessus  ^  par  le  nombre 
i^ax3  des'arrangemens  des  tr<^s  lettres  aaii^  nkiltipiîé  par 
le  nombre  iX^  des  arràngemens  des  deux  lettres  bb^  ensorte 
^'il  i^estem 

=-21— _  s=  2— _  fe  Ço 

1,2. 0.1. 5^  1.2 

V  /       ■ 
pour  le  nombre  des  arrangement  dissemblable^. 

1S8.  Les  principes  pbsês  précédciiiméht  ont  dès  applications 
nombreuses  et  fort  intéressantes,  surtorft  danà  le  calcul  des 
probabilités.  Nous  les  appliquerons  à'  la  solution  de  cette 
seule  question  ;        '  \  .  . 

Six  personnes  doivent  se-  ranger-  tadottr  d'une  table ,  et  le^ 
placés  épivent  être  tirées  au  sort;  deux  am^is,  qui  fpntpartie 
des  tonvlveSy  àesireraient  être  à  côté  tun  de  t'outre ,  combien 
y  a-^t-il  de  chances  pour,  ei  combien  y  en  a-4r-il  contre  ? 

.  Six  personnes  peuvent  être  arringé'e^  de  i  >i:2><3X4X5x&, 
ou  de  720  manières  différentes.  Cela  posé;  désignons  l'un  des 
deux  amis  par  ^,  et  Tautre  par  J9;  en  supposant  ^  à  la 
droite  Ae  B  ^  si  l'on  considère  ces  deux  personnes  conune  n  en 
faisant  qu  une,  les  èix  cbbvi^Cs  se  irédéîrOilt  4  ëmq,  et  .admet* 
tront  1X^x3x4X^1  o^  iiaoarrai>;gemènsdifféreiis^  et  dans 


J 
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teuteà  ces  df8p08itidii9>  les  deox  amis  reatefrôltt  f^is^uts  yoi- 
sins  ;  si  I'oà  suppose  ensuite  A  à}€  gaxféhé  de  B,3j  énrH 
lao  autres  arrangemens  âms  lesquels  les  jiéxit  ibémes  eom» 
mes  conserveront  leur  position  respective.  La  question  se- 
rait résolue  si  les  six  personnes  étaient  sur  une  même  ligne  ; 
mais  ji  étant  à   une  des  extrémités  et  B  à  l'autre^   si  les 
deux  extrémités  se  réunissent^  ainsi  qu*il  mrive  à  table,  les 
deux  amis  seront  encore  voisins,  et,  sans  changer  cette  dis^ 
pcrsition ,  les  quatre  autres  ^enonties  pourront  s'arranger  de 
1X2X3x4^^4™^^^^^®^  différentes.    Et  conuue  il  en  sera 
de  même  en  supposant  J$  à  la  place  de   ^^  et  réciproque- 
ment, aux  extrémités  de  la  ligne  droite^  on  aura  encore  a4 
dispositioïis  favorables  aux  deux  amis.  Les  chances, pour,  seront 
donc  au  nombre  de  iQO-|-iâO+24+s4==3SS>  et  les  chances 
contre ,  au  nombre  de  720— â88=:43^-  ^^  7  ^^r^  donc  à  pa- 
rier 43a  contre   aiS ,  ou    1  ~  contré  1 ,  que  les  amis  seront 
séparés. 

1G9.  Oii  peut  eiïcore  présente^  la  formule  du  binôme  sou» 
ime  forme  très-simple,  en  partant  de  ce  développement 


i.a 


:i 


Maintenanf  si  on 'désigne  par  jl  le  premier  terme  ,  le  secondf. 
sera  mAQ  ;  si  celui-ci  est  représenté  par  B^  le  troisième  sera 

iîQ-  celui-ci  étant  C,  le  quatrième  iwra'— «'— CÇ,  et 

.ainsi  de  suite  ;  ensorte  qu*on  aura 


\ 


l38    r  .   É  L  É  M  È-N  s    • 

•  •  . 

Soit  ^  pour  application  de  cette  fonnnlé  ,  (20:+ 5*)^;* 
comparant  cette  puissance  ayec  la  formule   {P-i-PQY^i  od 
trouvera  que  leur  identité  suppose  f- 

m=4,  'P=i^a,    PQ=5z',    d'où     Ç=~; 

faisant  ces  substitutions  dans  le  développement  général,  il  se 
changera  dans  celui  de  (aa-f-S*)"^»  c'est-à-dire  que 

170.  Nous  déduirons  encore  cette  conséquence  de  la  for— 
tnule  générale  du  binôme  :  x« — a«  est  exactement  divisible 
par  X — a ,  m  désignant  un  nombre  entier  positif,  puisque  la 
formule  générale  n  a  été  démontrée  que  dans  ce  cas.  £a 
effet,  qu'on  pose  ' 

a;— »a:=2,    d'où    a:=a  +  a;. 

on  obtiendra ,  en  élevait  ces  deux  jmembres  à  la  puissance  m , 
et  alors  il  y  aura  encore   égalité  entre  les  résultats^ 

a:^=^(z+ay==A'^+maz'^-'+^!!:^^^  

i.a 

.-f-7na'^"'a+a"*, 

■  •         '  » 

d'où  Ton  déduit ,  en  retranchant  de  part  et  d'autre  a"*,  seul 

terme  dû  développement  qui  n'est  pas  nùiltiplié  par  z , 

-  i.a 

et  détachant  en  facteur  commun  du  développement,  x — a 
qui  en  multiplie. tous  Içs  termes,  il  viendra 

et  comme  ce  développement  de  x"— iz"*  a  pour  facteur  x — a, 
la  proposition  est  démontrée  pour  tout  nombre  m  entier  et 
positif. 
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Qék  l'on  divise  de  part  et  d*autre  par  x— a,  et  il  Tiendra 


"^m y»m 


=  (x — a)"""*  -f-  ma(x'''Hiy 


i.a 


Qu'on  suppose  maintenant  x=:a,  ce  qu*il  est  permis  de  faire, 
puisque  x  est  un  nombre  quelconque  ainsi  que  a,  on  trouvera 


G  ' 


en  observant  que ,  pour  cette  hypothèse ,  tous  les  termes  du 
quotient  s'évanouissent^  à  l'exception  du  dernier  ma"!^^.  Ainsi 

la  fraction  non  développée,  qui  se  produit  sous  la  forme-, 

a  cependant  une  valeur  vraie  ma!'^^.  Nous  avons  déjà  ren- 
contré (60)  un  tel  résultat  qui  se  présentera  assez  souvent 
par  la  suite  ;  il  sera  l'objet  d'une  théorie  particulière  exposée 
(Chap.  flo). 

171.  Nous  étendrons  (Chap.  19)  la  formule  du  binôme 
aux  cas  de  l'exposant  entier  Aégatif ,  fractionnaine  positif  et 
oégatif ,  et  même  incommensurable. 


i4^  È  hiu  fi  M  $  m 


as 


CHAPITRE    X  I  I. 

Des  propriétés  de  Pégui-différence ,  de  Féqui^ 
quotient ,  et  de  la  ^idte  de  rapports  égaux. 

175».  ViONNAlSSANT  trois  grandeurs  ou  trois  nombres  a ,  b 
et  c  ^  on  veut  trouver  une  quatrième  grandeur  ou  un  qua- 
trième nombre  x ,  d'après  Fune  et  Poutre  de  ces  conditions  r 
i"*.  que  la  différence  entre  c  et  n  soit  la  même  que  la  diffé- 
rence entre  a  et  b  ;  a^.  que  a  contienne  h  autant  de  fois  que  c 
contient  x. 

Ces  deux  énoncés  sont  exprimés  par  les  égalités 

a       c 

o       X 

» 

qu*on  note  encore  assez  souvent  de  cette  manière 

a.blc  .x\    alb  liclx. 

Ces  traductions  sont  nommées  proportions  arithmétique  et 
géométrique.  La  dénomination  d'équi- différence  est  préfé- 
rable à  celle  de  proportion  arithmétique ,  parcequ*elle  énonce 
correctement  cette  relation  entre  les  quantités 

I 
a  —  b^izc^dy 

tandis  que  l'autre  dénomination  ne  rappelle  rien  -,  la  notation 

correspondante  ,   . 

a. blc ,d 


r  ' 


« 

a  le  donbie  inconTéxiient  d'exiger^  i*.  ke  dcvx  fmaU  !  qi|t 
sont  souvent  employés  à  indûjuer  la  diybion  de  deux  qu£txi- 
tités  ^  lorsqu*ici  ils  tiennent  lieu  du  signe  ^= ,  ce  qui  fait  doubla 
emploi  et  ambiguité  ;  a*.  le  point  eoftre  deux  lettres  .pour.iur- 
diguer  leur  différence ,  lorsqu'il  est  souvent  employé  à  dési- 
!  signer  une  multiplication.  Des  raisons  analogues  ont  déterminé 
à  changer  la  dénomination  de  proportion  géométrique  en  celle 
d'équi-^uotient ,  et  de  substituer  le  signe  =  aux  quatre  points 
qui  séparent  les  rapports  ou  les  quotiens  égaux  :  cependant 
comme  la  notation  et  la  dénomination  anciennes  sont  toujours 
osîtéee  "dans  la  géométrie ,  nous  nous  en  servirons  pour  «cane 
et  énoncer  les  propriétés  que  nous  aurons  découverte  .en  em^ 
ployant  l'algorithme  plus  .commode  de  Tégàlrté. 

173.  Nous  observerons  que  les  propriétés  de  Téqui-diffli- 
rence  ^  sont  autant  de  conséquences  de  ce  principe  déjà  posé 
(  i3  ,  68)  :  qu'on  peut,  sans  altérer  une  égalité ,  opérer  de  la 
même  mamère  sur  tun  et  sur  Vautrer  rnembre. 

I        P^r  exemple ,  cette  équi-différence 

a  — 4:=t  —  X,    ou  a  — issc—^d, 

I  en  supposant  connu  le  quatrième  terme ,  puisqu'il  ne  s*aglt 
ici  que  de  découvrir  des  j>ropnétés^ -donne  par  ra4dition  de 
b  +  d  aux  deux  membres 

a  +  d^b  +  c fi), 

d'où  l'on  a  conclu ,  par  rapport  i  la  proportion  arithniétique^ 

a.blc .d , 

cette  propriété  :  la  somme  a.+  d  des  termes  exffrêmes ,  crt 
égai^  à  celle  b  -}-  c  dés  termes  moyens. 

^'en  partant  de  l'égalité 

a  +  rfîsi  +  c. 


l4a  EL  ]É  M  E  N  s 

on  retranche  de  part, et  d*autre,  l^  6-f  d,  et  on  aura 


a®,  c+d,  et  il  résultera 


(a); 


a-*- c==6—- J. . .  é .  ,.(5);  • 
3**.  a  +  c ,  et  il  viendra 

a  •?—  c  î=6  —  a  *  * . .  é . . .  (4)« 

« 

Les  égalités  (3)  et  (4)  comparées  à  la  notation  a,blc  .d, 
démontrent  qu*on  peut;  sans  altérer  une  proportion  arith^ 
métique ,  changer  les  termes  moyens  de  place ,  ou  écrire  les 
antécédens  sl  et  c  en  place  des  conséquens  h  et  d ,  et  réci-^ 
proqu^ment. 

.     De  régalité  /. 

résulte  encore 


{^a'^-m)  —  (6  +  '*)  =  (c+m)  — (d-j-/i), 


ou^  dans  l'ancienne  notation^ 

a-^m.b  '^-nl  C'-^^m,  ,d'\'n 


(5). 


Donc  071  n'altère  pas  une  proportion  arithmétique  en  augmen-- 
tant  les  antécédens  a  et  c  d'une  même  quantité ,  et  les  consé-^ 
quens  b  et  d  d^une  même  autre  quantité, 

174.  Enfin  toute  opération  par  voie  de  transposition ,  d'ad- 
dition ,  de  soustraction ,  de  multiplication  et  division  ,  faite 
sur  l'un  et  Tautre  membre  de  l'égalité  ar^b:=zc  —  rf,  don- 
nera une  nouvelle  propriété  de  la  propprtion  arithmétîi|ue. 
Parmi  celles  de  la  proportion  géométrique^  nous  ne  ferooi 
conoaitre  que  les  plus  usitées.  i 

175.  Reprenons  l'égalité  entre  deux  quotiens 


\ 
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qui  correspond  à 

Si  on  mnltiplie  de  part  et  d'autre  par  le  produit  bd  des  dé- 
uomiDateors  ^  on  aura 

adz=z  cb. 

Donc,  dans  tonte  proportion  géométrique ,  le  produit  ad  des 
termes  extrêmes,  est  égal  à  celui  bc  des  termes  moyens^ 

Kédproqaement,  qu*on  ait  ! 

.  b^^d'         .. 

et  alors  il  n'y  a  pas  proportion  (173),  puisque  l'un  des 
quotiens  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'autre  ;  en  multi- 
pliant par  db,  le  plm  grand  produit  sera  donné  par  le  ^lua 

grand  quotient^  et  vice  versa  ^  ensorte  qu'on  aura 

♦  » 

ad'^'^bc, 

f 

on  le  produit  des  extrêmes  plus  grand  ou  plus  petit  que  celui 
des  moyens.  L'égalité  de  ces  produits  suppose  donc  proportion 
entre  les  quatre  nombres  a ,  b ,  c  et  d, 

176.  Si  l'on  part  de  l'égalité 

ad  s=  bc ,       '\ 

laquelle  Correspond  à  une  proportion ,  et  qu'on  en  divise  le$ 
deux  membres 


I  .     . . 


t^parW;!         ,     U=3>/      et  les ^    \a-«-^-. 


k~d*l      et  les      XblaUdlc, 
«0 -a_  »     i      .        Jo ^   \prop6rtkmsJ^'^-î**4 

a.pardc,^  f-_^,y  ^^     -fc:a::rf:i. 


I 


I 


t44  tttutfis 

On  voit  donc ,  i*.  que  quatre  nombres  têts  que  te  produit 
de  deux  d'entr'eux  ^oif  ^gal  au  j^odui$  des  deux  autres  ^ 
sont  propres  à  former  différentes  proportiqns  qui  ont  lieu  en 
même  temps  ;  a!*»  quori  peut,  sans  altérer  une  proportion, 
changer  les  moyens  de  place ,  conclusion  qui  résulte  de  la 
trcâsième.  proportion  rapprochée  ^de  1^  j^ejj^èxe  ;  5*-  qj^'ofi 
peut  écrire  les  coniéquens  en  place  défi  gutécédenfi^  4t  ^t^^ 
proquement,  ainsi  que  le  montrât  les  seconde  et  quatrième 
proportions  rapprochées  de  la  première  et  de  la  troisième* 
On  yqit  quel  av^nt^  ces  çemsi4ièxf(ti9^MJ4.WÊ  idSbs^cpt'oa 
emploie  en  «Axit^iifiétjiq^ip. 

177.  Nous  n  ayons  pris  pour  .diYidQH^ .  ds» /d^fs  iqemlires 
de  Tégalité  adz=zbc,  que  deux  des  six  produits  deux  à  deux 
qu'on  peut  faire  avec  les  qu^eJettres  a,  b,  c  et  cf;  il  res-^ 
terait  done  encore  à  diviser  par  les  produits  ab,  aê,  ad,  bc, 
ce  qui  foumir^t  aut^t  d,e  propriétés  de  la  proppif^qp^  que 
nous  nous  dispeit^erons  de  consigner  ^ci.  ' 

*     XX        c 

.   ïijSf  D»  réquirfaotieat.T^BT^i  «9  déSiiit'ks  -égcd^és  «uî-^ 

vantes  :    -  ^ 

m      ^  p        771  m 

—  a     Ç-c     —^  a      — c 

n     q    ^     nji 

^   .'    ■fl        9         'Ç 

qui  donnent  les  proportions 

,  I!La:I!^b::Pc:Pd;II^a:tb::!!LctBd\ 

n         n,        q      q       Ji   .    q  n       q 

le^quelks  ,  suivant  les  valeurs  flumérigups  jçpL,Qn  ^ttj^w  .A 
m,  n,  p  et  ^ ,  ^ourdissent  des  propriétés  différ/^^^iç?  ^M 
proportion  a  :  i  ::  c:  J;  on  en  obtieiidrait  d'autres  en  faisant 
•ubir*  aux^guative  termes  de  ces:deux  proportions  ^#  changer 
mens  de  place  qui^n!ah)èrent  pasl»  proportion. 

^  a      c  ' 

J79.  Jl'éff^té  irJz£:^doqn^  encore  «elle-ci  :  » 


/ 
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c" c* 

m  p 

qu'on  peut  écrire  sous  forme  de  proportion  y  et  dansIaqueDe  car 
peut  attflbuer  èLm,n,p  et  q  différentes  valeurs  numériques. 
180.  Enfin  les  égalités 

< 

> 

flgllhlk 

multipliées  l'une  par  l'autre ,  donnent  les  produits  égaux 

€tfl  etc.         chn  etc. 

(t  la  proportion 

a// etc.  :  bgnketc.  ::  chn  etc.  :  dkp  etc. 

d'où  Ton  tire  cette  conclusion  :  $i  Pon  multiplie  caitant  qu'on 
ifoudra  de  proportions  par  ordre ,  ou  terme  à  terme ,  les  pror, 
^its  résultons  seront  en  proportion. 

i8i.  On  a  toujours  en  même  temps  les  deux  égalités 


!  a      c  J  (a  c         ' 

réduisant  l'unité  aux  dénominateurs  b,  d,  a  ,c ,  on  trente 
a±:b      c±.d       b±a      d±c 


IT"  — "T" 


10* 


1-^  É  1  É  M  £  N  s' 

La  première  égalité  devient 

adzb ^^b  a  +  i* .    a — h         a 4-  i c+  d 

c±:rf"*3*        c+d      c  — «1*       a— 6'     c— d 


^  Amhm  eM»  propottioa  £ort  uailée 

Si  Ton  change  les  signes  inférieurs  dans  les  deux  membres  de 
la  secQude  égalité  ^  6a  â  celle-ci  : 

SirtJ^  —  ^^^.^ 
a  c 

quij  rapptociïée  ^é  \à  {ITemière,  donne   • 

a±L  b  l  à  ou  b  l^  c  zt.  d  t  c  cm  4* 

La  proportion  al  b  il  cl  d,  jouit  doric  encore  de  ces  deux 
propriétés  :  i^.  la  sânukë  des  deux  êermes  du  premier  rapport 
est  à  leur  différence  ^  comme  là  somme  des  êeuse  tenues  diè 
second  rapport  est  à  la  différence  des  mêmes  termes  ;  â^.  la 
somme* ou  là  Sffêrénéë  des  deux  îehttès  du  ptémiéf  rapport, 
^t'd  l'antécédent  ou  au  conséquent  de  ce  rapport,  comme 
l£t  somme  ou  la  dfférence  des  deux  termes  du  second  rapport, 
est  â  i'dhiécédeni  ou  au  conséquent  de  ce  rapport 

i8îa.  Eu*  slippôâant  toajoûrs  v  =  2»  où  â  '^^^»  ^^^ 
résulte  cette  propnéfé  que  néus  venons  de  déiMontrer 

ma dznb  l  ma  ou  nb  il  nicfè^ndl  me  ou  nd  : 
de  l'égalité  ^  =  C-  ^  on  déduirait 

pa dz,qb  Ipa  ou  qb  II  pc:±,qdlpc  ou  qd: 
changeant  les  moyens  de  place  dans  ces  deux  proportions. 
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on  obtient -les  deux  suiyamtes 

ma  rh  n&  :  mc±nd\\  ma  on  nblmc  ou  nd^      ^ 
paztqbl  pc  ±Lqd  ::  pa  ou  qb  :  pc  ou  çi^ 

Or  ces  deux  proportions  ont  le  dernier  rapport  commun,  puisque 

ma       nb      pa       qb     .       \       . 

—  on  "-j=* —  ^^  ~3'»  donc  les  deux  premiers  rapports  se- 
ront égaux  et  donneront  la  proportion 

ma àinb  *pa:±:,qb  II  mc±ndlpc±z qd. 

^     ,    ,.,,    ma       m*    pa      ^      .       ,  .  "* 

Des  égalités  - —  =  — t-  ;  «—  =1:^  qui  ont  heu  en  même  temps 

que  celle-ci  t  =  ;» ,  qui  donne  -  =  -^  ,  on  déduirait  de  la 


même  manière 


ma  ±:  ne  :  pa  ±:  çc  ::  mi  ±1  nd  :  pft  ±:  qd. 

Ces  deux  proportions  sont  des  formules  générales  de  cfaan- 
gemens  ou  de  transformations  qu'cm  peut  faire  subir  aux 
quatre  termes  de  la  proportion  a\b  \\  c\  d. 

Qu'on  suppose  m=n=p=:(7=i*>  on  aura  en  prenant 
antécédens  avec  les  signes  supérieurs  y  et  les  conséquens 
avec  les  signes  inférieurs , 

a  +  A  :  a— ft  ::  c  +  d  :  c— rf, 

a^c\  a^  ç  \\  b -^  d\b  *^dy 

propriétés  usitées.  Dans  les  hypothèses  7n=7t:^=i,  qf  =  o,  . 
P^  b .  elles  donneront 

a±:b;ba::c±:d:bc, 
aàic  :ba::bqf=.d:bb, 

proportions  qui  ont  lieu  en  effet,*  puisque,  pour  chacune 
d'elles  ^  le  produit  des  termes  extrêmes  e^t  égal  à  celui  des 
moyens,  en  observant  qu on'a  arf  ==  ftc. 


1 
1 


J^S  é  t  É  M  £  n  s  ' 

1 83.  Ea£n  supposons  cette  .suite  d'égalités  efttte  des  rap* 

qu*on 'nomme  suite  de  rapports  égaux ,  et  qu'on  note  com- 
munément de  cette  manière 

a:b::c:di:B:f:tg:h::ébc\ 

G^s  {ractions  étant  toutes  égalcB ,  «n  a  nécessairement 


9 

^  0  e^  g  ^ 

^«ç,  3  =  iy,  ^  =  ^,  |=^,et€. 

d'où  rélulteat  ces  égalités 

a  —  bq,  c  =  dqf,  e-=ifq.  ff=:*9>  etc., 

•        •  • 

dont  la  somihé  est 
on  déduit  de  là 

I 

et  cette  propriété  :  dans  toute  suite  de  rappoHs  égaux  ,  la 
somme  de  tous  les  ttntécédens,  a,  c  ^-e,  g>  ^-  «^  à  celle  de  tous 
les  conséquens  b^  d,  f^  h,  etc.  comme  un  antécédent  a  est 
à  son  conséquent  h ,  ou  comme  une  somme  d'antécédens  est 
à  pareille  somme  de  conséquens  correspondans. 

'  184.  On  aura  aaps  -doute  remarqué  qu'en  est  parvenu  â 
toutes  ces  propriétés  de  la  proporrioh  «géométrique  ,  en  com- 
binant celle^  des  fractions  arec*  les  propriétés  de  Tégalité  : 
cette  aarc}ie  remplace  avantageusement  tous  les  raisonne- 
mens  qu'on  est  obligé  de  faire  lorsqu'on  veMt  conserver  l'an- 
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•^ 


cienne  notation  »  on 

ce  qu'il  est  néanmcMiiB  cuiwfiMft  de  Eâre ,  dT 

exercer  de  bonne  lienre  h  logiqBe  des  deTO  qsx 

tmnent  qne  trop  à  i 

calcul  y  et  de  Taotre , 

deux  tno jeoB  hien  dstincts^  de 

sions.  Noos  ferons  encore  o1mci%ci  que 

ces  doiize  chmîtres  l'oidie  des 

dans  les  Trâlls  d'AntlnKliqB 

présenté  sncceaâ?emcot  les  opâatÎGos  de  FadâtieBy 

tioD,  mnltiplication ,  firîâony  fonaation  des 

extraction  des  racines,  la  diéorîe  des  propertkos 

tique  et  géométrique ,  afin  de  fafîTîtiJr 

rapprochemens  propres  à  leur  bien  bm  ap^icgtiJB-  les 

ractèr^  distinctifs  de  ces  deux  bcmciics  de  CaknL  Ccst  posr 

cette  raison   qne  f  ai  cm  deroir  démontrer  dan«  le  dapôxe 

onzième ,  la  formulé  dn  binôme  ,  dont  TinteCignce 

sans  doQte  pins  fzfâie  dans  teDe  antre  dBspoâtîon  des 


*• 
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CHAPITRE    XH  I. 

*  ♦ 

Considérations  sur  les  signes  --f-  ^ /  -— ,  ^  sur  les 
quantités  négatives  isolées ,  sur  les  imaginaires 
et  les  inégalités. 

'  .  .     ,  •  • 

L  serait^  à  souhaiter ,  dit  d[^leTi}bert  ,  q,ue  rÊttns  les 
livres  élémentaires ,  on  s* appliquât  davantage  à  bien  éclaircir 
la  théorie  mathématique  dès  quantités  négatives  ^  ou  du  moins 
qu'elle  fât  présentée  de  manière  à  ne  pas  laisser  des  notions 
fausses  dans  l'esprit  des  commençons.    ^ 

i86.  Dans  ce  qui  précède ,  les  signes  -Pet— •  ont  toujours 
indiqué,  le  premier  une  addition  y  le  second  une  soustraction  : 
c'est  le  seul  emploi  qu'ils  avaient  à  remplir  lorsqu'il   n'était 

question  que  d'opérations  èi  £aîra  sur  des  représentations  de 
nombres  :  +  et  —  sont  des  signes  de  corrélation  :  une  quan- 
tité isolée  est  celle  que  l'on  considère  en  elle-même ,  et  sans 
aucune  relation  avec  d'autres  qiiantités  ;  ainsi  une  telle  quan- 
tité précédée  soit  du  signe  + ,  soit  du  signe  —  ,  implique 
contradiction.  Cependant  on  est  souvent  conduit  dans  la  solu- 
tion des  questions ,  4  ^*^  résultat  tel  que  celui-ci  a:  =  —  n, 
n  étant  un  nombre. 

Que ,  par  exemple  \  on  ait  de  3'  à  retrancher  5 ,  ce  qui 
revient  au  cas  de  6  <^  a,  distingué  (  17) *,  la  soustraction  n'est 
pas  possible  ;  on  la  remplace  par  celle  de  3  ôté  de  5 ,  et  la 
différence  a  est  précédée  du  signe  —  ,  poux  dire  qu'on  a 
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changé  l'ordre  des  nombres  ^  à  TefFet  d'en  venir  à  une  opéra^ 
tion  exécutable.  Le  jreste  a'éstce  dont  il  s'en  £ant  qne  le 
nombre  3  soit  tel  quon  puisse  en  retrancher  5  ;  c'est  ce  qui 
manque  an  nombre  3  >  pour  qu'on  en  soit  à  la  limite  des  sous- 
tractions possibles  lorsqu'on  a  Sa  retrancher.  En  effet  la  der- 
nière de  ces  soustractions  est  5  —  5  =  o. 

C'est  dans  ce  sens  qu'il  faut  interpréter  Fèxposant  négatif 
',  trouvé  (56};  il  avertit  qu'on  est  sorti  des  Hmîtes  de  la 


division,  ce  qui  a  lieu  en  ettjjLici ,  puisque  le  diviseur  est  al- 
gébri^emènt  plus  grand  qufle  dividende.  L'exposant  du  quo- 
tient ayant  fonction  d'indiquer  l'excédant  du  nombre  de  fac- 
teurs a  dû  dividende,  sur  oeini  des  facteurs  à  du  diviseur, 
doit  être  noté  /  dans ,  cette  hypothèse ,  d'après  la'  conventioii 
faite  (17)/  Qn  observera  d'ûUeuri  que  la  division^  n'est  qu'une 
soustraction  âl^régée.  Nous  avons  âudé  la  considération  de  ces 
exposans  dans  la  division,  lorsqu^îl  s'agissait  d'ordonner^  en 
faisant  passer  l'exponentielle  çn  diviseur  dans  les  deux  poly- 
nômes, et  les  multipliant  par  le  produit  des  dénominateurs 
(80  et  chap.  a3  ). 

Prenons  pour  second  exemple  ,  cette  question  :  Trouver  un 
nombre  qui  soustrait  de  a.\  laisse  h  pour  ré^fe.  '  Désignant  ce 
nombceîncoïkà  par  x,  on  Sucette  traduction' . 


.» .» 


a  —  a;=:6,  d'où  x:sz,ja^^b .••(!)> 

en  ajoutant  x  et  retranchant  b  dé  part  et  d'autre.  <^u'on  sup- 
pose a==:io,  b=4>  on  aura  x  =  6  :  alprs  la  soustraction 
est  arithmétiquenient  exécutable!  Mais  qu'on  ait  a=  10, 6=  14» 
il  faut  de  li  retrancher  i4>  <îe  qu'on  ne  peut  faire  qu'en  partie , 
ou  que  par  rapport  à  la  portion  de  14,  égale  à  10.  I^excédant 
4  ne  peut  être  soustrait,  puisque  ' cette  opération  emporte 
ridée  de  deux  nombres  ;  mais  un  tel  résultat ,  en  tant  qu'il 
existe  soustractivement ,  indiquera  que  le  nombre  x  dont  il 
est  la  représentation,  doit  entrer  soustractivement  dans  l'énoncé 
où   il  est  déjà  retranché  du  nombre  a  ;  ensorte  que  par  là 


I 

> 


j 
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J'énonce  se  troûT^  corrigé  et  ramené  i  ces  terme»  :.  tréuver  un 
nombre  qui  ajimté  à  a,  donne  h  pour  sùmnie„Ce  nombre  né- 
gatif isolé. ramène  donc  à  la  véritable  position  idé  la  quesâon  , 
il  avertit  que  l'énoncé  doit  êtré:prîs  dans  un  ses»  opposé ,  il  le 
redresse  dans  ce. qui  est  inexact.  Telles  sont  dbiie  Todgiile  eH 
Tacception  de  ces  quantités  négatives^  isotéés.  On'  voit  bien 
clairement  ici  qjite  ce  signe  ^r*  xx^ffecte  qu'en  ^app^reoce  le 
nombre  4  >  ?t  qu'e^  dernier  résultat^  il  indicpirde  queJle  ma- 
nière ce  nombre  qu  ^a  représeiM||Éîk>n  doit  entr^^r  daj^s  1^  com-' 
binaison  ,énô^cée',  ce  qui  est^^^si  que  nous  ravotoS/ observé  ^ 
la  véritable  fonction  des  signes, 

,  Cette  incertitude  de  Topération  sous  laquelle  le  nombre 
inconnu  doit^étre  combiné  dans  Ténoncé,  est  d^  même  espèce 
dans  la  qifeeltobsiiivante  ;  seulement  efte  a  Ucude  la(  ^n^ltipli-i^ 
cation  à  ta  division  ;  tfouverunnombrequimuHipUantb^  donne. 
pour  produit  runité  :  on  a  &>nc  .  .  '  . 


»  .»  • 


'  5  X  x:=z  i ,  d'où  a:  =  3  :  '  '    '  '     '' 

4  à.  A  ^ 

ensorte  qu*il  faudrait  dire  :  trouver  un  Tiomhcr^  ^ui  diuisant  5  , 
donne  l'unité  ^pour  quotient.  Mais  comme  diviser  paç  5  revient 
à  multiplier  par  i,  Téno^eépcut  êtrei  maintenu.  .\- 

TJn  homme  place  pùur  une  ann^  un  tafi^atjn.rjoisàn  de 

5/^'  pour  loo^'  dintérêt;  au  bout  de  Vannée  y  en  sus  du  capital 

et  des  i  intérêts ,  on  doit  lui  rétnettre  par  convention  faite ,  une 

somtne  b  ,  et  lé  tout  doit  faire  le  capital  :  on  dçmUnde   ce 

^qu'est-ce  capital? 

Soit  X  le  capital  :  puisque,.iocv'[:.  deviennent,  ai;,  bout  de 
Tannée  io5^''*  f.  on  aura  le  capital  à  la  n^ême.  époqjue  ^  par  la 
proportipn     .     •  .:     /^,,,^  ^    .      ,' 

100-;  loS'tCraj'ty ipi^-^— ^^  ■'    - 

^  lOO 

'••?  *         ■••";•::;:■->. 

1  Ou  X  ' 

î^a  somme  -t^^^  -^  b  doit  être  ip  ;  on  a  donc  l^é^uadon 

io5x.    .   ,     , 

•*^.  •+•  tf  SS  XI' 

lOO 


d'à  l  g  é  b  r  e.  ]5S 

prenant  loo  fois  l-nii  iÉlfaotre  metobteé,  on  aura  ancore  naa 
équation  qui  sera       m 

io5x  +  looft  =  »oox; 

%t  retrandiant  de  part  er  d'autre  loQx  et  ]00&^  on  obtiendra 
les  différence»  égales 

Sx  z=—  looA, 
et  diyisant  par  5  ,  - 

a:  =  — raoft. 

Ainsi  le  eapîtal  serait  >-^  ftûfr.  4atte  ntpûiïse  ne  parait  pas 
d'abord  intelligible ,  et  cependant  si  on  repôfté  cette  Valeur 
—  2206  de  X  dans  l'équatioi  trouvée.,  00  obtient 

r 

loSXflo*   ,   .  . 

100 

» 

et  faisant  les  opération/  indiquées  dans  le  premier  meoibre , 
il  vient 

-*aoi  =— aoA, 

I 
«  % 

ce  qui  est  vrai.  Cette  valeur  de  x ,  toute  négative  qu*elle  est , 
satisfait  donc  à  Téquatiou  /  puisque  ses  deuiç,  membres  de^ 
viennent  identiquement  égaux  par  le  fait  de  i^  substitutiooi. 
En  remontait  à  l'énoncé,  on  découvre  ^qu'îl  est  impossible 
qu*un  c^ital  augmenté  d  un  intérêt  ^  resj^  é^l.  à  lui-même ,  • 
%t  qu'à  plus  forte  raison,  cette'  impossib^ité  a  ]ieu  ^  «i ,  outre  l^s  , 
intérêts  on  lui  ajoute  une  somme  &;  qu^il  faut  que  de  ces  deux 
parties' ,  ee  qui  rémilte  de  l%tétêt  à  rtSÊOtidé  B-  pottr  cent , 
ou  &,  rtmê  àcHt  éotiétraité.  En  effet,  si  on  teporte  dans  la 
première  équation*  oetté^ '^irèonstanèe  ««^  x '^  iqni  n'est  qtte 
a?  =  —  nn'  nombre  ,  "on  troéve 


t  .      r. 


>  I        I 


—  — -  X  •4-  Ois:  —  op;  • 


1^4  É,  L  É  M:.E:N.S 

jst  cbaogeant leS'Mgneç  d«  part  €^t4*|uitr«, 

ff  II. 

io5x    .  , 

i 
traduction   de  renoncé ,    en  supposant  irintérét  additif    a« 
capital  I  auquel  cas  la  somme  b  doit  être  retranchée.  Cette 

équation ,  traitée  comme  la  précédente ,  donnerait 

I-  ^   — 

Si  l'intérêt  de  5  pour  cent  est  soustrait  de  loo ,  auquel 
€03  i<po  se  réduit  à  ^  ,  pi^  le  capital  a;  au  bout  de  .raanée , 
parla  propoytipn    :  .  .  .    .      ;.       . 

^  «^  100 

conséquemment  ,  ^    ,    ' 

lOO 


»  1- 


multipliant  par  loo,  retranchant  de  part  et  d'autre  95X9  il 

vient  ;     ._ 

100 6  =  5x,  ou  a;  :^  ao fr. 

*     Le  résultat'  négatif  isolé ,  valeur  de  x  ^  annonçait  une  rec- 
tification où  une  correction  dans  les  tèVmes  de  l'énoncé,  et 
là  gestion  proposée  pouvait  être  '  rétablie  dé  deux  manières. 
Là  rétolution  des  questions  dont  hoùs  iioiis  '  occuperons  plus 
'  p'articulièreiû'ent  âans  la  suite',  noiis' fournira  de  fréguentèi» 
''ôcdâsions  At  devenir  siif  cea  considérations  et  de  les  compléter. 

.  P^.  Ut  dans^gujelqu^  .puvragepîélé^n^flt^res^  qu^  le%^fi.^- 
jtitis' négatives  «oi^y^opstractivesiie  ^nt,pi^)|neipjàr#ftifBie  a^éro, 
pafceqii'jil  n'y  a  ;rifin  au-dessoysî/l&.Aérp^f.parÇi^QP^-^éro  est 
la  limite  des  quantités  décroissantes, ^e  qu'il  faut  cependa];it 
entendre  des  décroissemens  par  voie  de  division.  Quoi  qu'il  en 
soit  de  cette  opinion  qui  n'est  pas  0èUe  des  géomètres  les  plus 
distingues  de  nos  jôiits^  qui  notent  une  quantité  négative  telle 
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qne  —  a,  par  exemple^  de  cette  mapière,  û<  o,  on  peut  com- 
parer Içs  nombres  négatifs  aux  positifs  ^  et  les  premiers  entre  eux 
sous  la  relation  des  grandeurs.  A  cet  effet ^  posont  l'identité 

et  retranchons  4  de  part  et  d'autre ,  en  faisant  cette  soustrac- 
tion de  4  des  nombres  3  et  a^  afin  d'avoir  de  ces  restes  négatifs; 
on  trouvera 

4  +  (~0  =  5  +  (-fl), 

or  4  P8t.<  5;  donc  par  compensation  —  i  est  >  —  a.  On 
démontrerait  de  cette  manière ,  que  de  deux  nombres  négatifs, 
le  plus  grAd  est  h  phts  petit  considéré  numériquement ,  ou 
abstraction  faite  du  signe.  Dans  les  deux  membres  de  l'égalité 
précédente ,  les  nombres  n^atifs  ne  sont  pas  isolés. 

Si  des  deux  membres  de  la  première  égalité  on  retranche  4, 
on  aura  Celle-ci 

4  +  (— i)=a+.i: 

or4èsï>û;  il' faut  donc  que,  par  compensation,  on  ait 
—  1  -<[  -f.  1 .  jfinsi  un  nombre  négatif  est  plus  petit  que  tout 
nombre  positif  ,  ou  que  tout  nombre 'absolu.         , 

On  démontre  dans  la  miiltiplicatiôn  que  -i—  paf  — donne -f-, 
ce  qui  est,  comme  on  lé  sait,  une  manière  abrégée  de- s'expri- 
mer :  pour  cela;  on 'part  (Sg,  4o)  ^^  deux  facteurs  tels  que 
a — b  par  c^^d^  dans  lesquels  les  quantités  b  ttd  sont  retran- 
chées des  quantités  a  et  c  respectivement  plus  grandes  :  ainsi 
on  ne  prouve  pas  directement  que  —  S  X  —  d  =  -f-  Jd  , 
ou  que  (  —  i)*==:^ft*.  Cependant,  la  première  règle  une  fuis 
établie ,  qu'on  pose 

a— îr  =:  & ,  d'où  X— n  = -^  6  , 

et  qu  on  élève  cÎuic.ui\b  ,de  ces  égalités  au  carré  ;  puisque  le 
produit  de, a  —  ic  par  ia  —  a: ,  est  le  même  que  celut  de  x  —  a 


^5S  È  L  É  M  E  W  s 

•  * 

par  ae  •— « ,  on  awa 

Les  mêmes  principes  serviront  à  expliquer  la  signiScatîoii 
des  racines  imaginaires.  Posioits  de  suite  cette  question  :  trouver 
le  nombre  dont  le  carré  soustrait  de  3^  donne  7  pour  reste. 

On  a 

'   5-^o^=srf^  donc  à^z^S  —  7=1 — 4- 

Ici  se  manifeste  une  coatradîctioB'  dans  Ténoncé  ,  et  nous 
sommes  avertis  que  le  carré ,  au  lieu  d*être|^'oudtrait ,  doit  être 
ajouté.  On  est  conduit  par  cette  question  à  extraire  la  racine 
carrée  du  nombre  négatif  «^  4  >  ^  fP^  lionne  Timaginaire 
a  |/-r^  1  (i9ja,ia6).  Mai^âi  redressant  d'abord  Téiipncéy  on  a 
la  .traduction 

3-f-a:»  =  7,  â*où  a:*  =  7  — 3*=:4,  et  a?=:V/4  =  fl. 

Ainsi  les  résultats  négatifs  isolés  viennent  de  cf  qui  on,  est  con- 
duit à  soustraire,  un  nombre  plus  grand  d'un  plus  p^t ,  et 
les  imaginai;*e8  sont  données  par  une  liouvelle  opération  à 
exécuter  sur  ces  sortes  de.  restes  qu'on, ne  deyrait  pa»  r^unçon- 
trer.  Ç*est  e^ectivement  de  cette  manière  que  novs  avons,  in- 
troduit  Tiraaginaire  (a6)  pour  démontrer  deux  transformations 
très-usitées»  Far  là  oous^  donnons  \ine  odg^i^  commise  aux 
restes»;  aiix  exposans  négatifs  et  aux  imaginaires. 
. ,  Soit  encore  propçs^  d^  trouver  dm^  c<mrés /dont  Iqsommi^ 
soit  un  narré.  On  aura  Téquation  . 

a:»  +  j^  rr:  û* ,  d'où  X*  ==  û*  —  j*  : 

■  *      .       *      '  • 

cette  équation  sera  visiblement  possi);>Ie  tant  que  Ton  aura 
y*  -«^  a*  ;  mais  sous  la  relation  y^'^a^^  l'énoncé  renferme 
visiblement  une  contradibtion  ^  et  on  n'a  pas  ï>e8oin  d'en  être 
averti  par  l'imaginaire  qui  eit  le  réaultxr  dtr  ôdicul.  Le  signe 
-«-*-  ne  se  trouverait  donc  îamais  sous  le  radical  du  second  de- 
gré  ,  si  réçoncé  était  toujours  ce  qu*il  doit  être.  {^F'oyez  P ou- 
vrage de  Camot  ^  Géométrie  de.  position ,  page  63.  ) 


• 

187.  Considérons  deux  points  Metltf  rapportés  successif* 
Aent  aux  points  A  et   A'  orig^le8  communes  des  distances  ; 

[ésignons  pat  x  celles  des  points  M  et  M'  au  point  A , 
X  celles  des  mêmes  points  au  point  jf  ^  et  par  A  la  dis- 
;e  A  A  :  où  aura 

AM  zsiAAf  ,^x'=iA  +  sfz=:zx^ 
AM':=iAA^^jf  =  A'^af^x. 

voit  donc  ^e  si  Ton  veut  rendre  la  même  Formule  ana« 

X  SI!S  Jl  "y"  X  f  ~ 

plicable  aux  points  situés  à  droite  et  à  gauche  du  point  jf^ 

[faut  regarder  pour  ceux-ci^  les  valeurs  de  j/  comme  né**- 

ives  ;  ensorte  que  les  changemens  de  signes  répondent  aux 

igemens  de  x>osition  des  points  par  rapport  au  point  A^ 

le  des  distances.  Lorsque  les  deux  origines  A  et  A^  9» 

f^pdent  au  point  A' ,  on  a  AA^  =  ^=  o^  et 

A'M^z  +  x^    A'M^^-^xT, 

ttpù  rend  plas  évidente  la  conclusion  ci-dessus.^  Si  de  j^Iua 
suppose  le  point  A^  en  iRf,  on  trouve 

^  si  ^  se  transporte  en  M, 

ifÎQsi  deux  distances  comptées  à  droite  et  à  gaucbe  d'une 
iJême  origine  A\  et  sur  une  même  droite:;^  doivent  être  af- 
ii  ctées  Tune  du  signe  4-  et  l'autre  du  signe  — .  î\  §n  est  df 
■;  ême  des  deux  distances  M' M  y  MM'  comptées  des  deux 
^S^Qes  M  et  JT  sur  la  ligpe  qui  le  joint  ^  et  en  allant  de  Tua* 
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vers  l'autre.  Le$  rignes  -f-  et  —  indiquent  doue  deux  manières 
d'être^  ou  deux  sens  absolument  opposés.  Telle  est  la  signifi- 
cation qu'ils  conserrent  dans  l'application  de  l'algèbre  à,  la 
géométrie ,  laquelle  n'est  pas  une  convention  nouvelle,  et  ne 
répugne  pas  i  celle  qu^ils  ont  dans  l'algèbre,  puisque  la  pre- 
mière dérive  de  la  seconde. 

Cette  acception  des  signes  -f-  et  —  bien  entendue  ,  nous 
passerons  à  quelques  observations  sur  les  inégalités ,  à  l'effet 
de  prémunir,  les  commençans  contre  quelques  erreurs  dans 
lesquelles  il  leur  arrive  quelquefois  de  tomber. 

On  a  vu  qu'on  n^altérait  pas  une  égalité  en  augmentant , 
diminuant  également ,  multipliant  ou  divisant  de  part  et  d'autre , 
en  un  mot ,  en  pratiquant  la  même  opération  sur  l'on  et  l'autre 
membre.  L'inégalité  ne  se  comporte  pas  tout-à-fait  de  la  même 
manière ,  au  moins  dans  plusieurs  cas.  Nous  rappellerons  d'a-^ 
bord  cette  conclusion  obtenue  plus  haut  ^  que  le  plus  petit  de 
deux  nombres  négatifs,  est  le  plus ^and pris  numériquement, 
ou  abstraction  faite  du  signe ,  et  que  tout  nombre  négatif  est 
plus  petit  que  tout  nombre  positif  (^Disc.  prélim,  pag.  x  ). 

Les  inégalités  continuent  à  ayoir  lieu  dans  le  même  jens  , 
lorsqu'on  ajoute  de  part  et  d'autre  des  nombres  positifs  ou 
négatifs. 

Soient  les  inégalités, 

8>4;   -8<-^4;   8>-4: 

elles  auront  encore  lieu  dans  le  même  sens ,  soit  qu'on  multi- 
plie ,  soit  qu'on  divise  les  deux  membres  par  un  nombre  positif. 
Mais  qu'on  les  multiplie  ou  qu'on  les  divise  par  —  â ,  et  on 
«ura  ces  produits 

— 16<-8,    i6>8,    — 16<8, 
•t  ces  q[aotiena 

—  4<— a.   4>*i    — 4<a. 
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''  2^*.  Donc  les  inégalités  ont  Heu  dans  Umêmêsens,  lorsqu'on 
les  multiplie  ou  qu'on  les  divise  par  un  nombre  positif  ;  et  elles 
ont  lieu  en  sens  contraire  lorsque  le  facteur  ou  le  diviseur 
est   négatif. 

Une  inégalité  n'a  plus  lieu  dans  le  même  sens,  lorsqu'on 
change  les  signes  de  part  et  d'autre,  puisqu'alors  on  multi-: 
plie  de  part  et  d'autre  par  •—  i . 

Quon  ait  les  inégalités 

j 

^^a^b,        — ii<  —  i; 

il  est  aisé  de  yoir  qu'en  les  élevant  à  des  puissances  impaires^ 
elles  auront  lieu  dans  le  même  sens^  puisque^  dans  ce  cas , 
la  puissance  conserve  le  signe  de  là  racine;  que  si  on  les 
élève  à  des  puissances  paires  >  ij  y  aura  lieu  par  rapport  à  là 
première^  à  distinguer  les  cas  de  a  numériquement  plus  petit 
et  plus  grand  que  b.  Ces  indications  suffiront  à  Télèye  qui 
Tondra  compléter  ces  considérations. 

En  cherchant  la  condition  d*où  dépendent  les  intersec- 
tions de  deux  cercles  ,dont  a,  r  et  /  sont  la  di^ance  den 
centres  et  les  rayons ,  on  est  conduit  à  cette  inégalité , 

aar>c^  +  i^  —  /'^ 
de  laquelle  on  déduit 

/*>fl^  — flor  +  r*, 

d*où  résulte,  en  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d'autre , 

/>a--'r. 

Mais  le  trinôme  a*— aor-f-r*  a  pour  racine  a^^r,  ou  r-^a^ 
ensorte  qu*il  faut  qu'on  mt  en  même  temps 

/'^a-^r,        />r — a, 
9u  bien 


1^0  é  L  É  M  E  N  9    ' 

qui  sont  les  conditions  énoncées  livre  II  de  la  Géométri»  .<ie 
f4egendre*  Si  l'inégalité  précédente  se  change  daAS  TégalitÀ 

• . .  .  t 

# 

on  trouve  alors  ces  racines 

conditions  dont  la  première  annonce  que  deux  cercles  se 
touchent  extérieurement  ^  et  la  seconde  qu'ils  se  touchent  in* 
térieurement. 

Voyez  page  49  de  Texcellent  ouvrage  qui  a  pour  titre  : 
Essais  sur  la  Géométrie  analytique ,  pat  h  François,  Ojffir- 
cier  d'artilierie^ 


ri 


J 
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CHAPITRE    XIV. 

Résolution  des  équations  du  premier  degré  à 

une  seule  inconnue.  i 


191.  i.1  ous  ayons  donné  dans  les  prélimmaîres  (10)  qifelques 
préceptes  généraux  dont  on  pourra  s'aider  dans  la  traduction 
algébrique  d'une  question  proposée ,  préceptes  dont  l'applicaT* 
tien  est  plus  ou  mc^ins  facile  ,  suivant  la  nature  des  questions , 
la  capacité  et  l'exercice  de  celui  qui  entreprend  de  les  ré- 
soudre. Nous  ayons  dit  que  l'expres^on ,  en  symboles  algé- 
briques y  de  deux  phrases  équivalentes  contenues  dans  l'énoncé 
delà  question^  est  ce  qu'on  nomme  une  ^fi/atf  on»  laquelle 
diffère  de  l'égalité  en  ce  que  la  première  renferme  un  nombre 
inconnu  combiné  avec  des  nombres  donnés ,  tandis  que  la 
seconde  n'a  lieu  qu'entre  des  nombres  connus. 

iga.  On  distingue  deux^ sortes  de  questions,  les  unes  c?^-> 
terminées^  et  les  autres  indéterminées;  les.  premières  sont, 
celles  qui  fournissent  une  équation  à  une  ii^qonnue  /  ou  , 
plus  généralement^  plusieurs  équations  entre  le  même  nombre 
d'inconnues^  et  alors  on  pe|it  évaluer  toutes  ces  inconnues  ^ 
ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite  de  ces  leçons;  les  secondes, 
comprennent  plus  d'inconnues  qu'elles  ne  fournissent  d'équa- 
tions :  dans  ce  cas^  une  ou  plusieurs  de  ces  inconnues  restent 
indéterniitiées  ou  arbitraires;  cependant  on  peut  être  assu- 
jéti  à  certaines  conditions  qui  restreignent  le  nombre  de  leurs 
valeurs  (a*  se'ct.)- 

193.  Les  équations  déterminées  à  une  inconnue  ^  sont  de  dif-! 
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férens  degrés^  du  premier^  du  second,  etc.,   selon  qae    la 
plus  haute  puissance  de  Tinconnue  est  un,  deux,  trois,    etc. 
Les  puissances  de  l'inconnue ,  subordonnées  à  la  plus  bamte , 
n'-eotrent  pour  rien  dans  le  degré  de  l'équation. 
.  194*  Dans  ht  solution  d'une  Œiestion,  il  7  a  quatre  choses 
à  distinguer:  i^.  les  données,  cest-à'-dire  les  nombres  con- 
nus énoncés  dans  la  question,  et  le  nombre  qu'il   s'agit  de 
découvrir,  il'.impôrte  éâ  effet  dé  bien  ejbmiiter  d'avance   si 
on  a  tout  ce  qu'il  tmt  pour  parv.enir  à  la  connaissance    du 
nombre  inconnu  :    ces  élémeos  nécessaires  sont  les  nombres 
,qui  influent  sur  la  grandeur  du  nombre  cherché ,   ou  qui  le 
font  varier  lorsqu'ils  varient;  ils  doivent  tous  entrer  dans  la 
traduction;  a^.  la  traduction  de  la  question  en  langage algébriijde, 
laquelle  se  compose  des  traductions  des  deux  phrases  équi— 
valentés,  «épar'ées  l'une  de  l'autre  par  le  signe  :^\  3*.  la  réso- 
hitioh  de  réqtfatîon,  c'est-à-dire*  là  suite  des  îransforrtiations 
à  faire  suKr  i  îa  traduction  imâéiSlate ,  à  ï'èflPéi  d'arriver  à 
une  équation  i^i  bontienne  danë  xm  membre  Inconnue  seule 
élevée  à  la  première  puissance',   et  dans  Fâùtre  la  formule 
d'opératicfns  à  ïkirë  sur  lés  représentations  des  nombres  don- 
nés ;  4*-  ehfin  Tévâluation  numérique ,  oû  la  construction  géo- 
métrique de  cfettë  formule.       ^^ 

196.  Pour  ne  parler  que  des  équations  du  premier  degré 
à  une  seule  inconnue,  on  suivra  dans  îéurrésolûtioto  les  règles 
suivantes:  i'.  .on  ferîa  disparaître  tes Hénomiôa^ents^  s'il  s'en 
trouve  dans  réi^ulàtiôn',  en  m"ûltipHànt  de  part  et  d'autre  par- 
le pirodiiit  dé  tes  dénominateurs;  a*,  oh  transposera  tous  les 
termes  sans  x  dahs  un  niehibré ,  et  tote  bteui  affectés  de  a;  -. 
dans  l'autre  ;  S*,  on  rassemblera  les  coefficiens  de  à: ,  qu  on 
écrira  ^n  facteur  de  cette  inconnue ,  p^uis  da  '  avisera  de 
part  et  d'autre  par  ce  facteur..^ Après  tontes  ces  opérations 
qui  n'ont  pas  altéré  l'équation,  et  quicorrëspcindentaux  dif- 
férentes parties  d'un  ràisènitemcnt  cHfficiie  à  faii;e  et  à  suivre  ^ 
on  parvient  enfin  à  la  conclusion 
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N  étant  un  noml>re,  pu  une  formule  d'ôpération'8  connues  i 
exécuter  sur  des  nombres.  Ce  nombre  iV  étant  substitué  pour  x 
dans  l'équation  primitive ,  a  la  propriété  de  rendre  le  pre- 
mier membre  égal  au  second.  Cette  valeur  de  l'inconnue  est 
dite  racine  de  téquaùon^  ce  mot  n'ayant  pad  même  accep- 
tion qu'en  Arithmétique. 

'   •  •*       •  . 

196.  Pour  familiariser  avec  l'emploi  de  ces  principes^  nous 

en  ferons  quelques  applications* 

1^.  Etant  donnés  trois  termes  d'une  équi-différence ,  troVf* 
ver  le  quatrième. 

Soit 

.  a  — JiSbc-i-a:; 

multipliant  de  part  et  d'autre  par— -1 ,  ou  changeant  lés  signet 
dans  les  deux  membres  ^  ce  qui  revient  à  transposer  lestermeé 
d'un  membre  dans  l'autre^  il  vien,t 

4  —  a  ==  a?  •^- c*, 
et  ajoutant  •f-'<^  de  part  et  d'autre?,  on  trouve  enfin 

où  on  fit  la  règle  connue  pour  .trbuver  le  quatrième,  terme 
d'une  équi-difFécence. 


i  <  «  .^ '<  f 


\  V  t       st  *       > 


a*".  Etant  donnés  trois  termes  d'un  éguir^uotient ,  trouver 
k  quatrième  f  au  résoudre  ïéquafian 


a ..    c 


en  mnltipHant  de  part  et  d'autre  par  bx,  produit  des  dé' 
non^aateurs ,  ce  qui  donne 

àx=2%ti 
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puis  divisant  de  part  et  d'autre  par  a,  on  trouy» 

bc 
a 

formule  qui  donne  la  règle  à  suivre  pour  évaluer  le  quatrième 
terme  d*un  équi-quotient. 
S".  Evaluer  x  au  moyen  de  l'équation 

* 

'  a+x       b 

a— X        c\ 

multipliant  parle  produit  des  dénominateurs,  on  aura 

xf      1.   *  ob — ac      a(b-^cy. 

ia+x)  c=^(a-x.)fi,  dou  -.x=-j-p^  =  -j3p^. 

Pans  U  cas  de  b'=Cy  ona  a?=:o,  et  en  çfiFet  où  ne   peut 
satisfaire,  à  J'équalion 

a^x b^ 

Or^x.,      A.         \ 

»  • 

qu'en  faisant  a;  =:  o. 

4®.  O/i  à  fait  partie  de  Dreux  pour  Éfést  un  coïirîer  qui 
fait  huit  kilomètres  par,  heure  ^  huit  heures  après  son  départ , 
on  en  a  fait  partir  un  ^autre  de  Paris  pour  Brest ,  let  ce- 
Ijiirci  fait  douze  iiiomàtrès  pzr*  heun  :'0n  demande  -  où  il 
rencontrera  le  premier ,  sachant  d'ailleurs*  qu'il  y  à  soixante-^ 
huit  kilomètres  de  Paris  à  Dreux,   . 

•  •  .  •'.If  '      1  • 

t  k    ,    ^   >  ,  •••..«',  i     »     //j  »  <  i  •  •  •  •  \    '  '    •  » 

P •.■'2>'   .''  ?î  ' — ^^*     ■'  -■ 

4 

Avec  un  peu  d'attention  on  découvre  de  suite  que  la  dis- 
tance de  Paris  au  point  d^  rencontre ,  ou  PR ,  est  la  somme 
des  distances  PD  +  DR  de  Paris  à  Dreux  et  de  Dreux  au 
point-  renèontre.  Qu'on  déèigne  PR  par  x',  i\  s'agira  de  tra- 
duire les  deux  parties  dont  x  se  côfmpose*:  or  î:  contient  déjà 
la  distance  de  Paris  à  Dreigci  «u  PD,  qui  est  de  GSJalomètres, 
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plus  le  chemin  que  fait  le  premier  courier  y  celui  qui  part  de 
IDreux  ^  pendant  les  huit  heures  dont  son  départ  précède  celui 
du  second  ^  plus  enfin  ce  qu'il  a  parcouru  pendant  le  temps 
qu'emploie  le  second  courier  à  aller  de  Paris  à  Brest.  Tra- 
duisons ces  deux  distancea.  l^ndant  huit  heures  ^  1«  premier 
Courier  fait  8x8  kilomètres  ;  comme  les  chemins  des'  deux 
couriers^  pendant  une  heure ^  sont  comme  8  à  la,  ou  comme 
2  :  3;  on  aura,  donc  a  ;  3  II  y  \  oc  y  en  désignant  par  y^  le 
nombre' de  kilomètres  parcourus  par  le  premier  courier^  lor»- 

que  le  second  en  fait  x\  on  a  donc^  =s  -^.  Ensorte  qu'on 
obtient  pour  traduction  de  1* énoncé        < 

x=:68  +  64  +  ^=i3a  +  ^. 

Pour  avoir  x  y  on  fera  disparaître  le  dénominateur  3 ,  et 
passer  ao:.  dans  le  premier  membre  y  ce  qui  donnera 

a?  =  396, 

c'eSt-à-dire  que  les  deux  couricrs  se  rencontreroat ,  lorsque 
le  second  aura  fait  396  kilomètres. 

i  En  effet,  pendant  que  le  second  fera  396 .kilomètres  ,  le 
prenûer  en  fera  264  >  puisqu'il  fait  deux  kilomètres  pendant 
que  le  second  en  fait  trois  ;  or  il  a  64  kik)mètres  d^ayance  y  oii 
pendant  les  huit  heures  dont  son  départ  précède  celui,  du 
second ,  et  de  plus  il  a  un  avantage  de  68  kilomètres ,  comme 
partant  de  Dreux  ^  ce  qui  fait  en  total  îftS  kilomètres.  , On 
voit  ici  un  exemple  de  vérification  de  la  valeur  de  l'inconnue; 
c'est  une  preuve  qu'on  peut  et  qu'on  doit  toiïjoïïrs  iFàîrè.    ' 

197.  On  sent  bien  que  quattd  on  changerait  les  nombres 
de  la  question, .  la  manière  de  raisonner  et  d'opérer  n'en  se- 
rait  pas  pour  cela 'différente.  Représentons  'donc  ^  en  géné- 
ral,  par  a  l'intervalle,  entre  les  dfux  lieux  de  départ,  qui 
était  S8  kilomètres  dans  la  question  précédente,  par  èle  nombre 
d'heures  dont  ler^part.du  premiet  courier  précède;  cfelui- du 
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second ,  par  c  le  nombre  de  kilomètres  qae  le  premiet  Cou- 
rier fait  par  heure ,  et ,  par  d  le  nombre  de  kilomètres  que 
fait  le  aecoAd.  Enfin  dé8ignon3  toujours  par  x  le  nombre  de 
kilomètres  que  doit  faire  le  second  courier  pour  atteindre  le 
premier;  x  sera  encore  composé  de  l'intervalle  des  deux 
lieux  de  départ ,  du  chemin  que  le  premier  peut  faire  pen- 
dant h  heures ,  et  enfin  du  chemin  que  fera  le  premier. pen- 
dant tout  }e  temps  de  la  marche  du  second.  Pour  détermi- 
ner ce  dernier  chemin,  on  observera  qrue  les  deux  couriers 
marchant  alors  pendant  le  même  temps,  et  x  étant  le  che- 
.min  fait  par  le  second  y  on  aura  celui  que  fait  le  premier 
pendant  ce  temps  ^  en  calculant   le  quatrième  terme  d'une 

proportion  qui  commence  ainsi  :  à\  c  \\x\  --t— >  ou  -t^ 

Or,  puisque  ce  premier  courier  fait  c  kilomètres  par  heure  ^ 
il  a  dû  ,  dans  le  nombre  ^  heures  pendant:  lesqueUes  il  mar- 
chait, lorsque  le  second  était  en  repos,  en  faire  &  fois  au- 
tant^ c'est-à-dire,  8  fois  si  &  est  8,  3o  fois  si  h  vautSo, 
et,  en  général,  &Xc  fois  autant  *,  il  a  donc  parcouru  &Xc  ki- 


lomètres.  lléunissant'ces  nombres  de  kilomètres  -7,  bc  ef  cEj 

a 


ex 


la  somme  *^  -f-  &c-)-o  sera  I9  chemin  do  second  comciçr  , 
et  on  a  représenté  le  même  chemin  par  x\6rx  a  donc 

'.  •    '  ■  ^  ■ 

-inulti^liant   de  part  et  d'autre   par  le  dénominateur  d\  oa 
trouve  cette  première  tra^isformatiôn 

dxz^cx'^  dbc -^dax 
transposant  ex  dans  le  preiÈgler  membre ,  çdle^i 

dx  —  cx^:^dbc^da\ 
divis&t'pard— *c,  coeiScient  de  x^  on  obtient  enfin  cette 


/ 


D'  A  L  O.È  B  R  E.  jMj^ 

répons^  4  la  qjt^&tdoi^gèfffycs^tés, 

ê 

«ju'on  peut  écrire  de  cette  manière  : 

^t  qui  donne  la  aolution  de  toutes  les  questions  de  mêm# 
genre.  Nous  verrons  même  que  cette  réponse  convient  en- 
core au  cas  où  les  coùriers/  au  lieu  d'aliçr  dans  le  même 
sens  f  viendraient  à  la  rencontre  l*un  de  l'autrç ,  et  même  par-- 
tiraient  en.  même  temps.  Ces  deux  drconstances  sur  les-^ 
quellesL  nous,  reviendrons  ^  peuvent  être  introduites  dans  la 
formule  générale  qui  expriniie  x. 

Pour  montrer  lusage  de  cette  fonnule,  r.eprenons  Ténoncé 
précédent^  et  rappelons-nous  qu'il  faut  remplacer  a  par  68  , 
b  par  8^^  c  par  8  et  d  par.  12..  Alors  la  valeur  de  x  devient 

13(64  +  68)      laXiSa      _  ^  ,       ^ 

ifl— .8  4  ^ 

198*  Tel  est  donc  lusage  de  ces  solutions  générales^  qu'en 
substituant  à  la  place  de&  lettres  les  nombres  qu'elles    sont 
destinées  à.  représenter ,   et  rajsaat  les  opécation^  indiquées- 
par  les  signes^  on  a  I4  réponse  À  Ténonoé  particul]«r.   Par. 
exemple^  si  Toa  proposait  cette   autr^  question  :  L^aigiùUe^ 
des  heures^.  d(tme.  montre  répond»  à^  17  minutes ^* et  celle  des 
minutes  répand  à  a4  ^ninutes,  cest-^à-dirfi  qu'il  est  3f  24'^* 
on  demande  à  quel  nombre  4' heures  etide  minutes  ces  deux 
aiguilles  seront  l'une  sur  /tzttJreP  Puisque  l'aiguille  des  heures 
et  celle  des  minutes  marchent  en  même  temps ,  la  quantité  b, 
par  laquelle  nous  avons  repré^^té  ce.  donlj  le  -  départ   &,ufh, 
des  ç<priers  pri^ède.  celui  de  Taut^e^  est  iisi  ^^ra;  Tinter-, 
yjkBq  dç«  ^eu^ç.Ueipc.de  ^é]^:j  $stl^  cbQpiji>q|]«  laJi&uiiU. 
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des  minutes  doit  faire  pour  arriver  de  la  vingt-quatrième 
division  du  cadran  à  la  dix-septième ,  c'est-à-dire  que  a=53  di- 
visions ;  or  pendant  qua  Taiguille  des  minutes  parcourt  les 
60  divisions,  celle  des  heures  n'en  parcourt  que  5;  on  à 
donc  c=5,  d=iSo.  Puisque  6 1=: o ,  il  faut  rejieter  de  la 
formule  le  terme  bcd  qui  devient  zéro ,  et  il  reste  pour 
réponse  à  cette  question  particulière , 

ad        55xGoi.     3i8ô,      -       q 
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n  faudra  donc  que  l'aiguille  des  minutes  parcoure  encore 
67  divisions  et  -^  ;  ainsi ,  puisqu'elle  répond  à  la  îa4^'  ^îvi- 
fiioBf,  elle  sera  à  81  divisions  et  ^,  our  puisque  60  divisions 
font  un  tour ,  les  deux  aiguilles  seront  l'une  sur  l'autre  à.ai'-n: 
de  rheure  suivante,   ou  à  4*21'-^. 

!  199.  Nous  examinerons  la  formule 

dja+bc) 

07  =  — -1 , 

a — c 

dans  les  diverses  hypothèses  qu'on  peut  faire  sur  les  données 
de  la  question  a,  b,  c  et  d.  Une  telle  discussion  sert  à  faire 
mieux  coniiaître  toute  l'étendue  de  la  signiScation'd^Uné  for- 
mule, et  à  s'assurer  de  son  exactitude,  en  prenant  pour 
les  données  ^  des  valeurs  telles  qu'on  connaisse  d'avance  ta  ré- 
ponse qu  elle  doit  fournir.  Si  Ton  suppose  que  .les  deux  cou- 
rîers  aillent  avec  la  même  vitesse,  lou  qu'ils  fassent  des  che- 
miiïs  égaux  dans  des  temps  égaux,  alors  c=^,  et  la  for- 
mule générale  devient 

'       ^  dja  +  bd) 

t  jc  2s:  ■  ■  ■■■    ■  ■'       -        ...       ... 

O  .        , 

% 

ce  qui  signifie  '  (98)  que  les  deux  couriers  se  rencontreront  «à 
tme  distance  du  point  de  départ  plus  grande  qu'aucune  quan- 
tité donnée;  cette  distance  ne  peut  se  construire  ,'  et  on  est 
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averti  pstc  cet  infini ,  de  Timpossibilité  de  résoudre  la  qnes^ 
tion.   Nous  retrouverons  bientôt  ce  même  symbole  ^ainsi  que 

le  suivant  sous  les  mêmes  acceptions. 

Mais  si,  en  même  temps  que  c^zd,  on  suppose  a  =  o, 
bz=z  o  ,  c'est-à-dire ,  si  les  couriers  partent  ensemble  du  même 
lieu  et  marchent  avec  la  même  vitesse^  on  trouvera 


•        '     O  V 


comme  ici  le  résultat  est  donné  par  deux  hypothèses^  il  an- 
nonce une  indétermination  (chap.  ao)  :  ainsila  distance  dû  point 
de  départ  au  point  de  rencontre  ^  est  quelconque.  Danses  hy- 
pothèses  ,  X  admet  donc  une  infinité  de  valeurs/  Il  est  clair  en 
effet  que   les  deux  couriers  seront  toujouijs  ensemble. 

Jusqu'ici  les  deUx  couriers  ont  été  supposés  aller  dans  le 
même  sens;  qu*ils  viennent  mainten^t  à  la  rencontre  Tun^ 
j  de  l'autre.  En  conservant  les  mêmes  dénominations  .  on  tien- 
dra  compte  de  cette  circonstance  (187),  en  changeant"  le 
signe  de  c  dans  la  foribule ,  ce  qui  résulte  eniDore  de  ce  que 
le  chemin  du  premier  courier  diminue  celui  du  second.  On 
a  donc  * 

d(a — bc) 


X 


d^ 


Soient,  pout. vérifier  cette  formule,  rf=5Cj  4  =  o  ;  alors 
les  deux  couriers  partent  en  même  temps  et  marchent  avec 
la  même  vitesse  :  on  trouve^  dans  ce  cas. 


a 


\  •     . 

ce  qui  indique  que  les  deux  couriers  doivent  se  rencontrer 
à  moitié  de  la  distance  entre  les  points  de  départ ,  résultat 
quon  pouvait,  prévoir  d'avance^.  Nous  reviendrons  encore  sur 
ce  problême   (chap,  17),  .  / 
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5?«  Soii  d  ta  différence  de  deux  nombres  dont  on  cQr^naii 


i 


e  rapport  -*  :  on  demande  ces  nombres. 
m 

Si  -  Ton  désigne  un,  de  ces  nombres  par  x ,  Tautre    sera 

X'j-'d ,  et  on  aura  pour  traduction  de  la  question 


a;  1 

(O; 


x^d    if^ 

d'où  l'on  déduit 

(a) x=srfX~— ',     x  +  rf=:rfX-; — - (3).. 

m— 1  m —  1 

Il  résime  de  Téquatioç  (i)  que  la  différence  d  ne  peut  être 
positive  qii*autaAt  qu'on  a  tu  >■  i ,  et  qu'aux  lijfpothèseï 
m=  1  et  m<^i  correspondent  rf=o  et  d-^o  (i86)  ou  né* 
gatif.  En  effets  dans  la  supposition  m^^i ,  le  nombre  qu'on 
avait  regardé  comme  le  plus  petit j  devient  le  plus  grande 
ensorte  qu'on  devait  poser 

X      1- 

a?  —  »      TU 
d'où  résultent  ces  valeurs  des  deux  i^ombres  x  et  a:— J^ 

(4) x=:dx-^;    x^d=^dx-^ (5). 

"Qu'on  change  maintenant  +J  en  -*^<f  dans  les  formules  (s) 
•t  (3)  ,  et  elles  deviendront 

*  .         • 

•  1  m  V         .  ^ 


m— 1  '•  m —  1 


qui  sont  en  effet 


irrsicIX — ^ — ;     x-^cTrsitx 


m'  '  1  — 7?i 


les  mêmes  que  (4)  «t  (5)^  On  observera  que  le  dénomina- 
teur 1  —  7»  est  positif • 


/ 
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Dans  rhypothèse  711=51  ^l'équation  (1)  devient  la  sui- 
vante : 


y 


a?+d~^' 


delaqaeUe  on  déduit  cl :=:o.  L'équation  (a)  donne  pour  ce^ 
valeurs  de  c?  et  m  ^ 


G* 


symbole  qui  est  ici  celui  de  Tindétermination ,  et  qui  résulte 
de  7n=:i  et  d==o.  En  effet  tout  nombre  pris  pour  x  doun^ 


X 


6*".  On  a  placé  un  capital  de  loc/^*  à  S  pour  100  d'intérêt 
par  an,  ce  qu'on  nçte  ^  cette  manièjce  :  5  pour ^ ,. et  on  de- 
mande quel  sera  ce  capital  au  bout  de  3  ans  ? 

Nous  recherclierons  ce  que  devient  cette  somme  à  la  (in 
de  chacune  des  troi^  années.  A  la  En  de  la  première ,  elle  est 
io5  :  tel  est  le  nouveau  capital  dont  il  faut  déterminer  Fintérét 
pendant  la  seconde,  année.  A  cet  effet  on  fera  la  proportion 

100  :  5  ::  io5  :  x=±:5^a5.     • 

X 

Ce  quatrième  terme,  qui  est  Tintérêt  de  loS/'"-,  ajouté  à  ic5, 
donne  iio,s5,  capital  à  ^fii^  4^  l^sepoi^j^e  ^lon.çe;  mjEii§  il 
est  plus  expéditif  de  calculer  la  sommé  augmentée  de  Viu-* 
térêt;  ce  qu'on  fera  par  la  proportion 

r  r  (iqSV,  /io5v 

100  :  io5  ::  io5  :  a?  =  ^ — ^  =  loo  c  —  j 

100  •      \ioo/\ 

;=2  ioo(i,o5)*2=  ioo(i-{-o,o5)*, 
... 
Pour  trouver  l'état  de  la  8omn\e  à  I,a  £9  de  la  troidème  année»; 


t      •> 


.^      _         r 
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oadira:  '       . 

100     ,  100*  \ioo/ 

=  ioo(i^o5)''ïc  ioo(i-f-o,o5)^. 

La  première  somme  io5  peut  se  décomposer  en  ioo(i,o5) 
=  ioo(i+o^o5).  Ënsorte  qu'on  a  ces  états  succes^s  du 
capital  après  les  années 

1'^ '..100(1+0,05)*- 

a' ioo(i-+-Q,o5)* 

3* ......  100(1 +o,o5)% 

et  coBséquemment ,  après  lés  années 

4' ioo(i+o,o5>* 

5' . .  ^ . . .  100(1  +o,o5)^ 


t 


>  • 


* 

n'"' 1 00(1 4-o,o5)*. 

Pour  donner  à  la  question  toute  la  généralité  pos^ble , 
remplaçons  le  capital  100  par  c ,  ou  plutôt  représentons  par  c 
le  capital  prpposé;  et  par  i  le  tatûc  de  Fintérêt^  qui  était 
précédemment  yI^z=^,  et  qui  peut  être  y|ô,  t^,  etc.:  on 
aura,  en  remplaçant  100  par  c,  o,a5  pBx  i,  et  désignant 
par  «Srétat  du  capital^  après  n  années^ 


5  =  c(i+0'*- 


^ 


De  ces  quatre  quantités ,  S,  c^i  et  n,  trois  étant  données , 
on  peut  par  cette  équation  déterminer  la  quatrième.  Si  les 
données  sont  «S,  c  et  n,  auquel  cas  il  s'agit  de  trouver  iy 
l'équation  est  du  degré  1 ,  s ,  3. . .  .71,  (ig3) ,  suivant  le  nombre 
des  années  fixé  par  Vétat  de  la  question.  -    - 


» 


/ 
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Dans  ce  chapitre ,  nons  nous  élèverons  toujours  du  pro- 
blème particulier  au  problème  général;  cette  marche  nous  a 
paru  mieux  convenir  ici  que  le  procédé  inverse  auquel  elle 
prépare  ^  et  qu'il  faudra  lui  préférer  dans  là  suite. 

7**.  Un  particulier  a  placé  un  capitalde  ^ooocf^'  à  5  pour  7 
par  an,  à  condition  que  dans  trois  ans,  on  lui  payera  le 
capital  et  les  intérêts  par.  trois  paiemens  égaux  faits,  à  Içi 
fin  de  chacune  des  trois  années  :  on  demande  quel  sera  le 
paiement  annuel? 

Pour  résoudre  cette  question  y  ^signons  par  x  le  paiement 
annuel ,  et  observons  que  le  dernier  paiement  qui  est  x,  et  ce' 
quedevient  la  somme  après  trois  années,  sont  les  deux  quantités 
équivalentes  qu'il  a'agit  de  traduire.  A  cet  effet  suivons  Tétat  de 
la  somme  à  la  fîn  de  chaque  année  ;  il  est.  évident  qu  à  la  fin  de 
la  première  année  y  il  sera  dû  ^  outre  le  capital  de  220000^^% 
rintérêt  de  ce  capital  à  raison  de  5  pour  f^. lequel  ajouté  au 
capital  9  fera  a  1000^^'  dûs  à  la  fin  de  la  première  année  ;  mais 

/%  f  ■m  .  ^ 

— ^ ^  -  ''  >  restera  donc  aioc^o  —  x  dont  l'intérêt ,  ou 

X 

le  ao^"*,  est  io5ô?-—  —  ;  ensorte  m'a  la  fin  de  la  seconde 

•  — 

année ,  la  somme  sera  a  1000  —  jp  +  io5o  — — ,  ou  aao5o  — 

~-j::maisàlafinde  cette  seconde  année,  le  débiteur  rembourse 
x^'-;  donc  il  redoit  aaoSo-:-  ^x — x,  ouaao5o — —jj.dont  l'in- 
térêt ou  le  ao'"*'  c^t  1 1  pà,5  -r  AV  x  ;  donc  à  la  fin  de  la  troisième 
année ^.Ja  somme  placée,  est  aao5o--v|:^x4- iioa,5  —  ré^x. 
OU  a3i5a,5  —  i^x  :  or  le  débiteur  doit  la  restituer  en  totalité, 
et  d'ailleurs  ce  dernier  paiement  doit  être  égal  à  chacun  des 
précédens  ;  donc  on  a  cettQ  équation   * 


>  <  .•  t 


en  en  déduira ,  d|après  les  préceptes  donnés  ^ 
.  "  :       .     ^  a;  =  7344;i7i5,      .. 
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£a  effet  ^  à  la  fin  de  la  première  aûiiée ,  â  est  dà  âi  ocx)ycooû« 

On  paye y jS44,iji3, 

a  reste  dû i5655,»à87, 

flont  Tintérêt  ou  le  ao*»*  est GSâiygiS  ; 

donc  il  est  dû  à  la  fia  de  la  seconde  année. .   i^f^9fistoi* 

On  rembourse 5r344>iî^i5, 

il  reste  dû .; 6994,4488, 

dont  l'intérêt  ou  le  20'**'  est 349,7â24- 

Il  reste  donc  àà  à  la  fin  de4&  tiroisièihe  année . .     7544>i7i3. 

C'est  le  dernier  paiement  qui  est  égal  à  chacun  des  deux 
autres.  Il  est  essentiel,  comme  nous  rayons  déjà  obser\'é,  de 
vérifier  ainsi  la  valeur  ^dë  rinco&mie. 

ïl  serait,  sans  contre4it  j  très-ayàntâgeuxde  pouvoir  suppri- 
mer les  calculs  dés  années  précédentes ,  et  de  trouver  de  suite 
le  paiement  pour,  une  année  quelconque  :  c  est  ce  qu  il  sera 
facile  de  faire ,  si  les  sommes  dues  a  la  fin  de  chaque  année , 
'mlkité^àt  dftns  lëUr  eitpreseion  une.lm  constante,  car  il  ne  s'agira 
plus  que  de  découvrir  cette  loi. 

A  cet  effet,  généralisons  l'expression  de  chacune  des  sommes 
dues  i  la  fin  de  chacune  des  trois  preoàièreis  années ,  et  faisons 
le  capital  ==  c  ^  l'intérêt  pôui:  f  ==  i  i  et  Ife  rembaurîibment 
annuel  =  x.  Cela  posé ,  lia  somme  due  à  la  fin  de  la  [itéAiiière 
année  ,   sera  c  -f  ^  X  <^  >   puisqu'elle  était   numériquement 

aoooo  -)-  77 .  âoooo  :  ainsi  oh  aura 

■ 

c(i  -+-£)..... w%  (i*-): 

■ 

en  rembourse  x ,  il  testera  donc  c  (  1  -f-  £)  —  a: ,  dont  l'intérêt 
estc(i-|«î)i  —  ix'y  donc  à  la  fin  de  la  seconde  année ,  il  est 
redu 

«?(i+0-f-c(i  +  Oî—a:— M?,  ouc(i +«)•—(! +0^; 
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dons 

c(i+0* — (1+0^ C^")  • 

On  paye  a;,  et  il  reste  c(i  +0**~(*  +0^""^>  dontrin- 
térêt  pour  l'amiée  suivaAte  est  ç  (  1  -|-  £)* i-^  (1  +  i)  i^*^ix  ; 
donc  la  somme  due  à  la  fin  de  la  troisième  année  est ,  après 
les  réductions  faites^ 

c(i  +  £)3  — (i  +  i^j;— (i+O^----  (5*)- 

Ainsi  ^  suivant  que  le  capital  devra  être  remboursé  au  bout 
d'une,  de  dew^,  de  trois,  etc.  années «,  le  paiement  annuel 
qu*on  nômnre  annuité ,  isera 


^  =  ^(1+0, 

*tc. 
d'où  Fou  déduit  J; 

X  =    '         '         ■ 

1 


istc. 


Pour  un  nombre  n  d*années ,  on  aura  dOnc  cette  équation 

x=c(i+0*— 0  +  Q"^*^— 0+î)""*^ — (i  +  O-^- 

Si  pendant  les  n  -^  1  premières  années  ,  on  n*eût  pas  fait 
de  paiemens  y  le  paibment  final  eût  été  égal  au  dernier  état 
du  capital  \  il  aurait  représenté  le  capital  c  placé  à  l'intérêt  i  > 
pendant  n  années.  Pour  se  placer  dans  cette  hjrpothèsa,  il  faut 
faire  x  =  o  dans  le  second  iliembre  ^  et  changer  dans  le  pre-> 
mier  :t  en  S ,  ce  qui  dotme  5  =  c  (  1 +0^  "solution  de  la  ques^ 
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tion  précédente ,  et  vérification  de  celle-ci.  De  la  dernière 
éqnation^  on  déduit  cette  valeur  de  x  ^         ,     , 


X 


cdi+iy 


i  +  (i+0+O+0*-l- +O+0"-H-(i+0 


Toutes  les  questioiis  particulières  qu'on  peut  proposer  sur  les. 
annuités^  sont  renfermées  dans  cette  question  général^  :  de 
ces  quatre  choses  ^  F  annuité ,  le  capital,  l' intérêt  et  le  nombre 
des  années ,  trojis  étant  données ,  trouver  la  quatrième.  Si  c'est 
i  qu'on  doit  calculer  ^^  l'équation  générale  devient ,  après  avoir 

dévetoppé  les  binômes  (i  +0">  (  *  4"  0"""^ >  f^%  rangâ 

les  termes  suivant  les  puissances  décroissantes  de  l'inconna^j 
en  commençant  par  la  plus  haute  qui  est  n, 

^i»  ^  ^ji—i  -f_  cî«-*  + +  /^=o, 

'A  yB  ^  C  . . . .  j^  étant  des  nombres  donnés.  La  résolution 
de  cette  équation  sera  la  matièruMb  la  seconde  partie  de  ce 
cours  ^  et  de  quelques  chapitres  ^la  seconde  section. 

8^.  Soit  un  rectangle  dont  les  '  côtés  sont  entre  eux  comme 
deux  nombres  donnés  m  etn;  ces  côtés  reçoivent  des  varia" 
tions  a.et  b  ;  la  suif  ace  donnée  varie  d^  la  quantité  donnée  p  ; 
on  demande  les  côtés  du  rectangle. 


H 


7nx 


M 


E 


•-  .1 

Les  côtés  du  rectangle  primitif  seront  ttix  et  nx,  et  ceux 

du  rectangle  varié  ,  xnx  ;f-  a ,  /ix  +  i ,  j&n  supposant. ..... 
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y  ^  ,        ,  ,     ,  .     t  . 

4'oà  résultent  la  surfàfce  priùjîtlve  EBHF'=,mnxx  ^  surface 
\  a^iée  AB  CD = mïixx  -4-  nax + fnbx  +  ai ,  e  t  raccroissement 
<  le  EBHF  où  )?  i=:zAEFBtCD  =  nax  +  mbx  -}-  ai.  On  a  donc 
Dette  traduction 

naX'\'mbx  +  xJ}=p,  dlûù  xz=^^'T^^ {A), 

Dans  (^)>  il  7  aura  lieu  à  distinguer  : 

% 

i*.p>«î;    a^;lc=ai5     3*.p<ai. 

La  première  hypothèse  p>>âi^  s'accorde  avec  la  figure  ci-dessus 
dan»  laquelle  on  a  effectivement  p  ou  AEFHCD  ^  ai  qui 
est*  GF/iCD;  ce  qui  suppose  kpie  les  côtés  mx  et  tix  soient  de 
même  signe  que  a-  et  i.  Ëa  «Set-ppour  p  '^ab,  x  conserve 
le  signe -j". 

PosQn9vp==/i$  ,  on^AEFMCp:;:;^  GFKQ  :  aror8>  afci:  <>;  le 
rectangle^rip^f  esit  nul  ^>.jia  surface  variée  ^stAmc'ABCD , 
et  la^  Yif49^^>^^  eitcpre  AB£D,  pmbqûe  de  là  iortfetté  vari^ 
on  rcti[aj^6hq,.ïé;^o\  ;  \  —  C\  »  .\  *        •'        '  —      '    •  •    '    . 

p0»s^èi^p<^tA\  ce  ^iii*^ô^eWâ  dire  q\:ie  jéjEFBCD  est 
<  GFKD  qui  en  fait  partie^  ce  qui  est  absurde.  Cette' hypo- 


X  en 


eàrî.'izjièërih^a^^mx)^*^nxy^ûh — mbx-^naX'^mnxx, 

Si  de  là'Q9.nB&i6icheMa  surface  primitive  ^  est  toujours 
mnxXy  on  trouve  •.['  —    «^^  .      ~        ,         ...  .^ 

f  

p  =  ai  — (/ia  +  mJ)x,  d'où  a;  = ; — l--«    •C-^)- 
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Le  «êcond  membre  de  (^B)  n'est  que  celui  de  (-^)  pris  en 
signe  contraire.'  On  est  rântené  à«  cet  énoncé  :  Si  dés  côtés  a 
et  h  y  on  retranche  de^  ;ç6tés  i^nconnus  et.  dans  le  rc^îport  de 
!m  à n  ^  déterminer  ces  côtés  d'après^  la  condition  ^ue  la  sur- 
face du  premier  rectangle  qui  est  ^ ,  excède  de  p  celle  dont 
les  côtés  sont  mx  et  nx. 


-,    .  ]  :  T 


la  wr&©ôiWiiéô  IGFJf&afi^^^^HcxO  <*  —*&•};  et'W  diffé- 
rence GFKD  —EBHF^  ABCD—  EBCK^  ABSG  t=  àb 
-^imx^mx^p,  AfVt^kp.mi^-ÇFKDr^JS^OF^  &  qni 
n'est  plus  ^aurdé.     ,   .  ;„.,  ^.,     ,,;.,.         :  ,:<•  •  -.   '\    ' 

.     Mais' M' ciDâerVera  qu'en  a  eii  même  temps 


ppt£r  nous  placer  dans  c^  j^,  ^]ï;}f^  ^m^ifmMiiidmas  i^ 
quelle  BA=mx,  BCz=zAD:=znx,BEz=za,BH=zAG:=:b, 


*,  <     .y 


^    '    V 


.  ^  - 


D^  A  t  â'  È  B  R  B.- 


»7.9. 
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ÏA  &Slkxëncep±zABCb  —  GFkDr=zÊÈC^ 
—  EBX^==  '(  nii  +  mi  )  ic — «i.   On  voit  ici  que  la  surlFace 
ABCD  reinî>laçant  là  sttir&Gè  ÊSBir^f^  fi^t^é  précédente, 
p  doit  prendre  ici  un  4$ae  contraire,  ensorte  qu'il  ne  faut' 
que  changer  p  en  — ^p  dans  lareladon^^ré^édente 

•      I  I 

ou  chaager  les  signes  (dans  le  selcond  membre,  et  on  a 


On  déduit  de  là 


X 


p=i:(na-|-  iî|i)x  — ci. 


61  àim  {Jl)  Wx£dt^:te<«,  ab\ftJtaVe 


-t     ».    ^  i  i   '  ■»  ' 


ee  qui  étibt  traduit  dans  la  premi^^  igure ,  donne 

«... * 

jiÉFG  +  FHCK  +  ^ItÙ  =  o  , 

*  *  -  '  I  * 

ce  qui  est  absiurcle  ',  à  moinà  quon  n'ait  enéore  a  =  0 ,  i 
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j^arbequ'une  somme  dé  ti^ois  surfaces  ne  ^eut  être  nuHe.  Atitai 
la  valeur  de  x  est  ,elle-négativd  ^  et  introduite  dans  Tégalité 
précédente  ^  on  a       . 

-^  nax  —  mbx  =3=  —  ai ,  d'où  nax  4-  nibx  =  ab. 


On  déduit  de  là 


a?  =  - 


at' 


no'j'mb 


râleur  donnée  par  (^  et  (C)  dans  la  même  hypothèse,  ce 
qui  doit  arriver,  puisqu'on  est  ramené  par  cette  valeur  né^ 
gative  de  x^  atix  côtés  a  t-  mx y.b  -^nx^  au  lieu  de^ceux-^i 
a -|-  mXy  5.-{-  nx  qu'on  supposait  à  la  surface  variée.^ 

Passons  à  d'autres^faypothèses  qui  se  ^  reportent  à  la  figure 

fuivante  .  .  -    .  .. 

'■'  '  '      • 

K 
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' 

•     . 

* 

^          1 

■■0  • 
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Que  des  longueurs  a  et  i,qui^  sont  EA^  BH  ^li^n^a ,  par 
exemple,  *it  ajoutée  à  mxz=zBE,  et  que.rautre  b  soit  sous- 
traite de  nx=zBC\  alors  les  côtis  du  rectangle  varié  sont 
mx •+■  a=^Bji ,  nx, —  b  =  HC,  et  on  trouve 


:_  p4«» 


A  0  •■•    I 


É  «  •  > 


«  .«»~|  /      ■•     ■        i  I 


na  —  ^Tîii 

«  .  «  »  "i 

i 

ce  qui  revient  i  clipger  4aiu  (^)  le  si^e  de  b^'od  de  I« 


î? 
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longaeur  qiii  doit  être  sonstraite.  Ici  la  variation 


V, 


—jGFKD  —  EBHF 

Qu^on  fasse  na=:7nb  dans  cette  valeur  de  p,  oh  aura  p'j.i  aft; 
reportant  dans  (D)  na  pour  mb  tt-^^ab  pour  p^  on  trouvera 

B  '  '  ' 

-   4 

En  effet  Tb^othèse  na^zmb  donne  Tuixsamix;  donc 
AEKD  -=1 ÉBHF  :  reportant  cette  conclusion  dans  la  valeur 
géométrique  de  p ,  on  a  p  =  -—  AEFG  -rz^^ab.  On.  énonce 
donc  une  condition  qui  est  toujours  satisfaite ,  puisqu'on  dit 
en  dernière  analyse,  que  la  différence  GFKD  —  EBHF ^  ou 
GFKD  ^AEKD  =—  AEFGz^  — p,  ca  qui  a  toujours  lieu.. 

Si  Ton  suppose  a^^o,  les  formules  (^)  et  (jC)  se  rér- 
duisent  à 

"  07  3:-^,  d'où  i.mx  =  p, 

ensorte  que  dans  la  premièré^gure  ;  l'accroissement  est  FHCK^ 
ce  qui  doit  arriver ,  puisque  'les-  rectangles  primitifs  et  variés 
sont  EBHF,  EBCK'y  pn  examinera  les  formules  (i?)  et  (17) 
dans  la  même  hypothèse.  On  peut  aussi  discuter  les  expressions 
(A),  {B),  {€)  et  (D)  dans  rhypotjiese  i  =  o. 

Nous  1;|Biiinerons  par  les  suppositions  a  =  o';  fr=ro  ;  on  a 
toujours  p  2=  G,  et  les  formules  {A)  y(B};  (Q  et  (î))  donnent 


<  »  j 


En  effet  la  surface  variée  étant  égale  à  la  surface  primitive , 
d'une  surface  on  retranche ia  sufface  elle-même  ,  et  la  diffé- 
rence doit  être  nulle ,  ce  qui  est  vrai  de  toute  surface  >  quels 
que  soient  les  côtés. 

QPQ^  Cette  discussion  que  nous  avons  fort  étendfe  à  dessein  ^ 
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quoiqu'il  resU  encore  à  Télèye  Aiatière  à  reobe^che,  eat 
propre  à  faire  Voir  que  toutes  les  particularité»  d  un  énoncé 
sont  cg^gnsif^  dfUa^  Féi^tiion  qui  fo^QiriBïe ,  et  qu?  loxèqne 
Tune  ou  plu^^eifir&  des  ^owi^eai  ^ennent  à  prendre  des  signes 
différeos  de  ceux  qu'on  a  supposés ,  et  qu*ôn  fait  certaines 
fejtpoâfcèeesi  •QrIes,rappoTt8  entre  c««  données,  ilsuiBt  d*en  tenir 
qomplei  dan^  1^  '^»lçur  de-rincoentie.  t^ousstenninerofts  par  un 
exempl.e  qui  donne  lien  à  une  distinction  que  nous  n'arons  pas 
eu  occasion  de  faire  jusqu^ici. 

9^.  TVoowr  un  nonibre  tel  que  si  dé  son  double  on  sous- 
inS$  1  /  qw'wi  double  le  reste ,  et  tfu'on  soustraie  d ,  puisqu'on 
Avis^  te  reste'  pctr  4  >  ^  résultat  soit  plus  petit  de  i  que  le 
nombre  cherjché,'^ 

Soit  X.  ce  nombre;  le  double  est  â:p^  90ustra^2ui^  i  ^  fe 
reste  est  ax  —  i  ^li  doublé  donne  4^  — -  a  ;  soustray^t  a  j  il 
vient  4^^  4  V^^»  divisé  par  4»  donne  pour  quotient  a?-—  ^  : 
or  ce  résultat  est ,  d'après  l'énoncé  ^  l'équivalent  de  x  —  i  ; 
donc 

a:— 1  =x^  1» 

Get^  équation  qu^'cm  opip^H^'i^cNiQue»^  ji^cce^uffi  ses  dei» 
men^biiçs.  se  répètent  e^ii^^iuept.  ^  donnç  paifi  l'addbtîiott;  de 

+  1  d^  pfrt  et  4^a,i^t;r^;,;  V^  mm»lt% 

qui  e^t  satî||faite  p^r  t^^%  npii^r^  prie,  pour  je.  Ààaû  k  qaes-^ 
tiou  adn^et  uç  nçnnlyi^  illîi|uté  4e  aplntiaiis^  aii^qiL'il  sera 
*  facUe  de  s^en    assurer  en  vérifiant  l'énOncé  sur  un  nombre 
quelconque  pris  pour  x. 


'^'^:\y' 
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^ 


CHAPITRE  XT^ 

ff 

Sot9tmation  des  suites  par  ^ui-diffi^rences  e)t  par 
ipâotiem  égaux  ^  et  êe  queiques  autres  suites 
qup  '  se  rapportent  à  celles-ci. 

et  q^'Oft  \dt  st^ôse  âidéfiiiimeitf  prekMigâcp  suirant  ht  mèam 
loi' y  oa  aura.  use.  aniteri,  Ui^dle-  coomodra  la  dénomiBâ- 
tion  de  suiU  pa^  équù^di^^jhUis  ^  et  qdov^  notcura  conno 
il  soit  : 

•   •   ■   «       «  «^ 


Nous  eondâérons  cette  suite  dans  le  cas  particulier  da 
J=p,  d'zze^fz=ig^  etc,  c*eat-à*-dire  que  nous  supposerons 
la  suivante     \ 

fl -^fcs  ir-^  rax  C-— ih==fdf--»  eKrs-etcî 


Sous  cette  restrictiefr^  ellb  attifti  MWsiet  pnaigtésnûm 
mëtique ,  et  on  la  notait  ainsi  : 

^  a  .  o  .  c  .  a  .  etc. 

aod.  Il  résulte  de  la  nature  même  de  cette  dernière  suite  ^  que    ' 
^ét»Kt  1^  diflSéitacê  adâttive^*.  si  la  siul^  esÉ'cFôiarànte^  aoîM^ 
tractive^  si  elle  est  décroissante  ^  on  aura  dans  le  premier  cas^ 

i=a  +  J,     c=i-^<r,     rf=c+^^  etc.; 
don©.    . .  ^    •  ^   .   -'  •      '   '  '.',-/•:- 
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ep^rte  qtie  l  étant  un  terme  dont  le  rang  est  n,  on  aurA  ^ 
d'après  la  loi  ^  composition  des  termes  smcçessifs  au  mojreix 
du  premier  e^fe  la  différence  S  ^ 

Comme  ce  terme  se  change  dans  le  premier ,  dans  le  seconcf  j^ 
le  troisième. ^  çtQ*  >  en  y  faisant  n=!=r^   =a«'s:=3,  etc.  ^' 
oa  Ta  appelé   ^rma  général.  En  Remplaçant  -f^  «T  par  -«-  J^ 
dans  /^  on  a  le  terme  général  de  la  suite  décroissantjÇj^  4{ui  est 

l=z  a — (n — i)<r ,..,(a). 

r 

Un  terme  quelconque  d'une  fuite  par  équi-différençes  ^  es$ 
donc  égal  au  premier  plus  la  différence  de  la  mite  ^  ré-^ 
pétée  alitant  de  fois  qu'il  y  a  de  termes ,  à  partir  du  premier 

inclusivement,  jusqu'à  celui  qu'on  considère  exclusivement, 

•  • 

2o3.  Passons  à  la  somination  d\m  nombre  quelconque  de 
termes  consécutife  de  la  même  suite.  Soit;  à  cet  effet, 

S  Résignant  la  collection  des  termes  qu'on  yeut  somn^eir  :  çzi 
écrivant  la  suite  dans  un  sens  inverse ,  on  aura" 

5'=/+ft+i+,,^.., ,+c-fji  +  ^J  " 

%. 

et  ajontant  rune  et  l'autre  suit»,  il  vient 
siS^(a+t)+(,b+k-)+(c+ii-i-  , . .  +(i+cy+(k+b)-Kl+a)- 
Or 

b+k=a+i+l*^::jsa'^'li   c-|-iï=3a-f.3J^-^— ^/^=a44^  «te.;^ 

•  '  .  .  » 

donc 

aS=n(a-|./) ,  4:oii  5=  2l2±i2  =2  {aa+(n-.i)^} . . , (5), 


f 

4 


z 
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en  remplaçant  /pafr  aa:yaleor.(Oy  et  i»  étant  le  nondbrevdfi^ 
termes  qu'on  veut  sommçr.  Poar  la  pcogre^oa  décroiseante^ 
composée  de  n  termes  »  on  "aurait 

5=r2{a«-(»-i)^}. (4). 

On  voit  donc  que,  quoiqu'on  ,n*aît  en  vue  que  l^progresaioa 
croissante ,  néanmoins  la  solution  s'approprie ,  itioyennant  le 
changement  d'un  signe ,  à  la  progression  décroissante. 

âo4-  Les  équations  (i)  et  (3)  fournissent  le  moyen  de  trou- 
ver deux  quelconques  des  cinq  quantités  ai  />  n^  /  et  5 ,  lors- 
que trois  sont  connues. 

Qu'on  ait^  par  exemple  ;  les  données 

auquel  cas  il  reste  à  évaluer  /"et  n,  on, aura  recours  aux- 
formules 

qui  donnent  «  . 

on  déduit  de  la  seconde      '  , 

.      G. 32 

or  un  non^bre  de  termes  ne  peut  être  ni  fractionnaire^  ni  né^ 
gatif  ;  donc ,  pour  ces  données  ^  la  suite  par  différences  égales , 
est  impossible^  et  conséquemment  nous  n'aurons  pas  besoin- 
de  calculer  la  différence  cT.  Nous  nous  bornerons  à  cette  re^. 
marqi^e  siir  laquelle^Qus  reviendrons  plus  .loin. 

52o5.  La  suite  par  quotiens  égaux ,  est  celle  dans  laquelle 
le  quotient  d'un  terme  ^ivi^é  par  le  précédent  on  par  le  sui-» 
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tsmtf  est  fotr|oiir»  le  même.  Il  résulta  de  cetti^  iiU&tàcn  ^ 
que  cbaom  ée»  termes  est  ég^  au  précédent  multiplié  P^^ 
un  même  nombre  ;  lorsque  ce  fik;tem:  eoDstant  est  |di»  gfsaad 
que  Tunité ,  la  suite  est  croissante  ;  s*il  est  cona|>ris  entre  zéro 
et  un^  la  suite  est  décroissante.  Ces-  sjHites  étaient  nommées 
progressions  géométriques:  nous  préférerons  la  dénomination 
Ijûcécéd^nta,  parcequ!eUe  énoxtce  «ne  définition. 

âô6.  Ea  désirant'  IjS:  premier'  «einie  par  a,  et  par  q  le 
£icteur  constant;  cette'  siàte  s^a    >  'm 

fj,  ^  a^\    <u^,    cuf^^    oq*,    aq\  etc. 

D'après  cette  loi^  le  terme  dont  le  rang  est  n  sera,  en  le 
désignant  par  u , 

,   ttcaû^»-? (5); 

faisant  successivement  «2:^i/=2-,  =2  3-,  =ï4j  ®*^'  j  i£  s« 
change  dans  le  premier,  le  second,  troisième  etc.,  terme  de- 
là suite,  et  par  cette  propriété  il  a  été  nommé  terme  général. 

SLOj.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  somme  de 
n  termes  de  cette  suite ,  à  partir  du  premier  inclitsivement  : 
«S  désignant  cette  somme,  nous-auron^  .    . 


5  :;=  a  +  a<7  +  aq*'\'cuf  -f-^^+ H"^""^  "f"  ^""^  '» 

multipliant  de  part  et  d'autre  par.  h  facteur  constant  g ,  il 
viendra  cette  égalité  entre  les  produits 

Retranchant  la  première  égalité  de  Ta  seconde,  et  observant 
que  tous  les  termes  s'entre-détruisent ,  i  ^exception  de  cuj* 
et  a,  la  différence  sera  *  * 


qS^S^aq^.^a,    d'où    S'^u^^^^^"^ .  '^^?...(6.)r 


#treaq>UçQiit 

aq^ 

D' A  L  G 

"'  par». 

é  B  S  E. 

S 

Lorsqae  9^31» 

on  a  u:^i 

a  et 

i 

i 

5=- 
1- 
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ce  symbole  |  ne  peut  plvs  être,  c^liii  de  l'i^dj&ternuoation ,  cav 
on  sait  d'avance  que  S^=zna,  Nous  donnerons  (chap.  XXI) 
une  méthode  pour  obtenir  la  valeur  d'une  fraction  qui  se 
présente  sous  cette  forme ,  lorsqu'il  n'y  ^  a  pas  indétermi- 
nation. 

On  peut  encore  parvenir  i^utrement  à  la  somme  ci-^essns. 

En  effet  on  a  trouvé  (gfl)^ 

•  » 

i-=  1 +i^+flr»+7» -f .:......  .+ç— +.-5-., 


•     ■  * 

qa*on  'multiplie  de  jpait  et  d'autre  ]w*  a^  H  on  wrft 
a  '  ojc^ 


d'où  résulte  ^   après  «|voqr  &ilL  pMSir  1»  tenue  119^  dans  le 
premier  membre^ 


t^nn* 


-L=sa-}-c»jf+a9*+-  ••; +  <Kf*"S 


et  conséquemment 


1/— I 


comqie,  d-^esras.  Ce  proeédf  tr^e^eimpl»  s'étende  au  cas  de 
la  progression  décroissante,  indéfiniment  prolongée ,  et  de  la 
progression  à  sijpQies  akeniati£i,  laquée  résnkevait  de. la  di^ 
vision  de  1  par  iHH'*  I^^*  élèves  pourront  faire  ces  deux  ap- 


y 
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plidations.  Les  couples  de  formules  (i)  et  (3)j  (5)  et  (S) 
ren£|rment  cinq  quantités^  ensorte  que  trois  étant  doniiées  , 
on  peut  toujours  calculer  les  deux  autres;  et  comme  ces 
déterminations  Bxigent  toutes  les  méthodes  exposées  dans  les 
trois  chapitres  qui  suivent^  nous  les  avons  renvoyées  à'Ia'fin 
du  chapitre  XIX. 
2e8.  Considérons  la,  progresàon  décroissante  qui  résulte  de 

la  proposée  y  en  y  changeant  q  en  -  ;  alors  le  terme  de  rang 

%y  ^ue'nous  avons  désigné  par  u^  devient 

u 

a 

-a  ^        T  nr-^u 

r"  »  1  r — 1 

•   ;       .        r        • 

Supposons  que  la  progression  soit  continuée  indéfiniment, 
c*est-àrdire^  qu  elle  ne  s'arrête  Jamais;  alors  u  sera  plus  petit 
qu'aucun. nombre  donné;  quelque  petit  qu'il  soit ,  puisque  u 
diminue  toujours  en  s'éloignant  du  premier  terme  ;  il  s'agit 
d'examiner  ce  qu'on  doit  entendre  par  la  somme  totale  des 
termes  de  cette  suite.  Pour  cela^  nous  supposerons  que  le 
nombre  n,  qui  est  le  rang* du  terme  u,  ait  été  successivement 
i^^a,  =39  =4>  ^^  ainsi  de  suite  indéfiniment;  à  ce»  va- 
leurs de  7^  conretspondent  celles-'ci  de  û, 

_^  o  a  a  €L  a 

r  r^         r*  r*  r*" 

fractions  qui  sont  de  l'espèce  des  suivantes  : 

i.        J.         JL        -I.        JL  fttr- 

a*      4>       8  '      Vùf      3a  >       '""*'• 

qui  s'approchent  de  plus  en  plus  de  zéro  sans  pouvoir  jamais 
l'atteindre.  £n  eiFet^  qu'on  divise  une  ligne  prise  pour  unité 
en  a^  3,  4>  etc.  parties' égalés /on  ne  {ieut  jain^is  arriver 
à  une^  sous-division  zéro ,  puisqu'en  •  reprenant  cette  sous- 
diyision  aut^t  de  fois  qu'elle  est  d^s  la  ligne  ^  on  conclu^ 


»  ■ 
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tait  que  la.  ligne  ei^tière  est  zéro;  mûis  plus  on  a(?ance  d^na 
ces  fractions,  plus  la  sous  -  division  correspondante  devient 
petite ,  plus  on  approche  de  zéro  qui,  est ,  la  limite  de  leurs 
décroLssemens  (g3).  On  conçoit  que  cette  conclusion  n'a  lieu 
qu'à  l'égard  des  décroissemens  par  yoie  de  ditision.-  En  appK-^ 
quant  ce  que  nous  yenons  de  dire  aux  valeurs  successives 
deuy  qui  sont  aussi  des 'fractions  décrpissantes ,  on  aura  cet 
algorithme,  

% 

■  Q=:  limite  de  u,     ^  r'  ^ 

ce  qui  signifie  que  .la  différence  entre  u»  et  Z&TO.  eftpluiLpe^ 
tite  que  toute  .q^antUé  agaignable.  Repi^^z^opt  maintenaiÀ^ 
Texpression  • 


'or  u 

S  3=  — —  — .— ^^— *;     ' 

à. 


le  premier  terme  de  S  est  indépendant  dû  nombre  ded  tonnes 
qa  on  somme,  c'est-à-dire  qu'il  resté  nuinériquement  le  mémeT 
ponr  toutes  les  vdëkira<de  n;  donc  la  aoùïsàt'.fS  èVpproche 
d'autant  plus  de  ce  premier  terme  que  le  noxnbre  it.çstplu» 

grand,   et  a  la  limite  o  de correspond  la  limite  de  Sy> 


r — I 
€tr        ,    ^    dr 


qui  est ;  ainsi rfest  .pas  la'iomme  des  termes  de 

la  progression  indéfiniment  prolongée ,  mais  une  limite  supé- 
rieure que  cette rflvxBme^n'eipç^t^tteindreu.Cbst pour  canc'^' 
tériser  cette  circonstance ,  que  nousTcrirons 


^ 


♦ 


limite  si  ^  J^!^ (8). 

r — 1 

Ainsi  -7-rr,e8t. uiirtem^  4efit  on. rapprochera. ^'autant i pluy 

■  (^'611  prehdra  iinë  plus^'gfkiïd^  pbrtibrf  aé'^a  progression,  ob- 
servant bien  qu'il  ne  peut 'être  pris  pour  '5  qu'autant  qu*il 
ft'i^t  dc|  la  totalité  de  la  suite  qu'on  ne  peut  sommer.  . 


) 
\ 


1 
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jrale.  dçs  .pr,ogc«S8ipns  à  signes  ^terjiiatifs ,  oq.  trpuTÇ/zcâai  ^ 
r=+2î  doua     ...     ;     ; -..  *■    . 

^  , limite  S. T='.^*n,    ;    .        ;  •   .     . 

En  eiFet  la  progression  proposée   équivaut   a  là  somme' "des 
deux  suivaatet-:                                    .     ,»  .  -     o 

-    ■         1,  ix.Tff..T*»^  etc.  ;  -Trh  -ri»  ■■>~izi  «**=•  !.. 


r« 


Faisant  pour  la  première  a  =  i  et  r=4>  et  pour  la  seconde 

a===ri-i.er  fj;==4>^^H^^*^^^®*^'^?^'^^     (8),  oa-tt^wpe  les 
suivantes  :  ' 


i • •  •<  < 


.,'»     •!      tf^t    >f'        $•  «     ■     •      ■      »•-        •     f 


et  les  ajoutant,  oh' a"^  pour  sommé  des  limites^  résultat  trouvé 
plus  haut.  '      '^.\\  lu.'»  r.  '  > 

210.  Tonte  fraction  décimale  péribdi^e  aura  pour  formule 
générale 


*   %.  • 


.     'l    "Ud^  +  ^  +  M:*"-} 


>  ..        , 


■  '     '  '  ,      .  •     •     i 

^   n  représentant  le  iiombre  qui  forme  fa' période,  et  prêtant  lo. 

Si,  par  exemple,  la  fraction  est         • 

.,    ;..o:,   -Jl4    2i4    a4j  ^4    rAc.        '  :«   '    .  ;i.;^,. 
'    on  aura  ii=:a4,  p=  lo   et  r==2.  Le  pren^r  terme  de  la 
suite  entre  parenthèses '/est  --y- ef~  lé  facteur  constant —  , 
ensorte  que  la  limite  de  la  somme ,  sera      ^     .  .    . 

et  multipliantipar-»,-^n*^ura---r7-4.-  (fr~«  »flst  le  nombre 
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i  celui  des  cliifiTes  de  la  période  ;  c'est  eifécâvement  le  mo4e 
de  compositîoa  de  la  fraction  génératrice  (arith.  ).  Les  élèves 
pourront  s'exercer  à  traiter  le  cas  où  la  partie  périodique  na 
commence  pas  immédiatement  à  la  droite  de  la  virgule. 

ail.  Lorsqu'on  veut  sommer  une  progression  depuis  le* 
siuème  terme  inclusivement,  par  exemple,  jusqu'au  douzième 
aussi  inclus ,  il  faut  de  la  somme  des  douze  premiers  termes 
retrancher  celle  des  cinq  premiers.  Si  l'on  veut  sommer  la 
suite  depuis  le  sixiènle  terme  inclusivement^  il  faut  de  la 
somme  de  la  totalité  de  la  suite  retrancher  celle  des  cinq 
premiers  termes. 

âid.  On  pourra  maintenant  assigner  les  limites  des  sommes; 
non-seulement  des  progressions  décroissantes  a  l'infini ,  mais 
encore  de  toutes  les  suites  décroissantes  quelles  qu'elles  soient^ 
pourvu  qu* elles  puissent  se  décomposer  en  progressions  par 
équi-quotiens  ^  dont  les  sommes  forment  encore  une  telle  pro-* 
gression  ;  le  terme  sommatoire  de  celle-ci  est  alors  celui  de 
.  la  suite  proposée^  Proposons-nous^  par  exemple^  la  suite  de 
termes 

€t     a+c      a+fïc      fl+5c  .  a+4c   .  ^.^  , 
on  pourra  la  décomposer  dans  les  suivantes: 

i3 


« 
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qui  sont  des  progressions  décroissantes  dont  les  liniitcd  de§ 
Bommes  donnent  cette  autre  suite  : 

t,_    ad     ,       c       .         c  ,  c 

*  ~  bd—b  "*"  TS^  '*'  ibd—b)d  "*"  (bd-b)^ 

ff 

C 

laquelle  9  à  partir  du  second  inclusivement  >  «stune  progrès* 
sipn  géométrique  nécessairement  décroissante  dont  le  far' 

constant  =:f  -% ,  et  pour  laquelle  on  trouve 

et  ajoutant  le  premier  term^^  il  vient 

Par  des  décompositions  analogues ,  ovl  trouvera  les  limites 
de  ces  suites  numériques  : 

i  +  ï+H-A  +  ^  +  etc....;...(^, 
i  +  î+f+ii+H+*tc (/?), 

i  +  J+-îiF  +  ft+M  +  etc (C), 

i  +  l+l+îl  +  fl  +  ete (Z>), 

dont  les  dénominateurs  forment  une  suite  par  équi-quotiens  ; 
tandis  que  les  numérateurs  sont  dans  {^A) ,  la  suite  des  nombres 
naturels  ;  dans  {B)  les  sommes  des  a ,  3 ,  4  >  ^^^-  premiers 
nombres  naturels  ^  qu*on  appelle  nombres  triangulaires  ;  dans 
(C)  les  sommes  dés  a ,  3  ^  4  >  ^^cl  premiers  nombres  triangu- 
laires, qu  on  appelle  nombres  pyramidaux  ;  enfin  dans  (D}  les 
quarés   des  nombres  naturels.  On  trouvera  d*abord  (^)  =  a. 
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On  <léc(^po8ara  (j9)  dans  les  séries 

î  +  ï  +  l  +  îV  +  ^  +  etc. 

i  +  2+À  +  î^  +  sto. 

i  +  iTr  +  À  +  etc. 

^  +  e*tc. 

d'après  la  loi  de  formation  des  numérateurs.  On  a  déjà  trouvé 
a  pour  somme  de  la  première  de  ces  suites.  Les  suivantes  sont 
décomposables  en  des  progressions  par  équirtpiotiens ,  et  on 
trouve  pour  la  somme  des  limites 

i+i+i+i+T^  +  etc. 

dont  la  limite  de  la  somine  est  a ,  ensorte  que  (B)  =  4.  On 
trouvera  (C)  =  8.  La  loi  de  formation  des  carrés  donne  cette 
décomposition  de  la  qpiatrième  suite 

i  +  î  +  f  +  fïï  +  i#  +  etc. 
i  +  l  +  Â  +  À  +  etc- 
i  +  A  +  Â  +  etC.  ^ 

+  3^4- etc. 

suites  pour  lesquelles  on  dédtiit  de  la  limite  {B)  et  de  là  limite 
Aj  divisée  par  a ,  4>  ^  >  ^^^'  cette  somme  de  limites 

4  +  i+i+i+i  +  iiê  +  elc. 

y 

OU  (D)  =  G.  n  est  bien  entehdn  que  les  nombres  (^A),  {B); 
[Ç)  et  (Z>)  sont  des  limites  de  sommes.    "^ 

ai3.  Nous  terminerons  cette  digression  par  la  sommation 
d  une  série  qui  ne  peut ,  comme  les  précédentes,  se  décom- 
poser en  progressions ,  mais  qui  offrira  un  exemple  des  arti- 
fices auxquels  on  est  obligé  de  recourir  au  défaut  de  procédés 


V. 
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directs.  Qu'il  s'agisse  de  sommer  la  séii^ 

\ 

É 

le      oc      bc       10c       i5c  ' 

qui  ne  s'arrête  pas^  et  dont  les  coeiEciens  dans  les  dénomi'- 
nateurs ,  sont  une  suite  de  nombre^  tels  que  leurs  différences 
sont  elles-mêmes  la  suite  des  nombres  naturels.  Nous  écrirona 
l'une  sous  l'autre  les  deux  suites 

c       ac  .    oc     .4c      5c  ' 
ac  ^  3c  ^ 4c^  5c  '  6c  *  c' 

■ 

iretraachant  terme  à  terme  la  seconde  de  la  première ,  o» 
aura  pour  différence 

ac      Dc      lac  *  aoc.     00c  ce 

prenant  le  double  de  part  et  d'autre ,  on  retombera  sur  la 

proposée  qui  équivaut  conséquemment  à  — •  Dans  l'iiypothèse 

c 

à  =  c  =x  I ,  on  troare 

»4-è  +  i  +  1^  +  îV  +  «tc.  =:aî 
et  retranchant;  1  de  part  et  d'autre^ 

^+i  +  îV  +  T5  +  «tc-~^ 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  recherches  qui  sont 
étrangères  aux  élémens,  quoiqu'elles  n'y  soient  p^  dépla^ 
cées. 
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CHAPITRE    XI  L 


ï)4finitiQn ,  propriétés  et  calcul  des  Logarithmes! 


âi4-  -il  ous  résumerons  d*abord  les  diverses  questioiisrésohieâ 
jas^u*icî ,  en  montrant  de  quelle  manière  elles  déitiTeat  d'nntf 
première  question  qui  est  celle  de  ladditios.  Soient  a  et  & 
deux  quantités  à  ajoi^ter ,  et  c  leur  somme  ;  ou  aurd  pout 
tradoctiion  de  cçt  énoaeé  ^  ' 

Inversons  cette  qsestion ,  et  supposons  que  a  et  c  ,  o*i  *S 
et  c  éfent  doutiés  ^  on  ait  à  trouver  b  ou  a  ;  il  est  çlaii:  qu*Ott 
les  déduira  de 

V 

\  •       .  \  ■  '     l 

'     il  =  c— fl*    a  =  c-~3^  ; 

d  où  résultat  la  soustraction  et  f  idée  d*une  nottveSe  espèea- 
de  nomlxces  tp^oik  nomme  négatifi  {^s^)>  -     -- 

Si  Iç  noxabre  U  doit  être   ajouté  b  fois  à  ltti-^mêm<  »  eik 
désignât  e^etire^  par  ^  la  somme  ou  le  piroduit  >  on  aiuta 


«      I  r    r 


jii9  =p^  V  i ..  i;t f*'  (a^* 


Si,  retournant  cette  question ,  on  donne  »  et  c^  ou  a  et  ci 
ft  quxm  veuille  calculer  b  ovl  a,  on  est  conduit  & 


t       c  c 


^ 
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de  îà  résultent  la  division  et  une  nouvelle  espèce  de  nomlMres 
qu'on  nomme  fractionnaires. 

C'est  à  la  multiplication  de  plusieurs  quantités  égales  entre 
elles  que  les  puiésances  doiveiit  leur  ori^e ,  (32)  ^  et  on  in- 
dique cette  opération  de  cette  manière 


c'=c 


h  désignant  le  nombre  de  fois  que  a  se  trouve  écrit  en 
facteur.  Ici  la  question  peut  être  inversée  de  deux  manières  , 
ensorte  qu'on  a  deux  cas  différens  à  considérer^  ce  qui  n'ar- 
riyait  pas  dans  les  questions  précédentes  ,  pju'ceque  ,  dans 
chaque  traduction ,  les  lettres  a  et  6  entraient  de  la  même 
manière.  On  peut  donc  proposer ,  i'.  de  trouver  la  racine  a 
au  moyen  de  la  puissance^  c  et  de  l'exposant  5  ;  q'*.  de  trouver 
l'exposant  b^  ensupposant (Connues  la  puissance'  c  et  la  racine  a. 
L'opération  pour  trouver  a,  connai^ant  6  et  c,  conduit  à 
deux  nouvelles  espèces  de  quantités ,  les  irratiotfnelles  et  les 
inuiginaires  (i4^>  ^s^)*  L^  seconde  question  conduit  à  la 
^éorie  de?  Iqgçirithmes  ^  et  le  calcul  de  ^  exige  des  méthodes 
particulières  qui  seront  exposées  daoji^cç  c^pitre  et  dans  la 
seconde  section  de  cet  ouvrage. 

fli5.  Reprenons  donc  l'équation  a*  =s  c>  ou,  plus  généra- 
lement J5 


sJ  -^ 


la  question  de  trouviirx^quand  les  nombres  a  et  y  sont  donnés, 
rentre  toujours  àsca»  la  suivante  :  étant  don^é  jm  nombre  arbi* 
traire  a  >.  vfiais  qui  doit  conserver  it^v^rigblement .  la  valeur 
adoptée  ^  assigner  pour  x  un  nombre  tel  que  a*  devienne  un 
nombre  y  donné.  C'fsl  pour  rentrer  dkns  la  généralité  de 
cet  énoncé^  que  nous  avons  désigné  l'exposant  de  a  et  le 
nombre  c  par  les  lettres  x  eiy  qui  doivent  varier.  L'exposait 
X  est  dit  le  logarithme  du  nombre  y ,  qu^on  désigne  par  ces 
lettres  initiales  log  ^  et  le  nombre  a  été  appelé  base  des  lo** 
garithme^^  p^ceque  oq  nombre  çst^ieé  tmç  fois  pour  toutes^ 


£Ft 
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On.  nomme  encore  système  dé  logarithmes  la  série  des  nom- 
bres 3C  calpulés  sur  une  base  particulière.  Aipsi  en  changeant 
de  base ,  on  passe  d'un  système  à  un  autre  système  de  loga-, 
lithmes ,  ou  bien  on  change  de  système. 

si6.  Supposons  d'abord  a:  =  o,  on  aura  j^=  i  ;  à  x=  i\ 
corresponde^  :=:a;  donc,  i®.  dans  tout  système,  le  logarithme 
de  Vxaiité  est  zéro;  a®,  le  logarithme  de  la  base  est  lunité:. 
Ces  propriétés  appartiennent  essentiellement  à  tons  les  systèmes 
de  logarithmes. 

2217.  Changeons  ^x  en  -^o:,  dans  réq[nation  fondamen^ 
taie  c*  zzzy ,  et  nous  aurons 

or  l'exposant  x  augmentant  continuellement ,  la  fraction  -^ 

diminuera ,  si  cependant  la  base  a  surpasse  l'unité  ;  cette 
fraction  tendra  vers  zéro  qui  en  sera  la  limite  *,  à  cetta 
limite  correspond  une  valeur  de  a?,  plus  grande  qu^aucun 
nombre  donnée  quelque  grand  qu'il  soit. 

Ainsi  ,  la  base  a  étant  plus  grande ^ue  l'unité,  -lelogen 
rithme  de  zéro  sisra  l'infini  négatif ,  > 

2218.  Soient^  et  y  les  représentations  de  deux  nombres; 
X  et  a/  les  logarithçies  correspondans  pour  une  même  base  i 
on  aura  ces  deux  équations 

dont  le  produit  est 

■ 

or  y  d'^rèa  la  dé&nition  des  logarithmes  ; 

a;  +  a?^  =  lo6(^),  ou  log^-f  logy'sslog^y./)^ 


A 
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En  supposant  d^autres  nombres  j^,  y,  ^'',  etc.,  et  désignant 
par  X,  x\  ad' ^  etc.  les  logarithmes  correspondans ,  on  atcrai^ 
pareilleihent 

^x+x'+x"  4.etc.  =^  .y  .y,  etc. 

,     .        ...  .  •  I 

çt  conséquemment 

X  4: ^  +  ^  +  etc.  =  log.  (j'y'  -y"%  etc.  ) ;: 

V  ,      .         .         . 

donc,  d'après  là  définition  des  logarithmes', 

log^  +  logy  •+  logy  -f  etc.  =  log  iy  .y  .y\  etc.  ) .. 

219.  Si  tous  ces  facteurs  y ,  y',  y",  etc.  sont  égaux  entre 
eux  et  en  nombre  m ,  la  propriété  précédente  devient 

mlogj^=log(j^). 

* 

DoTic  le  logarithme  de  la  puissance  m  d'un  nombre^  est- 
égal  à  xti'fdis  le  logarithme  de  ce  nombre^ 

220.  En  divisant  Tune  par  l'autre  les  équations 

•^=^i    «*'  =  />     . 

■  •-     «        ■<jr  r         *'  '  '       ,  f  •         '  ^ 

et,  d'après  la- définition. 


log^  —  logy  =  kg  ^^^  ; 


et  de^  là  cette  règle  :  le  logarithme  d'un  quotient  ^'obtient 
en  retranchant  le  logaritfime  du  dénominateur  de  celui  du 
numérateur, 

221.  En  élevant  l'un  et  l'autre  meinbre  de  FëgaHti 
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m 


à  la  puissance  fractionnaire  — 2  on  obtient 


donc 


a"   =  j'"  ;  d'où  — x  :=  log  vj"  J  =  log  ]/y"  ; 
2  log j^  =  log  \^y^  j  =  log  \/p- 


Dans  le  cas  de  m  =  i ,  la  propriété  précédente  se  chaftgf 
dans  'CelIé-ci  : 


ilog^  =  lpgCï/y). 


Le  logarithme  de  la  racine  n^*  d'un  nombre  s'obtient  donc 
en  divisant  par  j^le  logarithme  de  ce  nombre^. 

asa.  Si  donc  on  était  en  possession  de  tables  à  denx  co- 
lonnes ,  qui  offrissent  en  regard  Tune  la  suite  naturelle  des 
nombres^  et  la  seconde  les  logarithmes  de 'ces  mêmes  nom- 
bres, il  serait  facile  ^  d'aprèà  les  propriétés  précédentes,  d'ef- 
fectuer les  opérations  de  la  multiplication ,  division ,  formation 
de  puissances  et  extraction  de  racines,  dont  la  dernière  sur- 
tout est  laborieuse  et  devient  bientôt  impraticalde  ,  si  on 
n'emploie  que  les  ressources  de  T Arithmétique.  En  effet,  ces 
opérations  se  réduiraient  à  celles  de  l'addition ,  soustractioh  j^ 
multiplication  et  divisitoh ,  effectuées  sur  lès  logarithmes  cor^ 
respondans  :  chaque  résultat  qui  serait  un  logarithme  ,  se  trou- 
verait dans  la  colonne  des  logarithmes ,  en  regard  du  nombre 
cherché  ,  ensorte  qu'à  proprement  parler  ,  ce  logarithme  serait 
t.  indicateur  du  nombre  qu'on  cherche.      ' 

1223.  Comme  les  propriétés  des  logarithmes  sont  absolument 
indépendantes  de  la  valeur  numérique  de  la  base  a  du  système , 
nous  pouvons  supposer  ^=  lo  ;  la  raison  de  ce  choix  est  que 
ce  nombre  iq  sert  aussi  de  base  à  notre  système  arithmétique; 
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autrement  on  pourrait  prendre  tout  autre  nombre  ,  à  l*excep- 
tion  de  Tunité  ,  parceque  toutes  les  puissance^  seraient  l'unité^ 
et  qu'ainsi  a*  ne  pourrait  produire  tous  les  nombres.  Les 
inconvéniens  qui  résulteraient  de  l'emploi  d'une  base  fraction- 
naire ou  négative ,  sont  trop  faciles  à  appercevoir  pour  qu'il 
«oit  nécessaire  de  les  détailler ,  et  d'ailleurs  cette  discussion 
ne  serait  d'aucune  utilité.  Dans  le  système  adopté ,  les  nombres 

ctc-.Tsrôr»  T^>  rk»  To>  i>  10,^100, 1000,  10000,  etc. 

ont  pour  logarithmes 

» 

etc. — 4> — 3,  — 2,  — 1,0,1,    fl^     3,       4>       •t^^- 

De  ces  deux  suites  la, première  est  la  progression  géométrique 
décuple ,  et  la  seconde  la  suite  naturelle  des  nombres. 

* 

Proposons-nous  maintenant  de  calculer  le  logarithme  d*un 
nombre  pour  la  base  10  ,  et  prenons  pour  (Utemplé  celui  de  â. 
Puisque  log  1  i=t  o  et  log  10:=  i,  il  est  évident  que  les  lo- 
garithmes des  nombres  qui  se  trouvent  entre  1  et  10  doivent 
être  compris  entre  zéro  et  l'unité  j  ^  sera  donc  une  fraction 
décimale  que  nous  désignerons  par  a?,  ensorte  qu'on  aura 

» 

.  10*  =  2. 
Soitx=-,on  auraio  =  a    etrt=3-f-^*d*oàiot=5r*Xa  , 

*  c 

et  divisant  par  a^  ou  par  8,  il  vieijdra  i,a5K:a  .  Donc  déjà 

1 


g    i  "A C^/" 


Mais  pour  satisfaire  à  l'égalité  i,a5  =  52  ,    on  doit  prendre 
pour  C  une  fraction  •— ensorte  que  i,a5  =  a^,  ou  i,35''=a, 

y 


d'oft  l'on  déduit  y  =  3  +  <^,  et  i,a5^  ><  i^aS  =  a  ;.  donc 
/ 


^-- 
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i,a5    =  1,0^4'  Remplaçant  dan»  (i)  C  par  —  =  ^'     j^ ,  oa 
trouve 


3  + 


(fl). 


.1 


L'égalité  i^â5  =1^0124  suppose  ^fractionnaire  on  de  la  forme-; 

on  aura  donc  i,a5 es  1,024  ;  de  là  «=g  -f- Ç>   i^aS 

=  i^a3794X  i^o^^  çt  1,024=  ^'0997*  Remplaçant  dans 

(a)^pari  =  — î— ,  ona 
•      9  +  S 


3  + 


(3), 


3  +  ^ 
9H-S 


^  doit  être  fractionnaire  ,  ou  de  la  forme  -  /  ensorte  qne 

II 

« 

m 

M  *** 

1,024  ==  i>oo97  ;  on  doit  prendre  ft  =  2  -f*  '  î  donc  1,024 

r=  1,019494  X  1,0097  >  ^®   V^    donne    i;Oo44=  i*^^97  • 

•^  ••11 

Ecriyant  dans  (3)-  =  — j-rpour  Ç,  on  aura 


0:  = j (4); 

.  .5.+  ^^ 1-: 


3  + 


9  + 


â 


+1 


t  doit  encore  être  une  fraction  -  :  élevant  de  part  et  d*autre 
à  la  puissance  a  ,  on  obtient  1  ,op44  =3 1  ^0097  ;  done  A?=:  2  -f-/^  î 


so4 


f  t  <  M  E  H  « 


Causa  de  0  =  -= — ; — ,  on  a 


y  = 


'  «  •  «'•  •  y^^^m 


S  + 


3  + 


9  + 


â-H* 


1 

On  tfoît  supposer  pe=-jjCty  =  5  +  »i  d*où  résulte  Véga^ 


Eté  i,oooo4a=  i>ooo87  ,  et 


ar::= 


t     ■  t 


;«««••  *v  X* 


5  + 


3  + 


9  + 


a  + 


a  + 


5  +  -^ 
'    u 


Supposons  qu*on  s*arrête  au  dénomônateur  5 ,,  çt,qu*©n  repïasse 
d*après  ce  qui  a  ^té  dit  (87)  dv^eette  portioft  iïe  Ta  friction 
continue  à  la  fraction  ordinaire  correspondante  ^  on  trouvera 


X  ou  log  a  ^: 


■„  _  78.9  _ 


aSai 


o^ScipSbi^ 


résultat  exact  dans  les  six  premières  décimales. 

M.    Lacroix  rapporte  dans  sejS  Élémens  d^AIgèbre  ,  une 
inéthode  donnée  par  Longj  géomètre  anglais  ^  dans  les  Tran^  ^ 
sactioiis  '  philosopKiques  pour  F  année  17^4,    n®  SSg.     EH^ 
consiste  à  çi^Iculer  d'abord  le  nombre  jr  correspondant  à  x  33  p^ 

pùxà  tj^p:i  10 j  ce  qui  ^6  rédujt.4  évaluiez  i^^-c-^'det  effet j^  en 
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t>reuii  v^iô=:  lo^'tsio**,  et  de  cette  racine  oa  extrait  h 
racine  ciaquièthe.  On  trouve  ainsi 

1 

(  10  )»^==  1,35893541  îi* 

^u^on  prenne  ^io*"=io*^=io*<~,  et  que  de  cette  radné 
on  extraie  la  racine  cinquième ,  on  aura  ^ 

tju  ensuite  on  forme  K    30*°°=  10*^°  =  ioo'°°%  ctqued» 
ce  résultat  on  extraie  Ja  racine  cinquième^  on  tro«?eni 

(  i  o  )*•*»=  i  ,oofl5o5a38  ; 
on  toit  clairement  comment  il  faudrait  procéder  pour  qIh* 

tenir  les  puis'sances  (lo)*****"*,  çtc.  Cela  fait ,  on  formera  les 
puissances  i^^*,  â* ,  3',  9'  de  ces  points  de  départ.  Qu*oa 
veuiBe  maintcf^t  calculer  log  a549  5  on  a 

a549  ^(io)3x  3,549: 

or  la  puissance  de  10,  immédiatement  inférieure  à  2i,5j^j 
est,  d'après  la  table  dont  nous  venons  de  parler^, 

.     •-  (xo)'''*:=«a,5u88643a, 

et  on  trouve 

â,549  =  (  ic))°'*  X  1,014775177. 

On  cherchera  dans  la  même  table  la  puissance  de  10  immé- 
diatement moindre  que  1,014775177,  et  on  trouvera  qu'elle 

€9t  (10)^*     ,  et  que  le  quotient  précédent  divisé  par  cette 


i 
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puissance  de  lô,  est  i^ooo85i74a;  ensorté  que 

11,549  =  (10)^'*  X  (10)^'^  X  1,000851743; 
et 

a549  =  (10)^  X  (10)^'^  X  (10)"'^"^,  etc. 

Le  logaritlime  de  25^9  est  donc  3,4o6.  Pour  Tobtenir  avec 
plus  d'exactitude ,  il  faudrait  faire  un  plus  grand  nombre  de 
divisions.  L'extraction  des  racines  carrées  et  cinquièmes ,  et 
les  divisions  auxquelles  on  est  assujéti ,  rendent  cette  méthode 
aussi  laborieuse  que  la  première. 

aa4-  ^^  ^^  ^f^^  10  et  le  nombre  dont  on  cherche  le  loga-^ 
Tithme ,  sont  des  nombres  premiers  entre  4aix ,  je  dis  que  le 
logarithme  est  incommensurable. 

D'abord  ce  logarithme  ne  peut  être  un  nombre  entier  , 
puisque  le  nombre  donné  n'est  pas  une  puissance  exacte  de  10; 
il  reste  donc  à  démontrer  qu'il  ne  peut,  être  fractionnaire  , 
c'est-à-dirê  qu'on  ne  peut  avoir 


m 


(loy  =»  : 
car  en  élevant  de  part  et  d'autre  à  la  puissanM  p,  on  aurait 

(10)"*  =  n''; 
et  divisant  par  10  > 
^  n^    ' 

^  10 

or- — étant  une  fraction  irréductible,  d'après  ThypothSc,  — 

ne  peut  être  (  i4i  )  nn  nombre  entier  (io)"*~*.  Donc  l'expo- 
sant de  10,  ou  le  logarithme  de  n  ne  peut  être  fractionnaire; 
cependant  ce  logarithme  existe  ;  il  est  donc  nécessairement 
incommensurable. 

La  conclusion  précédente  a  encore  lieu  lorsque  le  nombre  n 
ua  de  commun  avec  10  que  les  facteurs  a*  ou  5. 
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Soit  donc  n  =  a'  X  »',  n'  étant  premier  ayec  10  ,  ou  n« 
renfermant  pins  les  facteurs  a  et  5  ^  si  on  posait 

on  aurait 

(10)"»=  a«  X  5*  =  a^'  X  n  ^, 

et  divisant  par  â'^'  X  5;  on  aurait 

a"»-'"x5'"-«  =-g-. 

Si  7n  est  >  pr,  comme  5  est  premier  avec  n',  la  fraction  -^ 

ne  pourra  pas  être  un  nombre  entier  a"*"*'''  X  5*"^'.  Si  mz=ipr, 
Végalîté  précédente  devient 

~    5  • 

et  elle  est  encore  impossible.  Enfin ^  sous  la  relation  m^pr  ^ 
on  a 

5  m 

—  =  n' . 

et  comme  a  et  5  sont  des  nombres  premiers  entre  eux ,  la 
fraction  ne  peut  donner,  le  nombre  entier  zi''  (  141  ). 

Donc  les  logarithmes  des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puis-- 
sances  exactes  de  10  y  sont  incommensurables, 

aa5.  Supposons  que  par  des  procédés  quelconques  qu'on 
trouvera  détaillés  avec  beaucoup  d'étendue  dans  la  seconde 
section  de  cet  ouvrage ,  on  ait  calculé  les  logarithmes  des 
nonibres  premiers  a ,  5,  5 ,  j ,  etc. ,  on  aura ,  par  de  simples 
additions ,  ceux  de  tous  les  nombres  composés  qui  ne  peuvent 
être  que  des  produits  des  nombres  premiers, ,  ce  qui  réduit 
singulièrement  le  travail  du  calcul  des  tables.  Mais  on  recori- 
naîtra  en  même  temps  la  nécessité  d'une  table  dés  nombres 
premiers  qu'on  p(8urra  former  d'après  ce  qui  a  été  dit  (66). 
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ââ6 .  Le$  logarithmes  des  sombres  pliis  grands  que  Tuaite  i 
sont  plus  grands  que  zéro  ;  ils  sont  composés  de  deux  parties 
qu'il  faut  soigneusement  distinguer  ;  l'une  est  .entière ,  etTantrè 
décimale  :  la  première  contient  autant  d'unités  entières , 
moins  une  ,  qu*il  y  a  de  chiffres  dans  la  partie  entière  du 
nombre  correspondant  ;  c*est  ce  quf  lui  a  fait  donner  le  nom 
de  caractéristique.  Cette  propriété  résulte  évidemment  dn 
rapprochement  des  deux  progressions 

1,       10,       loo,       lOQO,       10000,       looooo,     etc. 
o,         1,2,  3,  4,  ,  5,    etc.  , 


• 


dont  la  première  contient  les  puissances  de  lo  ,  et  la  seconde 
les  logarithmes  de  ces  puissances  :  on  voit  que  les  nombres 
compris  entre  i  et  lo,  entre  lo  et  loû ,  entre  lOO  et  looo ,  etc.  , 
ont  leurs  logarithmes  entre  o  et  i ,   entre  i   et  s  ,  entre  a 
et  3,  etc.  Le  nombre  décimal  a8,345>  etc.,  est  entre  lo  et 
100,  et  son  logarithme  compris  entre  i  et  a,  a  pour  carac- 
téristique l'unité,  parceque  ce  nombre  n'a  que  deux  chiffres^ 
dans  sa  partie  entière  qui  .est  a8.  Cette  caractéristique  peut 
n'être  pas  consignée  dans  les  taBles  de  logarithmes  ;  en  effet  , 
ou  le  logarithme  est  donné ,    et  on  cherche  le  nombre  cor- 
respondant ;  alors  on*  a  la  caractéristique  :  ou  l'on  veut  trouver 
le  logarithme  d'un  nombre  donné ,  et  on  conclut  la  caractérisa 
tique  du  nombre  des  chiffres  qui  se  trouvent  dans  la  partie 
entière  du  nombre  proposé.   ' 

Q2J.  Ott  a  déjà  vu  (  223)  que  les  logarithmes  des  fractions 
décimales  o,i  ;  o,oi  ;  o,ooi ,  etc.  étaient —  i ,  —  a,  —  3,  efc, 
et  on  remarquera  qu'ils  indiquent  par  le  nombre  d'unités , 
le  rang  du  premier  chiffre  significatif  à  droite  de  là  virgule* 
Prenons  le  logarithme  d'une  fraction  entre  o  et  i ,  celui  de  |f  : 
on  aura,  d'après  une  des  propriétés  précédemment  démontrées, 
log(|f)=log2i— loga/ 

logai  =  1,3222193, 
•  log  27  =1,43x3638 

différ.s=  î^gôsSsS 


Le  trait  horizontal  qui  est  au-dessus  de  Tunité  ou  de  la  ca? 
ractéristique  ;  indique  que  cette  caractéristique  seule  est  néga- 
tive^ ensorte  que.  la  partie  déoimale  est  positivei.»  Si  la  carac- 
téristique était  zéro^  la  partie  entière  du  nombre  correspondant 
ne  serait  que  d'un  chiffre  ;  si  on  le  divisait  par  lo^  ce  chilFre 
indiquerait  des  dixièmes^  itiais  alors  il  faudrait  soustraire  une 
unité  du  logarithme,  et  en  effet  ' 

1 98908555  =  0,8908555  —  1 ,0000000 

=  log  7>77778  -^  log  1  o  =s  0,7777778 , 

nombre  cherché. 

Généralement ,  désignons  par  r!  le  nombre  de  zéros  compris 
entne  la  virgule  et  le  premier  disâ  chiffres  sigm&catifs  d'une 
fractiôà  décimale  tomprise  entre  o  et  1 ,  ensorte  qae  n'  +  i 
indique  le  f^ng  de  ce  premier  chiffre  significatif  à*la  droite  de 
la  virgule  :  si ,  à  partir  de  celui-ci  inclusivement ,  le  nombre 
total  des  chiffres 'tëstans  est  n  ,  on  aura  pour  logarithme  de 
cette  partie  considérée  comme  nombre  entier  ,  n  —  1 ,  rf  ; 
la  lettre^  désignant  la  partie  décimale,  et  n-^;  la  caracté- 
ristique; Tfpçf^)^s^%  de  ceslogjarithme  celui  de  (loj"'"*"",  ce 
qui  revient  à  diviser  par  (lo)"'"*"* ,  on  trouvera  —  'i'  —  1 ,  +  d 
pour  logarithme  de  la  fraction  décimale ,  dont  la  caractéris- 
tique  n' -f-'i','c6ttsîdéf8e'nùmëri'quement,  indique  effective- 
ment le  rang  du  premier  chiffre  significatif  à  la  droite  de  la 
virgule.  Au  moyen  àe  ces  caracféristiques  négatives,  on  évite 
l'emploi  des  coçgipl^mens  arithmétiques  dont  nous  n'avons  pa^ 
parlé  ,  par  cette  raison ,  dans  le  Traité  d'Arithmétique. 

Pour  fair^Ie  carré  ffv,  on  prendra' le  doubla  de  son  loga-, 
rithme  qui  sera 

•a><"^,89o8555=is78i7iip»3log(Q;So4938).    , 

.    Pour  l'extraction  de  la  mcme  cinquième ,  .oti  préparera  le 

logarithme  ^si  qu'il  suit  : 

'      •    •*  '  •  ••  ♦    » .  ,  . 

-  7,8908555=*  5  4- 48908555,    .     . 

»4 


I 
/ 


riô 


)tt  é  U  E  9  5 


.^X  1,8908555  =  T,9^i^u=:log'(  0,95098).      . 

•       •         ^  •  •      •  •    '      - 

.  aa8.  5f  c^çuo:  nombres  n  et  n'  sont  décuples  l'un  dû  l'cmire, 
leurs  logarithmes  ont  même  partie  décimale  ^  c' ^si-à-'dire  qu'ils 
ne  diffèrent  que  par  la  caractéristique.  ^ 

Soit  »'  ==  71 X  10'  :  on  aura 

Iog7l'  =  log/|if-log(lo0    ? 

=  log  71 -f- r  log  io=lag»:+''> 

log  10  étant  zss,  1 .  Donc  pour  passer  du  logarithme  de  ti  à  celui 
de  n'  y  il  ■  faut  au  premier  ajouter  l'exposant  de  la  puissance 
de  lo  qui  multipUe  n  :  comme  cet  exposant^ est  entier,  l'ad- 
dîtion  ne  porte  que  sur  la  caractéristique  de  log  71  dont  la 
partie  décimale  reste  la  même.  Cette  propriété  abrège  encore 
le  travail  dés  tables. 

aag.  Lçl  ^différence  éntfe  ks  W^antltmës  'Ûeétèièt  nàrfÀrés 
'isUccessîfs ,  est  d^càitànt  'ptUs  petite  IjUè  èës  HomUflss  sàht  plus 
grands. 

Soient^  pour  le  démontrer,  les  deux  équations 


n 


a        =7i-f-  !•: 


«.li 


tKrilàtit  la  é^écôhâe  j^aûr  ta  piréilîière  ,  'àh  tim^€tA 


a* 


or  plus  le  nombre  n  est^and^  plus  IkTiftc^n  y-'est  petite, 

n 

"et  moins  Idg/i  +  i'\  flîffêrî'àelbg  i  àiùâé'É^è';  ednàéipiem- 

ment  plus  la  différence  entre  log  (  n  -f*  1  )  et  log  n  devient 
petite,  C*e$t  poàr  cette  i'<ûst>xr  que ^  d^ûisTès  Tables  de  Loga- 


V 


) 
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rithmes  par  CaUfit,  led  petites  tables  de  àijleiieiices  sont  très*- 
multipliées  dans  les  premières  pages  ,  et  qfi'elles  deyienneiit 
plus  rares  parla  suite. 

a3o.  itfOrsqu'on  a  le  logarithme  d*nn  nombre  n  pour  une 
base  particulière  a ,  il  est  facile  d'en  déduire  le  logariduan 
du  même  nombre  n,  pour  une  autre  base  e.  A  cet  effets 
soient 

ifz=:n,  t^'=^n\  d'où  ar=logii,  x^tss/.n, 

en  désignant  par  log  et  /  les  logarithmes  de  n^  rapportés  aux 
bases  a  et  e;  on  anta  donc 

et  prenant  les  logarithmes-dé  part  et  d'autre  dans  le  système 
dont  la  base  est  a^  il  Tiendra 

log<i*  =  loge^,  on  ar}oge=rfl^^log>e; 

d'où  résulte^  à  cause  de  log  a  ==:  i  ^ 

x=j/loge,  on  logn  =  /.fiXlogff,  et  //!:=:•= Xlogn. 

log  e 

P!qù J'pp  conclut  ^^  ftouf  ^qir,  h  iogamtkme  4\uft  fçerkiim 
nombre  dans  le  système ^dant  U  iuse  û^  e,  ilfmAt  diviser Mf* 
logarithme  de.  ce  nombre, ^.rapporté  à  la  base^e^^jpar  le  hga^ 
rithme  de  e .  calculé  sur  a. 

De  la  xeUtioa  pr^eé^te  „  çn  déduit 

'th 

c'eat-^a-rdire  >  qu'il  existe  \W  t'W^^  çonstxmt  fijUre  ^  logOf^ 
rithmes  de  ,deux  m)p}Mè^.f^fs^(Vis  deusç^jstè^. 

iProposons-nous ,  par  ^eniple,  ,4^  tiiQHv^  lel^axitinae 
<hi  «oadnre  *-;:i  da»  le  systène  dont  k^base  est^-,  âytetdes 


/ 
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des  "tables  de  logarîtïiines  pour  1*  base  lo.  Reprenons  la 

relation  < 


^=Kh><^°8"' 


'  • 


â*après  renoncé 

Vl/S/      'Tôgg  log9  log(3*) 

âbg3  t* 

Ou  bien  encore  ^  on  a 

< 

relation  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  qu*on  prendra  pour  x 
des  nombres  négatifs  :  on  posera  donc 

I  .... 

—  =  --=;  d'où  x  =  —  i. 

* 

On  trouvera  aisément  -*-  a  pour  logarithme  de  0,81  dans  le 
système  dont  la  base  est  ^.  Cei  ex^tnptes  sont  plus  que  suf- 
fisans  pour  Fintelligence  de  là  règle.' 

2?  1.' Pour  bien  faire  sentir  Tùtilité  des  logarithmes  et  Tim^ 
portance  de  leurs  propi^étés^  nous  tr)ûterons  quelques  ques- 
tions dont  les  unes  ne  sauf^ent  être  résolue»  sans  leur  secours^ 
et  les  autres  sans  une  patience  infatigable  ,  en  n'employant 
que  les  ressources  connuësl^=¥aritbmétique. 

1®.  On  suppose  une  suite  de  nombres  qui  commence  pqr  s  » 
et  dont  chacun  soit  le  carte  de  cetuitjui  le  précède  irrimédiate'' 
ment:  on  demanda  combien  iîfitiidrïi  de  caractères pourexprir 
-mer  /e  a5^"*  Adrribré  de' cette  .isiâïé. 

;  La  solution  de  cette  question  &e^réduit  à  la  rech^erche  de 
la  caractéristique  du  logarithme  de  ce  t^rme  *dont  le  rang  est 
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désigné  par  â5.  Or  dans  la  suite 

a»,  a*,  a*,  a',  a»^,  •te; 

on  remarque  que  les  exposans  du  nombre  a ,  sont  les  puls-^ 
6ances  successives  de  a  ^  à'  partir  de  la  pubsance  o  inclnsi-: 
vement.  L'exposant  du  terme  en  question  sera  donc 

a*^=  i6777ai6, 
ensorte  qu'on  aura 

y  zria*^^'"®,  d'où log^  =  iÇ'/TyniS X l^|a ; 

•  •  =  16777a  i6xo,3oio3oo 

^  =  5o5o445>33a48oo. 

Puisque  la  caractéâstique  ^e  logj^  est  5o5p44^i  le  nombre 

en  question  aura  donc  5o5o446  caractères  qui  fourniraient 

'  neuf  volumes  de  35o  pages  chacun  ^  à  raisun  de  40  lignes  par 

P%c  >  P^  de  40  caractères  par  ligne. 

« 

a^.  Reprenons  la  formule  générale 

* 

trouvée  (199)  ,  et  soient  c  =  aSS^c/''*,  t:=:o,o5,  nr=i/i\àk 

4. 
aura  à  calculer  «S=xa354o  X  i>o5  :  or 

log  a354o  =  4^37 1 8o65 
4log  i^o5  =  0,084757a 

• ^ 

S  =4,4^65637  =  log  a86i3^',c)a. 

Ainsi  un  c^ital  de  a354o^''  placé  à  5. pour  f  d'intérêt  com- 
posé^ devient  au  bout  de  4  Ans  a86i3^''',Qav 

Si  pour  les  mêmes  données j|  ojx  veut  calci^Ser  ^j,  on  a. à 
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évalufer 

^  y 

K         fl354o 


Cl     • 


or 


t354( 

lôg  is88iS,03  =ï=  4,4505637 
log  a354o     =4,3718065 

diff.  =  0,084757a  V 

5  diflF.  =  0^021  i8g3  ==  ïog  i,o5. 

Otant  de  ce  nombre  Funité,  il  reste  »=  o,o5  ou  5  pour  f. 

Supposons  qu'on  veuille  connaître  la  valeur  de  n  ^|M|^  cor- 
respond à  *S  =  a86i3'^'-,oa  ,  c  =  a354o,  £=:o,o5,  il^udra 
d'abord  dégager  n^  ce  qu'on  t%X9.  en  prenant  les  logaritiuned 
des  deux  membres  de  «$=c(i  4-  ê)"|  et  on  aura 

log5  =  logc-+-log(i.+i)"3=lpgc4-«IogO+*^, 
-d'où  résulte 

\     f^\  1^  /386i3,oa\ 

^^HT;    ^^^^"gV"^5g4r;^o,o847>      . 
^      log(i+ê)  logi,o5  o,oanas3     ** 

ce  qu'on  savait  d'avance. 
3^.  Les  élèves  pourront  reprendre  la  formule 

c(i-ft)'        . 

~  1+0 +'■)  +  (»+»)*+ +  0+0" 

trouvée  {jâern) ,  et  s'exercer  i  calculer^  1®.  a;  dans  les  hypo^ 
^dmes  c :=  aoooo^''*  ^  i.s=:t>,b5,  itcc4»  et  ils  titMtv^eront 
X  =  564o>a38  ;  a?,  ç  ^vx  se  â&56i4o>â38  ;  i  â&  o^  'ct  iiv=4  > 
auquel  c^  csaoooo.  Le  calcul  de^  lorsqu'on  connut  x^  c 
%t  i^  dépénà  àe  principiiâ  qui  sortent  des  élëmens. 
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Ji^£  Supposons  qîC étant  dpTW-is  dans  une  progression  géomé-r 

trique  croissante ,  le  premier  t^rme  /  le  quotient  et  la  somme  S , 

on  *M?euille  trouver  ie  nojvfkrei  fZef  tem^^  De  I4  formule  tçou-: 

Tée  Cûo5), 

^      M  — -  a      aq*  —  a 

?  — »       9  —  1 

on  déduira 

9^  =  1— 5xi^, 

équation  daril  laquelle  l'inconnue  b  est  engagée  en  exposant.' 

Pour  obtenir  n ,  ^  prjmârf  l?»  log^to»^  B«t  et  4'^tr«  , 
et  on  aura 

_  log|i— 5x^—^1 

nlog9=Io6{i-5xi^},,^où  n= Ki7~^— ; 

Soient  a=  1  ^  9=  10^  ^=  iiiiii  >  on  aura  Iog9=  i ^ 
i-^SxLZJss  1+ 9999919  3=  xooocoo, 

a  -,  ...    î 

S"*.  Soit  à  évaluer  x  d'après  Tégnatioa 

on  aura  d'abont^  en  prenant  les  Ipgarithmes  de  part  et  d'autre  ^ 

1  _  j 

•t  ptçiiiant  encore  les  logarithmes  des  deux  membres , 
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Ainsi,  après  avoir  pris  dans  les  tables,  les  logarithmes  des 
nombres  detb,  on  recherchera  ces  logarithmes  dans  la^oloxuie 
intitulée  nombres  ,  et  on  en  prendra  les  logaf ilhines  ;  leixr 
différence  formera  le  numérateur ,  et  il  restera  à  ^viseir  ce 
logarithme  par  celui  de  c  ^  ce  qu'on  pourra  faire  encore  ,  eut 
prenant  le  logarithme  du' nombre  qui  est  en  numérateur  ,  et 
retranchant  celui  du  nombre  log  c  ;  la  différence  sera  le  loga.-* 
rithme  du  nombre  x. 

6'.  Quant  à  Téquation 

•i 

on  trouverait'^  après  avoir  fait  passer  &ii^  dans  le  second 
membre ,  et  pris  les  logarithmes  de  part  et  d'autre  dans  le 
systèmiË  de^  tables  ^  ' 

Mi) 


X  = 


M^) 


Si  l'un  des  nombres  a,  b  ^m  ou.  n  était  io  ^  il  faisait  sup- 
poser son  logarithme  =  i. 

7**.  Soit  enfin  poi^  dernier,  exemple 

a  +  y — X 

'  \— 1=  n\ 

a—y  —  x 

<  .  '  ^ 

multipliant  par  û  +  V/— ^  les  deux  termes  de  la  fracticai 
qui  sert  d'exposant  ,  puis  priant  les  logarithmes  de  part  et 
d'autre  2  il  viendra 

■       -  <  .  .  ,         .  ; 

<z*^"2qV/ — X  —  X log  n 

d'où  résulte  ,  '   ■  '' 
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âa 


élevant  de  part  et  d'autre  au  carré  pour  faire  disparaître 
le  radical^  puis  faisant  les  réductions^  on  tombera  s|ir  Téqua- 
tion  suivante 

a:*  4-  mx  -(-  ç  =  o, 

que  noua  traiterons  dans  le  chapitre  suivant. 

8**.  Comme  les  logarithmes  étant  égaux,  les  nombres  sous  1% 
signe  log^  sont  .égaux  ^  de  Véquation 

logTitr  =  l9g  (no;  +  i  ) , 
on  déduira  celle-ci* 


(m — ^)x=ft,   d'où  a:  = 


m — n 


âSs.  Ces  applicatiohs  montrent  assez  la  marche  à  suivre  : 
les  élèf'es  feront  bien  de  s'exercer  sur  des  exemples  de  ce 
genrç ,  et.  ils  se  garderont  bien ,  lorsqu'ils  auront  à  prendre 
le  logarithme  d'une  somsae  ou  d'une  différence  ,  d'affecter 
chacun  des  termes  du  signe  log.  C'est  une  erreur  dans  laquelle 
ils  tombent  assez  souvent  ;  faute  d'avoir  bien  présentes  à  l'es- 
prit les  propriétés  démontrées.  Il  est  essentiel  aussi  d^  leur 
bi?n  faire  remarquer  qu'on  peut  appliquer  les  logarithmes  à 

la  recherche  du  quotient  de  p^  qu'il  ne  faut  pas  confondre 

a35.  Le  développement  de  (  i  +  oc)^  qu'on  dédiiît  de  celni 
trouvé  (  i6ia) ,  en  y  faisant  a:  ==  i ,  puis  a=zx ,  jouit  de 
cette  sipgulièré  propriété  /  que  sî  on  l'ordonne  suivant  les 
puissances  de  l'exposant  ^  le  coeOicieht  de  la  première  puis- 


avec 
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sance  de  cet  eiiirposant  ^  oiFre  le  déyêloppemeat  du  logaritligie 
de  (i  ^x)  ea  une  âérie  procédant  suivant  le»  puissances 
de  X.  En  effet  ^  si  on  effectue  les  opérations  in^qnées  dans 
les  coefiiciens  ^  et  qu'on  groupe  séparément  les  termea  m  » 
m* ,  7n?,  etc,  on  trouvera 

(i+x)''  =  i+x      '\  m  +  Bm''+  Cm?  +  tic, 

a 

+T 

4 
4"  ®**^' 


Faisons 


et  exanUnons  ce  ^e  deviennent  en  piême  tÇB?B*(i+^)' 
9tà4  f  lorsqu'on  attribue  une  ^J^te  ^e  yal^iir;s  ^  m, 

etc. 

Mais  puisque  m^  croit  en  progression  arithmétique  lorsque 
(  1  -f-x)"'  croît  en  progression  géométrique^  o^  ^ur ^yd*SËptèi 
la  définition  des  logarithmes  donnée  (aaS) ,  et  dans  tous  les 
Traités  d'AiithméUque  ^ 
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ovLS  ne  désignons  pas  ces  logarithmes  par  log  y  pu'cequ'ils 
e  sont  pas  rapportés  à  la  base  10,  ainsi  que  nous  le  ferons 
oir  dans  la  seconde  section.  Cette  formule  rendue  conver- 
igente,  servirait  donc  a  calculer  le  logarithme  d*un  nombra 
:  quelconque.  Nous  n*avons  voulu  donner  ici  que  Tapperçu  d'un 
moyen  beaucoup  plus  expéditif  que  celui  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  ce  chapitre  ^  et  nous  renvoyons  ,  pour  plus 
amples  détails  j  au  chapitre  iS  ds  la  deuxième  section. 
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CHAPITRE    XVII. 

Des   équations   déterminées  ^du  premier  degrà 

à  plusieurs  inconnues. 

334.  il  OUS  avons  dit  (191)  qu*une  équation  était  la  tra- 
duction en  langage  algé]prique  de  deux  phrases  équivalentes 
comprises  dans  Ténoncé  d'une  question  :  mais  cette  question 
peut  en  renfermer  un  plus  gfand  nombre  y  et  si  elles  sont 
bien  distinctes  deux  à  deux ,  et  indépendante^  des  antres ,  elles 
fournissent  un  certain  nombre  d*équations.  Nous  ne  considé- 
rerons ici  que  celles  qui  sont  du  premier  degré.  'Ainsi ^  poujr 
fixer  les  idées ,  proposons-nous  de  trouver  deux  nombres  tels 
que  le  double  du  premier  ajouté  au  second ,  donne  â^  >  ^^  9^^ 
cinq  fois  le  premier  plus  trois  le  second  fassent  65.  On  trouve 
ici»  1^.  ces  deux  phrases  qui  disent  la  même  chose  mi  termes 
dififérens  :  ,1^.  le  double  d'un  nombre  inconnu  ^  plus  un  autre 
nombre  inconnu,  puis  l'équivalent  24  ;  a®,  cinq  fois  le  premier 
nombre  inconnu,  plus  trois  fois  le  second,  puis  l'équivalent  65, 
La  traduction  est  facile ,  et  elle  donne  ces  deux  équations 

* 

J&f  ais  si  i  la  seconde  de  ces  deux  conditions ,  on  eût  substitué 
celle-ci  :  et  tels  que  six  fois  le  premier  nombre  plus  trois  fois 
le  second  fassent  7a  ;  ces  deux  phrases  ne  disant  rien  de  plus 
(fue  les  deux  premières,  puisqu'on  n'a  fait  que  tripler  deux 
résultats  égaux,  on  n'aurait  qu'une  seule  traduction,  et  consé- 
qnemment  qu'une  seule  équation.  Il  peut  donc  arriver  qu'on 
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ait  moins  d* équations  que  d'inconnues-,  et  alots  la  question  est 
dite  indéterminée ,  parceque  les  conditions  données  étant  ifi- 
suiGsantes  pour  la  détermination  de  tout^  les  inccAnues ,  oti 
est  ol>1igé  de  prononcer  sur  quelques-unes  d'eïitre  elles.*  Là 
partie  élém^itaire  de  cette  théorie  sera  exposée  dans  le  cha-- 
pitre  suivant  et  complétée  dans  la  seconde  section  de  ce  Traité. 

â35.  Deux  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues  ^ 
sont  toujours  réductibles  aux  suivantes 

« 

Résoudre  ces  deux  lèquations  ,  c'est  chercher  les  valeurs  nu^* 

mériquès  de  a;  et  de  ^  ,  propres  à  rendre  chacun  des  premiek^s 

membres^  égal  au  second.  Si  la  première  existait  seule ^  on 

pourrait  disposer  arbitrairement  de  Tune  des  deux  inconnues  ^ 

et  pour' chaque  valeur  attribuée  à  x,'  par  exemple  ,  on  aurait 

une  valeur  correspondante  de  j'  ;  il  existerait  donc  une  infinité 

de  valeurs  de  x  et  y  qui,  prises  ensemble,  satisferaient  à 

la  première  équation  cfonsidérée  isolément.  On  endiirait  autant 

de  la  seconde  ^  si  elle  était-  seule.  Mais  qu^nd  ces  équations 

ont  lieu  en  même  temps  .^  ou  qu'elles  expriment  deuxcondi- 

'dons  comprises  dans  une  même  question ,  on  ne  doit  prendiie 

parmi  tous   les  systèmes  de  valeur^  de  a?  et  j^ ,  que  ceux 

qui  sont  communs  aux  depx  équations,  parceque  tes  caractères 

X  et  y  sont  essentiellement  les  mêmed  dans  les  deux.  Cest  sur 

ce  principe  que  sont  fondées'  les  méthodes^  d*élimiiiatiop.  • 

n  résuhé  des  considérations  précédentes ,  ijue  pottr.  trouver 
les  'vaJeurs  convenables  des  inconnues  x  et  y ,  il  faut  prêndfe 
une  valeur  de  x  dans  {^  ,  une  dans  {By ,  dire  quelles  sont 
les  mêmes ,  c'est-à-dire ,  les  égaler  ^  ce  qui  donnera  une  équa-^ 
tion  du  premier  degfé  eti  y,  laquelle  exprimera  que  V inconnue  y 
est  la  même  dans  les  deux  équations  :  de  celle-ci  on  déduira 
le  nombre  y,  lequel  substitué  dans  l'une  ou  l'autre  des*valeurs 
dexeny,  feraconnaître  X  en  nombre.Comme  on  ne  trouve  qu'un 
nombre  pour  j^  et  un  nombre  pour  x,  les  équations  proposées 
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2i*admetteiit  qu'une  solution  ^  c'est-à-dire  qua  les  -systèmes  en 
nombre  indéfini,  sont  réduits  à  un  seul  par  l'existeuoe  rimul— 
tanée  de  deux  équations.  En  opérant  comme  nous  venons  de  I 
le  dire  ,  %n  trouve  ! 


(2). 


Le  procédé  de  résolution  qu'on  vient  d'indiquer,  convient 
également  aux  équations  numériques  et  littérales. 

^36.  Il  est  évident  que  si  Tune  d'es  inconnties,  x^  par  exemple, 
«vait  le  même  coéfliciènt  dans  les  deux,  équations,  iX  suffirait 
de  retrancher  Tune  de  ces  équations  de  l'autre^  pour  faire 
•dispar^tre  cette  inconnue  :  on  déduirait  de  l'équation-^este 
Ja  valeur  de  l'autre  incsonnae ,  et  dd  Trin^  des  pmposées  la 
valeur  de  rinoonaue^élkninée.  On  peut  ramiener  les  defix^qua^ 
tions  à  cet  état ,  par  des  procédés  (fiie  nous  allons  faire  con- 
•tiaitre.  Le  premier  qu'on  emploie  habitaellemi^t ,  coji»6te  à 
mnener  les  deux  équations  à  i^oir  'même  coefficient  de  l'une 
^des  deux  inconnues  :  dans  cet  état,  ^^itxt  dilTéreiice  es)t  une 
équation  qui  ne  reofevme  plus  cpi'une  de  ces  incQtumes.  Ajant 
les  deujt  équations 

XJ) CLX  +  byrr.c  ^    . 

qu'on  Mtdtiplie  '{A) ^^  a'  coefficient  de  X'dans  {S),  et 
(J?)  ,{>aE  «  coefficient  de  x  dans  {A^,  on  aura  lti«4euxrsui- 
tantes: 

aà'x.'^  bcfy:±=z  cd.^ 
odx  +  Vqy  z=,da^ 

dont  la  dtfféirencé  dbnne 


ffc'  ' — ,  cd 


^      ab'  —  ba. 
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Pdur  é&nifler  y^  on  liiiltipli«ra  (/^)  par  b\  (B)  par  h\  puii 
on  retraitcbe^a  l'un  de.céii  fMroduits  de  l'autre  ,  ce  qui  don*- 
nera 

cV  —  bc' 

Le  second  procédé  se  réduit  à  multiplier  l'une  des  deux 
équations  (^),  par  ei^eiàple^  par  une  iadéterxninée  m.j  ce 
qui  donne 

mdx  -f-  mby  •s=:rhc  ^ 

et  retrancbant  de  fcè  produit 

on  a  pour  différence. 

(am— a')x-f-  (^wï — V)y  ^mc  — c^ (3). 

Comme  rien  ne'  cteténûine  ici  Ta  quantité  m,  on  peut  la  sup* 
poser  telle  qu» 

bm^ssb\  û*oà  m^^i'Xi . 

dans  ce  ças^  le  terme  multiplié  pâr'j^,  disparaissant  j  on  a 

cm  —  c' cb'  —  èkf 

am. —  a'      ab'  —  ba'  * 

•    '  '  ^  .  .    . 

après  avoir  renj^lacâ^n-^^ia  V^nr,  Oapétttasai  tfipposer 

^        m       m       •      0     M       w 

^         am=si/.  d'où  m  := — , 

alors  le  ternie  en  x's^évàhômt^  et  il  reste 

•^tfn—  if a<f  ^  td 

fleurs  û'ôiiréeacidius  bàbt«  On  toi*  que  te  dernier  pifocédé 
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de  résolution  a  sur  les  deux  pirécédeos  l'ay^nfâgë  de  ptiis  dé 
brièveté ,  puisqu'on  déduit  de  la  seule  équation  (3)  les  valeurs 
des  inconnues  x  ety, 

aSj.   Nous  nous  proposerons  pour  applications  les  deux 

questions  suivantes  :  * 

« 

1*.  Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  soit  m ,  et  la 
différence  n.  Désignant  le  premier  des  deux  nombres  par  x  et  le 
second  par  y  ,  on  aura  ces  deux  équations 

X  -^y  =  m  ;  X  — y  =:  n  ;    , 

les  ajoutant  ^  puis  soustrayant  la  seconde  de  la  première  ,  on 
trouve  de  suite 

valeurs  qui  donnent  c,e  théorème  connu  :  le  plus  grand  des 
deux  nombres  est  i^al  à  la  moitié  de  la  somme  ajoutée  à  la 
moitié  de  la  différence  ^  et  le  plus  petit  vaut  la  moitié  de  la 
somme  moins  la  moitié  de  la  différence^  * 

a38.  Passons  maintenant  à  trois  équations  du  premier  degré 
entre  trois  inconnues.  Xie  système  le  plus  général  de  ces  équa« 
tions  est  le  suivant  :  . 

(C)......cx  +iy  -f  cz  =«?, 

(/>)*.,..:..  c'a;  +  i'jf^icf2i=3<f,  .    ?  . 
iE) a^x-^  b"y+c''z=,dr. 

On  peut>  pour  evaltier  les  inconnues  x ,  y  ^  a,  prendre  une 
valeur  de  x  dans  chaque  équation  ;  égaler  la  première  à  la 
éecond^  y  et  la  première  a  la  troi^emé  \  bu  la  seconde  à  là 
troisième  :  de  Tune  et  .de  Tautt*  manière  ,  on  obtiendra  deux 
équations  entre  les  in.connijies  j^  et  2 ^  dèsqiîelles  on  déduira, 
comme  précédemment  ,  les  valeurs  de  ^  et  de  z  ^  dont  la 
substitution  dans  Vimecpielconquê  des  pn^posées'^  fera  coii«- 


"V, 


t>^  k  L  ù  t  B  n  E^  da& 

naître  U  Takur  die  x.  Ce  procédé  s'étend  facilemeiit  i  ua 
nombre  quelconque  d*éq4Ation«  du  premier  deg^é  entre  pareil 
nombre  d'incc^inuea. 

Autrement  on  multipliera  la  première  équation  par  le  pro^ 
duit  c'c"  des  coefficiens  de  z  dans  les  deux  dernières ,  la  seconde 
par  le  produit  analogue  cc^^  et  1^  troisième  par  le  produit  cc', 
et  retranchant  successivement  du  premier  produit  le  second, 
puis  le  troisième,  on  tisouvera ,  après  avoir  di^é  le  j^emier 
reste  par  c" ,  et  le  second  par  c' , 

iad'—a\)x  +  {^bc"  —  b''c)y^c'd—cd\ 

lesquelles  comparées  avec  les  équations^  {^A)  et  (^)  ,  donnent 

a:=^nc'  —  dc\   b  :=rbc'  -^  b*c'y    c  =  c'd  -~  cdf , 


et  substituant  dans  (i)  et  :(9)^  il  vient 


«  Ut 


(d(f—(d'){bc"—cb")  —  {bc'  —  cV)(dc"—cd"'\  ,    \ 
(ûc — caj  {;bc  '^cb  )  —  {bc  — cb^  Çac  — ca^j 


(ac—ca')  (^dc*''^xdr)—ic^—dc')  (ac'^r-  ca") 

.    y  M. -;g— 


<^"  * 


*-'*^ 


»>>  «I  >  I 


D  représentant  le  dénominateur  commun  qui  ne  cljange  pas^ 
Après  les  multiplications  et  réductions,  on  reconnaîtra  que 
les  deux  termes  de  chaque  fraction,  sont  divisibles  p^  c  ;  après 
cette  division  parc,  les  dénominateurs  seront  encore  les  mêmes. 
Maintenant ,  si  to  iîem.d^âitniner^,  on  iliimnait  X  ^  on  aurait 
deux  équations  entre  ^  et  2 ,  et  la  valeur  de  y  ^u*on  en  dédui- 
rait, serait  identiquement  la  mêiàejque  la  prgcédenjte  réduitç  ; 
â*aillçuz8,  apapès  la  ri^ttotion^  ^  aurait  même  dénominateur 
que  y.  Donc  les  trois  valeurs  x  y  y ,  z  auront  même  déno-. 
minateur.  *    •      ' 

u5q.  On  jpeut  ^ocor^  pary^V^  à  ces  v^où^s  ^  -en  multipliant 

i5 
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la  première  des  éc^bations  par  m,  la  secondé ^âf  h^  m  et  n 
étaiït  des  quantités  indéterminées  ^  et  de  la  somme  de  ces  pro- 
duits  retranchant  la  troisième  équation  ;  ces  opérations  dcmnent 

(cm  +  «'i»— a''>x  +  (&m4-6'n  — i")^  +  (cm  +  c/i— c'')a 

^n  dm  -|-  dfn  —  », 

On  disposera  de  m  et  de  n  de  manière   à  faire  disparidtre  le» 
termes  de  a;  et  de^  :  à  cet  effet  on  posera 

cm  +  o'n— a*  =  o;  &7»-|-y/i  —  y  =  o, 

et  il  restera 

dm  -t-  an  — •  dr 

£  — —  *  • 

cm  'j'C  n^'^c 

% 
or  des  deux  équations  en  m  et  en  n  on  déduit 


m 


"~  aSf—bd   '  ^^ab'  —  bd' 


Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  ;b  ,  on  tronyera  ce  ré- 
sultat ' 

_  à{Va*—dV)-\-él{^Qb'-~ba")  +<r  (&«/— aAQ 

En  posant  /  . 

am  +  o'n  — a'^riio;  cm^c'n — c^s^so, 
on  troorerait,  après  avoir  opéré  comkne  ei-dessusi 


•  •   '    -^  r  , 


£a|ia  les  deux  hypothèses 

im  +  A'tt— i'^sso,  cm  +  c'i»— c^=p 


\ 
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donnent 

d{c'V-^Vc')A-€l!{hc''^cV)+d\cV—be) 

m 
Si  on  développe  ces  valeurs  àé  x,  y  et  z,  et  qu*on  changé 
les  signes  dans  les  deux  termes  de  x  et  « ,  on  trouvera  cet 
formules  généraki 

_  db'c'  —  dc'b'  +  ctTh*  —  b<fc*  +  bc'd" — cb'd' 

y  ~ ab'c"  —  uéb"+€a!b" ^ba'c" ^bda" --cl/a"'  " '^^^ * 

_  aVè'—aâ!VJ^ddV—bdd''^be!d''-êlbJ 
*  —  ab'e  -  ûc'6''  +  cdy'  —  bdè  +  hda^^cb'J'  '  •  '  •  ^^J  * 

a4o.  Nottd  n'étebdrons  pas  l'analyse  précédente  au  cas  de 
quatre  équations  entre  quatre  inconnues-,  parceque  la  marche 
que  nous  venons  de  tracer ,  est  facile,  à  suivre  :  nous  recher- 
cherons plutôt  s'il  existe  une  loi  au  inoyen  de  laquelle  on  puisse 
former  immédiatement  les  termes  des  fractions  valeur^  des 
inconnues.  A  cet  eifet  ^  nous  r^endrons  celles-ci  : 

_ cb^  —  bc'  .  '  _ac'  —  cJ 

dont  le  dénominateur  ne  se  compose  que  des  lettres  qui  mul- 
tiplient les  inconnues)  pour  le^foitmer,.  on  fait  d'aberd  detix 
arrangemens  ab  ^  ba  »  on  affecte  le  second  du  signe -^.^  et 
on  accentue  une  fois  là  seconde  lettre  de  chaque  arrangement. 
A  la  seule  inspection,  on  remarque- que  les  numérateurs  se 
forment  du  dénominateur  commun  ^  en  changeait .  a  en  c 
pour  a;,  et  &  en  c  pourj^,  ou,  plus  généralement ,  en  chan* 
géant  pour  x  son  coefficient  dans  le  terme  tout  coimu,  et^ 
pour  y  celui  de  y  dans  le  même  terme. 

Passons  ^   ca/B  :  de  trois  équationt*  entre  trois  in^coonues  ; 


sta8  é  L  é  M  E.  N  s 

pour  obtenir  le  dénominateur ,  on  forme  tous  les  arraAgemeâ« 
de  trois  lettres  a,b^  c,  qui  sont  les  coelliciens  des  inconnues» 
et  on  trouve  d'après  la  règle  donnée  [(157),        ^    •. 

•  abc,  acb  ,  cab ,  bac,  bca,  cba;  • 

on  les  affecte  alternativement  des  s^es  -4*  f  ^  ~^  i^i^  GommeiH 
çant  par  -|- ,  puis  on  accentue  une  fois  la  Seconde  lettre  de 
chaque  arrangement,  et  deux  fois  la  dernière  à  droite^  ce 
qui  donne  le  dénominateur 

ab'c'  —  aifb''  +  ça'b''  -  b'a'c"  +  îcV  —  cb'a'. 

>  .     .  .  ' 

Heè  numérateurs  se  coûduraient  de  ce  dénominateur  commun , 

en  changeant  pour  x  son  coefficient  a  dans  le  terme  tout 
connu  d,  pour  jr  son  iroefficient  b  end,  &t  pour  z  son  coeffi- 
cient c  en  d.  , 

Pour  former  le  déncnnitiatetir  commua  ded  ineoniilies  x,y, 
z  et  t  déduites  des  quatre  équations 

ex  -f-  6y  +  c*  +  cit  =  c  > 
a'x+Vy  '^c'z-\^d;t—e\ 

il  faut  introduire  la  lét^e  d'k  toutes  ies  places  possibles  dans 
chacun  des  arrangemens  de  trois  lettres 

'  cfcj  -i-ûc6,  «f^caiv->^5ac>  -{-bca,  ^^cba; 

msas  en  observant,  quant  aux  signes,  que  pour 

'+■  ahcd  —  Sdc  4-  ttêlhc  —  ââbù 
■^  achd  -|-  atdb  —  àdcb  +  âa(3^ 
if  tttfcrf  4-  àd^b  +  câab  —  dcàb 
—  haca  4-  bdàc  - —  bdac  —  dbac 
-f  bcaà  -^  bcda  -f-  hdca  ^^'dbca 
-^-cbad-^  (Adû  ««^  edba  -f-  dcbu  ; 
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ensorte  que  les  signes  sont  alternatifs  dans  chaque  ligne  >  oaqii 
Têtre  d'une  ligne  à  l'autre  ;  ajouter  toutes  ces  Ugn^s,  et  ac- 
centuer une  fois  la  seconde  lettre  de  cha<jue  arrangement , 
deux  fois  la  troisième^  et  trois  fois  la  dernière  à  droite.  De 
ce  dénominateur  commun  on  déduit  le  numérateur  de  x ,  en 
changeant  a  ene,  celui  dt.y  en  changeant  b  ene ,  celui  de  z 
en  changeant  c  en  e^  et  enfin  celui  de  t  en  écriyant  e  pour  J.  * 

a^i  •  Nous  nous  bornerons  à  quelques  applications  auxquelles 
il  sera  bon  d'en  ajouter  d'autres  pour  exercer  les  élèyes. 

1°.  Supposons  qu'on  ait  à  trouver  les  distances  entre  quatre 
villes  AfB,C  etD,  sachant  seulement  |  i*.  que  si  à  la  moitié 
de  la  distance  de  A  à  C,  on  ajoute  les  ^  de  la  distance  A  à  D 
plus  3 1^4  Tnyriqmëtres ,  on  a  Ifi  distance  de  A  à  B  j  a^  que  si 
â  la  Msfance  de  A  àB  çn  ajoute  (a  moitié  de  celle  de  A  à  D 
plus  9,5  myriamètres  ^  on  a  la  distance  de  AàC\  3^.  que  si  de 
la  distance  de  AàCon  refranche  la  moitié  de  Ig.  distance  de 
A  à  B  plus  i58^5  myrtOfnètres,  on  a  celle  de  AàT^. 

Appelons  x  la  distance  de  A^h  ^y  ceUe  de  ^  à  C,  s  ceUe 
à^  A  i  Di 


la  1^'  condition 

la  a' 

la  3'.,... 


?  donné  <  y  =  x  +\z  +     9,5 
3  (z=:y — \x — 158,5. 


Transposant  dans  un  seul  membre  tous  les  termes  qui  ren- 
ferment les  inconnues,  et  faisant  disparaître  les  dénemmateurs 
par  la  nuiltipUcatioa ,  on  a 

4a?  r-^  ay  r-  3a  =  +  laS.S 

ax  -^  ay  «4-    2  s=  -»•    19 
X  —  a^  +  aa  =  —  317. 

Comparant  Cf4  4qufttion9  aY^cIes  formulea  générales  (Q 
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(Z>)  et  CE) ,  on  trouve 
a  =  +  4*    fe  =  -— a,    G  =  — 3,    rf  —  +  ia5,6 

a":5=+i,     i^^i^fl,    c'^zs  +  a,     ir=  —  317 , 

et  faisant  ces  substitutions  dans  (4)»  (5)  et  (6)1  on  ob- 
tient 

0:2=:  5a3,8  ',   y  =  646)1  ;  *«  =  aaS,/. 

a®.  7Vo£f  personnes  jouent  ertsemble;  dans  la  première 
partie^  le  premier  joueur  p^rd  avec  chacun  des  deux 
autres  autant  qxie  chacun  4'^ux  avait  d'argent;  dans  la  se- 
conde partie,  c'est  au  second  joueur  que  chacun  des  deux: 
autres  gagne  autant  qu'ils  ont  déjà  d'argent;  dans  la  troi^ 
sième  partie  >  le  premier  et  le  second  joueur  gagnent  chacun 
autant  d'argent  au  troisième  qu'ils  en  ont.  Ils  cessent  cdors 
de  jouer ,  et  il  arrive  qu'ils  ont  tous  une  somme  égale  » 
savoir  j  chacun  a4  pièces»  On  demande  avec  combien  d'argent 
chaque  joueur  s'est  mi^  au  jeu  2 

Supposons  que  Tenjeu  du  premier  joueur  ait  été  de  x  pièces, 
celui  du  second I  dey,  et  celui  du  troi^àme^  de  9  :  et  faisons 
encore 

D'après  Ténoncé,  le  premier  joueur  a  perdu  dans  la  pre-* 
mière  partie  5  —  a?;  donc  il  lui  reste  ax  —  S  pièces,  au  se* 
cohd  ay  et  ^u  troisième  qs^. 

Dans  la  seconde  partie,  le  second  joueur  a  perdu  «S-— sy, 
puisque  les  deux  autres  avaient  en  somme,  au  commence- 
ment de  cette  partie,  ax-f-as — 5=iS-^aj';  il  lui  reste 
parconséquent  4y  -*-  S'  Ainsi  à  la  fin  de  la  •  seconde  partie , 
les  trois  joueurs  se  trouvent  avoir ,  \fi  preinier  4^  —  a5 ,  4e 
second  /^  —  5 ,  et  le  troisième  /^z. 

Enfin  t la  troisième  partie  terminée,  jl   reste  au  premier 
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joueur  8x-— 4^,  au  second  8y  —  a5,  «tau  troisième  8«r— vS. 


La  i*"  conditions  r  8i— 45=2^  s  ^  x=3+iS 

la  a* >  donne  <  8j^— a5=xa4  ?  donc  <  y=3+jS 

la 3* 5  (Sa— 5=^5  (  a=5+î5- 


Ajoutant  ces  équations^  on  trouve 
x+y+z=s  +  lS,    OÙ    5=9  +  45,    d'où    S=7a, 


,06  qu'on  safbit  d'avance,  puisque  les  trois  joueurs  ont  au- 
tant après  qu'avant  y  et  que  d'après  l'énoncé^  ils  se  trouvent 
avoir  chacun  â4  pièces  à  la  fin  de  la  dernière  partie.  Faisant 
pour  S  cette  substitution  dans  x,^  et  z,  on  trouve 

«  =  39,      3^=»!,      z=ifl. 

Où  voit  comment  la  solution  a  été  abrégée  par  l'hypothèse 

heiireii^ 

a:-f-^  +  «=5, 

V 

Autrement  on  aurait  été  conduit  aux  trois  équations 

4x  —  4y  —  4»  =3  fl4, 
6y  —  307—  a2s:a49 

qn'on  aurait  traitées  d'après  la  méthode  gép^ale; 

Qu'on  considère  maintenant  que  puisqu'à  la  fin  du  jeu ,  cha^ 
cun  des  joueurs  avait  224  pièces,  et  que,  dans  la  troisième 
partie ,  le  pren^ler  et  le  second  ont  doublé  leur  argent ,  ils 
doivent  avoir  e^,  avant  cette  dernière  partie,  le  premier 
la  pièces,  le  second  la  et  le  troisième  48;  que  dans  la  se^ 
conde  partie ,  le  premier  et  le  troisième  joueur  ayant  doublé 
leur  argent,  ils  avaient  ^vant,  le  premier  6  pièces,  le  second  4^^ 
et  le  troisième  ^4»  enfin,  que  dans  la  troisième  partie,  le  se^ 
cond  et  lé  troisième  joueur  ayant  gagné  chacun  autant  qu'ils 
avaient  mis^  l'état  primitif  du  premier  était  Sg  pièces,  da 


vr 
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«econd  ai,  et  du  troisième   is.  La  qaettio*  peut  doue  se 
résoudre  sans  le  secours  de  l'algèbre. 

4 

S\  I^opo$oAB-iioii9  encore  eette  question ,  qui  est  [âquante 
par  kl,  tournure  de  la  solution. 

Un  père  laisse  en  mourant  un  c^riain  nombre  d*w^fans  et 
un  héritage  qu'ils  doivent  partager  comme  il  suit  i, 

ie  premier  prélève  loo  écus  et  la  dixième  partie  du  reste; 

.    le  second  touche  aoo  écus  et  la  dixième  partie  de  ce  qui  reste  ; 

le  troisième  prend  3oo  écus  et  le  dixième  de  ce  qui  reste; 

le  quatrième  prend  4qo  écus  et  le  dixième  de  ce  qui  reste  j^ 
et  ainsi  de  suite. 

Il  se  trouve  que  le  bien  a  été  partagé  également  entre  tous 
les  héritiers,  ^ 

On  demande^  i*.  quelle  était  la  somme  à  partager;  a^  com-^ 
bien  il  y  avait  d'enfans;  3*.  combien  ehaeun  dfeux  a  reçu? 

Représentons  la  somme  des  parts  ^  t)il  rbéritage,  par  z , 
et  par  x  la  portion  de  chaque  enfant  ;  puisqu'ils  sont  éga-« 

lement  partagés^  kur  nombre  sera  -.  Cela  posé,   oq   aura 
ce  tableau:    ^  ' 


/ 
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^ï 


La  masse, 

oa  le  bien 

k  partager. 


Ordres 

des 
cnfans. 


tÂ*  •  ■ 


[Z — flX.  . 


z — Sr. 
etc. 


lel'^.. 

. .  a' . . . 

•  •  %j  •  •  • 
/* 

•   •   A     •   •   • 
fi* 

G' 

•     •       V  •     •      • 

etc. 


■■Bss*: 


Portion  de  chacun. 


ar=loo+ 
a;=aoo-f- 
a?=3oo-f- 


lOO 


=:400-f 


10 

g—x— aoo 

lO 

lO 

10 

4jcw-5oo 


■BBeaBeaBaaBaBB 


J>ifférences. 


100- 


lOO- 


1-0 


37^000+^- ^^ 

10 


etc. 


100— 


X+100 
lO 

10 
X+IÔO 


:=0 


=rO 


lO 


lOO— 


100- 


.X+lOO 
10 

jp-f-ioo 


lO 

etc. 


=0 


:0 


La  colonne  intitulée  différ^iices,  renferme  celles  qu'on  obtient  en 
soustrayant  chaque  portion  de  la  suivante  :  or  toutes  ces  por-< 
tions  étant  égales^  chacune  d'elles  est  nul}e.  On  a  donc  déjà 


ÏOO  — 


X  +  lOO 


on  déduit  de  là 


«rsB  900. 


La  part  de  chaque  enfant  est  donc  de  900  écm.  Pour  éva« 
luer  z  ^  on  prendra  à  volonté  Tune  des  équations  de  la  troi- 
sième colonne,  la  première,  par  exemple,  parcequ'elle  est 
la  plus  simple  ^  et  j  portant  pour  x  sa  valeur  300 ,  on  auraf 


900^=  100 -{- 


100 


10 


'-«-_ 
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d'où  l'on  tire,  après  les  réductions , 

1 

l'héritage  total  s'élèye  donc  à  8100  écus.  Mais  -  représenta 
le  nombre  des  héritiers  ;  et  on  a 

z  8100 81  

x~  900  *~  9  ~^' 

Ainsi  il  y  a  Q  enfansw  Ici  -  tieàt  lieu  d'une  nouvelle  inconnue. 

i^.  La  question  fuirante  confirmera  les  remarques  faites 
(chap«  i3)  sur  les  solution^  '  négatives.  Un  ouvrier  a  tra- 
vaillé 152  jours  chez  un  particulier  y  et  pendant  les  7  premiers 
jours,  il  a  été  secondé  par  sa  femme  et  son  jUs;  il  a  reçu 
4S  francs;  à  une  autre  époque,  il  a  tramillé  chez  la  n^êmfi^ 
personne  8  autres  jours,  et  5  seulement  avec  sa  femme  et 
son  Jils;  il  a  touché  3o  fraiKs*  On  demande,  combien  l'ou^ 
vrier  gagnait  par  jour  pour  sa  part,  et.  combien  gagnaient 
ensemble  la  femme  et  lejils? 

En  désignant  par  x  le  gain  journalier  du  mari,  et  par  jr 
ctlui  de  la  femme  et  du  fils ,  on  est  conduit  aux  deux  équatioua 

iax  +  7y==46, 

8  a:  -|.  5y  =  3b  ; 

qui  donnent 

II  s'agit  d'interpréter  la  solution  négative  y.  On  conadéro^a 
que,  pour  a:  =  5,  les  deux  équations  deviennent 

5.ia  +  7y  =  4S  î  i  6o  +  7y  =  46 

5.  8  +  5y  =  3o  J  l  40  +  5y  =  3o. 

et  qu'il  est  absurde  de  supposer  qu'il  faille  ajouter  à  60  powr 
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avoir  4^ ,  et  à  ^o  pour  avoir  3o  ;  d*où  résulte  que  les  mul-" 
tiples  5  et  7  de ^  doivent  être  retranchés^  ainsi  que  Texiga 
le  résultat  négatif^  = — a.  Si  Ton  introduit  y  sous  le  signe—, 
dans  les  deux  équations  trouvées ,  o&  a  les  -  suivantes  : 

ifloî  — 7y  =  46, 
8x  —  5y  =  5o , 

qui  ne  correspondent  plus  à  la  question  et  qui  indiquent  une 
rectification   dans  Ténoncé.    En. effet   il  est  impossible  que 
Touvrier  gagne  plus  à  lui  seul  que  lorsqu'il  est  aidé  de  sa 
femme  et  de  son  fils;  il  faut  que  ce  qui  est  considéré  comme 
un  gain  fait  par  ces  deux  individus ,  soit  une  dépense   à  la 
charge    de  l'ouvrier,  pour  nourriture  et  entretien  ;  ensorte 
que  pour  s*énoncer  correctement ,  il  faut  dire  :  Un  ouvrier 
a  travaillé  12  jours  chez  un  particulier,  et  pendant  les  7  pre^ 
miers  jours ,  il  a  eu  avec  lui  sa  femme  et  ion  fils  qui  lui 
occasionnaient  une  certaine  dépense;  il  a  reçu  4^ francs;  à 
une  autre  époque,  il  a  travaillé  chez  la  même  personne  8  autres 
jours ,  ayant  avec  lui  pendant  5  jours  sa  femme  et  son  fils 
à  la  dépense  desquels  il  défait  encore  pourvoir.  On  demande 
combien  P ouvrier  gagnait  par  jour ,  et  quelle  était  la  dépense 
journalière  de  la  mère  et  du  fils?  Ainsi,  pour  rétablir  ua 
énoncé ,  on  change,  dans  la  traduction  algébrique  immédiate , 
le  signe  de  Finconnue  dont  la  valeur  est  négative ,  et  on  re- 
forme renoncé  d*après  la  traduction  ainsi  modifiée. 

â^a:  Passons  maiisitenant  à  la  discussion  des    racines,   est 
icommençons  par  Fexamen  de  celles-ci  : 

cb' — b<!  '  ac' — cd 

"^—ay^bd'       ^~ab'^bd' 

Dans  les  h}rpothèsçs 

« 

a'=za'  f      b:=zb' ,      cs=s  c  , 


en  trouve 


y 


O  O 


93ff 
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I  (• 


c'est  par  ce  signe  -  que  se  manifeste  Tindétermination  de  la 

question^  ainsi  qu'on  Ta  déjà* vu  souvent.  En  eifetj  sons  ce» 
deux  hypothèses^  les  delix  équations 

or  +  iy  =  c  ;        4^x  ^  by  =zc^ 

j 

se  réduisent  à  celle-^i  : 

or  +  Sy  =;  c, 

qui  admet  une  infinité  de  solutions^  ainsi  que  )ioQs  rayoïis 
déjà  insinué  (a3/Q. 

Réciproquement  ^  si  les  valeurs  dé  a?  et  ^e  y  se  présentent 
sous  la  forme  -  y  là  question  est  indéterminée.  En  eiFet,  on 
a»  daus  ce  casj  les  trois  équatioçs 

ci'— ic'  =  o,       ac'— tcû^=:o,       ai'— ia'==o^ 

dont  Tune  quelconque  est  la  conséquence  des  deux  autres;  car 
de  la  première  pn  déduit  c'  =  -r* ,  v«^e^r  qui  substituée  d^ms 
la  seconde^  don^ie  la  troisième 

Qu'on  prenne  dans  la  première  la  valeur  ^  b\  et  qu'on  la 
reporte  dans  la  troisième ,  on  trouvera  la  ênecônde  ;  qu'on  {prenne 
dans  la  seconde  a',  pour  en  substituer  la  valeur  dans  la  troi- 
sième^ et  on  retombera  sur  la  première.  Cela  posé^  lea 
deux  premières  de  ce^  conditions  dlonnen^t 


V 


hc' 


ac 


.a 


reportant  ces  valeurs  dans 

u'x  -f-  b'y  =  t'. 
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OU  aura,  après  les  réductions, 

^  +  by  =  c: 

Les  deux  pfroposées  se  réduisaiit  à  une  s^le  qui  est  la  pre- 
mière ,  la  question  reste  donc  indéterminée. 

Eïxaminons  le  cas  de 

c  est^-dire  celui  oà  les  termes  tout  connus  viennent  à  nush" 
quer  ;  alors  les  deux  équations  sont  de .  la  forme 

et  on  a  les  deux  co^aditionî 

dont  la  conséqaence  est  encore 

ni'  —  irt'  :=  G  ; 

en  elFet  si  Ton  dime  les  deux  proposées  par  x,  et  qu^oit 
pose  ^  =P>  ^  Atira 

«  +  ip  ==  0,,      a'  +  i'/i  ==  o  : 

de  la  première  on  déduit  jpa<-^rf  Ysltoar  qn^    8iftstiliii^> 
dans  la  seconde,  donne 

ia'— ai'^=o,      ou      aV  ^^béf  t=zo. 
Donc  ienoorfe 

I 

Aate  M  ^as'tessij  li  on  substitue  dans  JX'^Vy=^0yi9^ 
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ai/  ^ 

valeur — ,  déduite  de  cf— 4a'  =  o,  cette    équation   de-- 

Tient  la  première ,  ensorte  que   les  deux   n'en  font  qu'nne. 
*   Nous  remarquerons  encore  que ,  dans  lea  hypothèses  actuelles  , 
on  ne  peut  déternilner  que  le  rapport  p  j  ou 

y a a' 

f. 

ensorte  qu'il  suffit  de  prendre  pour  xety  les  mêmes  mul— 
tiples  de  b  et  de   a,  ou  de  b^  et  de  a' ,  ce  qui   explique 
autrement  Tindéterminatiôn  de  ces  inconnues. 
Il  peut  arriver  que  les  deux  équations 
•.  • 

or  +  iy  =  c ,      a'x  +  6'y  ^^  ^'  )• 

soient  incompatibles,  ou, qu'elles  exprimant  deux  conditions 
contradictoires;   ce  qui  aurait  lieu  sous  ces  relations: 

car  alors  les  proposées  deviennent 

*  4 

ax  -f-  ^  =  c ,      pax  -f-  pby  zzzqc: 

yisL  seconde   est  en  opposition  avec  la  première^  puisqu'elle 
exprimé  une  égalité  èntrje  lès  produits  dé  deux  facteurs  égaux 
par  des  facteurs  inégaux.  L'introduction  de  ces  hypothèses  sur 
^  d\M^  i!\  àj^x^  les  fisnniiles  des  racines  ^  donne 

I 

et  ici  ce    caractère  oo   se  produit  évidemment  coiçme  an- 
nonce d'une  contradiction  dans  lés  termes  de  l'énoncé. 

•    -  t 

Réciproquement,  loi^sque  les  valeurs  de  a:  €ty  sont  infi- 
nies,^ les,  deux  équations. sont  en  coptradictian . :  on  a  pour 
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e)cprimer  cette  circonstance^ 

et  substituant  pour  a  cette  valeur  dana 

il  vient,  après  la  multiplication  par  b^ 

V{ax  +  ly)^bc\ 

^nation  en  contradiction  avec 

ax+by=c, 

puisqu'on  Ae  suppose  pas  b(f  =yc;  car  alors  ^  à  cause  de 
aV:=z(ib,  on  aurait  la  conséquence  oc' =  a'c^  et  de  ces 
trois  équations  "résulteraient ,   comme  on  la  vu   ci-dessus , 

x=-,  y  =2--,  résultats  qui  ne  sont  pas  ceux  qu'on  a  sup- 

poaés. 

Toutes  Us  fois  donc  qu'un  problème  à  deux  inconnues  du 
\ff entier  degré ,  est  possibh  ,  impossible  pu  indéterminé  ;  on 
est  conduit  à  des  valeurs  de  X  et  j ,  finies  ou  infinies,  ou  de 
lafohne  %,  c'est-à-dire  indéterminées,  ^  la  réciproque  a  liew. 


D  yi 

Reprenons  ici  le  problème  des  couriers , déjà  traité  (ig6>  197)» 
et  désignons  encore  par  a  l'intervalle  PD  entre  les  deux  lieiu! 
de  départ ,  par  x  et  y  les  distances  PR ,  DR  de  chacun  de  ces 
lieux  au  point  de  rencontre.A^  sitjué  au-delà  ^  et  par  i  et  c 
le  nombre  de  kilomètres  que  parcourent  dans  une  heure 
Vun  et  l'autre  courier.  Si  Ton  suppose  qu'ils  partent  en  même 
temps  \  on  aura  les  deux  équations  <      ■ 

X     y, 
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-r-  et  Z  étant  les  temps  égaux  employés  par  chaque  toUiriér  à 

parcourir  les  espaces  a;  et  ^ ,  pui^e  ces  rapports  sont  ceux 
des  distances  entières  aux  distances  parcourues  dans  une  heure. 
Ces  équations  ramenées  à  la  forme  ordinaire ,  sont 

desquelles  on  déduit  .  ^ 

^    ia  ta 

L*hypQthèse  b  =  c  donne 

_      ftff  ce 

a:  =  — liioo,     y=.r-=oo. 

En  effet  la  seconde  équation  qui  devient  alorâ 

» 
est  en  contradiction  arec  là  première.  Qsponclàat  cesdeiûtVa'- 
leurs  de  x  et  ;y,  quoiqu'annûnçant  iiûe  «^powibilité,  ou  plutôt 
une  contradiction  dans  la  question ,  puisqu -alow  l»s  couriers  ne 
peuvent  se  rencontrer ,  n'en  satisfont  .pas  ^jnôias  aux  équAîons  ; 
«^  effet,  reportées  dans  celles-ci,  elles  donnent 

ab      ab  ^ 

—  —  —  =  a,.ou  ab—ab  =  aXo, 

,   ab      ab  -n      a 

,  ob       ob'  00* 

résultats  vraîs.  ft^ailleurs  Téquation  ^ -^zt  devient  *  — ^ 
;  ^       :     h         c  è^        b  ^ 

d'où 'a;  «y  :  «jibstiUiant  cette  wàltr\r  de  y  dans  â?'-^y-=:«, 

et  divisant  par  x ,  on  trome 


a 


^ 


b  *  X  L  .O.  i  B  H  E.  ft^l 

iËi|uatioh  qui  ^e  peut  avoir  lieu  qu-autant  que  le'&oiBbre  a: 
'  imrpasâe  tout  nombre  donné 

Lorsqu'on  a  en  même  temps  6  =  c  et  a  =  o  ;,  alors 


\ 


•^  — •  o  f  y  — •ô* 


Dans  Cf  ca]i  ^  les  deux  équations  se  réduisent  à.  une  seule 
qui  est 

Cette  expression  I  veut  dire  ici  que  lé  point  de  rencontre  est 
à  une  distance'quelconque  du  point  de  départ  ;  et  en-  effet 
les  GOuriQr's  partent  ensemble ,  et  font  des  chemins  égaux  dans 
des  temps  égaux.  La  seule  ]|;iypothèse  a  =  o  donne  ^^sijo, 
et  cbiange  la  seconde  équation  dans  celle-ci 

laquelle  ne  peut  avoir  lieu  >  à  moins  qu'onWdt  i  =sc ,  ce  qui 
doit  être  pour  que  les  deux  couriers  arrivent  ensemble  à  Tex^ 
trémité  des  distances  x  ou.y  ^  quelles  qu'elles  soient. 

Étendons  cet  examen  aux  racines  de  ti^pis  équations  entre 
trois  ihcoimt^es.  En  désignait  par  N  ^  N'  ^  iV"  les  numérateurs 
des  valeurs  de  x  ^^  et  2  ^^t  par  D  le  dénominatetHr  commun  ; 
si  l'on  suppose 

on  aura        -  iV=o  ,  •iV^=  o,    N''=o, 

'    *-    '   • 
et  la  conséquence  de  ces  trois  équations  est  D  =  o.  Pour  le 

démontrer^  sjopppsons  .Qu'après  avoir  f^  daifs  leis  équations 
proposées  .  .    .  , 

on  divise  chacune  d'elles  par  x ,  et  soient 

•         •  •  •        . 

>21  =  p,   —  =  9; 

-    '  '    iÇ 
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oet  éqaatiOBÎ  le  transform^rotit  idans  les  suivant«« 

O  7f-  ip  rf  C9  r=  o , 

a'  +  l/p  +  (fg  —  o,^ 

€ont  les  deux  premières  donnent 

ac'  —  cet  bd  —  aV 

et  snbBtituaxit  ces  valeurs  dans  la  troisième  ,  on  trouvera 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que ,  dans  Thypothèse  actuelle , 

/ 

» 

et  qaîoii:iie  :peat  évaluer  «n  patticuliet  chacune  des  iliconnues , 
mma  seulèbi^t  les  r«pipt>i^  v^tti  existent  entre  elles. 

Prenons  pour  exMQ{)ie  le  sjp'^tème  de  trois  relations  ei^e  les 
cdtés  et  les  co8inn|Ldes  angleâ  dun  triangle  rectiligne.  On 
«ait  que  si  l'on  désigne  par  c^  ^^  c*  les  côtés  ^  et  par  C,  C , 
Ç*  les  angles  opposés  4  ces  côtés  ^  te  a  ces  formules 

cosC= î-TT? ;  coscr  =-r-" tj — — :fios(r= -^—7 . 

-<    •     •       f 
On  déduit  de  la  troisième 

ç"f  ?;;c» ^r*'»«-accï';cosC^. ......  (a)  > 

de  la  seconde  .  ;      . 

'      c'»  =  «»,+  c''»-r-flÇÇ^C0sC ..(A), 

et  de  la  première 
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Jbe  cet  trois  équatipiD»  qjh  m4édlttrft  4rm  tottes  da  premier 
degré  en  c,  </^  c'',  en  ajoutant  la  première  à  la  seconde^  la 
première  à  la  troisième  y  et  la  seconde  à  la  troisième  ;  puis 
divisant  la  preniière  somme,  p^r  gc,  la  seco^^^p^t  fio%  elila 
troisième  par  âc'.  Ces  éqiiatiQii?  sont  ,  -    ,  .. 

C— -c'cOsC"A-*€*tOsC;=0,    1^— PC08C'**-c'cO8C:=Ô, 

'    •  «*— ccosC^  — c'cosCiso/ 

lesquelles  -rentrent  dans  Itf  cas  que  nous  venons  d*ezammer.  Si 
^n  fait  '-'•.'. 


t  •• 


<>n  pourra  détejrii^ner»  â|a  t)^oyQÇ^.4e)i|c,de  ce;  équations  ^ 
les  rapports  p  et  ^  entre  les  côtés  :  la  substitution  faite  de  ces 
Vsileiirs  de*'/>/et'i;  dans  là  troisiènié^  donnera  l'équation  de 
^conditioii  •'•    •  '  J...I...-    ' 

1  —  côs'C*'  -^  cbs*(/  —  fcos*C— •  flcos  Ù^  cbs  C  cos  C  =s  o. 

Cette  équation  9  après  aVoîr'fâii  passer  '  û  cos  C  cos  C  cos  C 
dans  lc.seco^4  l^f^^l^âf^-'J^^^^  pairt  «t^d^tre  «  .<• . . 

t  —  cos^C'— cos»C+ cos*€*^cosNÎ=i2  (  cos  C +cbs  t  cos  C  )^ 
~qu  on  t^ransforme  dans  la  suivante 

*        ^  »,'t—     ■♦  ..■■    "'•'•ir     f.  '»    "1        •»•! 

.  -    '. .        ty   j  ■  •     *  "  ■      •*        •  ■  I     -  ■      -  t    • 

8in*ir-i +sb''.C4-(i--jin&a>(>i-»^sinl^C)sr(côsC'4ico^ 

Effectuitoftlësopératiû^àâ  iùdlqilëés  et  les  réâùétîonsVon  par- 
vient à        .•  .  .    - 


r      •    ,  « 


— •  cos  C  ==  00s  C  «os  jC  — -  ^  Csin  C*'  ;p,pos  (^C-[-  C*) , 
ce  qui  a  effectivement  lieu  ^puisqu'on  a  toujours 

Ainsi  ^  dans  un  triangle  ^  les  angles  étant  donnés  ^  on  né  peut 
déterminer  qjiaies  i^jq^nzIB  ^ntreies  cÇtés-..  ^ 


N 


» 
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Prenons  encore  ce  système  d'équations  ^ 

q  —  r—A^^o,  r— pr-»i4==o,  p— i7^Cir=0i 

auquel  Pfony  a  été  conduit  danô  un  Mémoîi^e  ayant  pour  titre  i 
Analyse  détaillée  de  différentes  questions  qui  se  rapportent 
au  mouvement  d'un  corps  Sollicité  par  des  puissances  quel-* 
conques  (n**  ii  du  Journal  de^  l'École  Po^technique.  )  On 
déduira  des  deux  premières 


d'où 


'    .    f»(. 


n  étant. ipd^ terminée.  La,3iibsti^Mion  de  ce»  taleilrs  de  p  y 
9  et  r  dans  la  troisième  équation ,  donnera  pour  •d^taditioK 
intre  A^ ,  i?»  et  C, , 


,  ,  ;  At+B,  +  C.+A^B,C^  =  0. 

l  s. 

On-étèn^aimsém^ni  ces  CùMidéraHons  àïtk nombre  quel- 
conque  d'équations  qui  manquent  du  terme  tàùtcannu',  èthn 
papfiendr^q^QtUfonchisiorkgàpémlei,  ^'      j        .. 

Lorsque  des  équations  déterminées  du  premier  degré ,  man^ 
quent  du  terme  tout  connu,  cJn  ne  peut  assigner  que  ïes  rap- 
ports entre^l'iune ^les  inconnues'çt  tôistès  les-^nilres;  :  :     ^     . 

Supposons. UnjBçjuea^pn  qui  ait^  conduit  aux jtrpis  équ^ons 


X 


—  ay  +  »==5;  fla?+y— a=7,  sw;— 4y-f  a»=ii  : 


on  trouvera  par  l  ehmmation  de  x  ^  les  deux  suivantes 


,"  ;    .;  .)o  !)«>-'  ;  ' 


5y  — 3a==— ^3,    5y  — 3a=r  +  6, 
^    lesquelles  étant  en  contradiction,  donnent 

^=^00  ,  '  sdxco  y  .doap  xs±iM  ;h 


.  / 
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et  en  effet  .la  troisième  équatioii  est  inconipatil^le  avec  les 
deux  premières. 

fl43-  On  peut  observer ,  ea  général ,  que  les  symboles  f 
et  .00  s'introduiront  dans  toutes  les  racines  «  lorsqu'ajantéli-- 
miné  toutes  les.  inconnues  mpins  deux  y  on  tombera  sur  deux 
équations  qui  se  répéteront  ou  qui  seront  en  contradiction  ^ 
ce  qui  ne  pourra  arriver  qu'autant  qu'il  y  aura  répétition  oq 
contradiction  dans  les  conditions  de  la  question  proposée. 
Ainsi  ces  caractères  ont  tout  le  degré  de  généralité  désirable. 

On  aura  un  exemple  d'indétermination  dans  la  question 
suivante  :  Trouver  trois  nombres  tels,  i^.  que  si  dé  la  sommm 
du  premier  ajouté  avec  le  dernier ,  on  rettanche  le  double  dU 
second  y  le  résultat  soit  5;  a^.  que  si  au  doublé  du  premier  on 
ajouie  la  différence  du  second  au  dernier ,  le  résultat  soit  7  ; 
3°.  ^ue  si  au  triple  du  second  on  ajoute  le  premier ,  et  que  de 
la  somme  on^ retranché  le  double  'du  troisième ,  on  ait  pour 
résultat  a.  *  _        ; 

Les  équations  correspondantes  aux  trois  conditions^non- 

cées  sont  :  ^  . 

•  » 

a:  — ay -f.«=:5;    ax+J'  — «=7>    x+3y  — a2  =  a; 

« 

Si  on  élimine  x  entre   ces  trois   équadona,   on  trouve  les 
*deux  suivantes: 

s 

5y  — 3«=:  — 5,      5y— 3«  =— 5, 
qui  donnent      *>^4P=|^      2=I>      d'où      or^sf. 

En  effets  qu'on  examine  ces  trois  équations,  et  on  découvrira 
que  la  troisième  n^est  que  la  différence  entre  la  seconde  et 
la  première ,  qu'ainsi  elles  se  réduisent  à  denx  entre  trois  in-« 
connues,  ce  qui  rend  raison  de  l'indétermination  que  donne 
l'algèbre,  puisqu'alors  Q  faut  se  donner  l'une  de  ces  incon-» 
nues  pour,  conclue  les  deux  autres ,  ainsi  qu'on  le  yerra  dano^ 
)ç  chapitre  suivant. 


a4S  EL  É  M  EN  S 


ça* 


CHÀÎ»ITRË   XVÎÏÏ, 


Problèmes  wd4tçrmn4s% 

'        >    .  t  . 

â44. J3|  OCf  layons  yu  (çb^>  I7),  comment  ou  pouraît 
évaluer  un  certain  liombre.  d'iaconnues  au  moyen  du  inême 
nombre  d'équations.  Maid  lor8(|ue  la  question  âe  foiitnit  pas 
aatant  d*équatiox^  que  d*inconnUes<^  il  y  a  4ê  ces  ihcons^uea 
4ont  on  peut  disposer  arhîtrairemçnl^  Ces  sorteS  de-qnestionà 
sOnt  dites  indéterminée^  y  parcequ*eUes  adn^ettent  vf^  npmhrQ 
indéfi^  de  solutions. 

Cependant  ^  comme  d  im .  autre  côté  on  ajoute  t>i4îilairer; 
menV  la  condirioH  que  lea  nombres  cherché,  doivent  êtrp  en. 
tiers  et  même  positifs ,  le  nombre  des  solutions  posâbles  se 
trouve  réduit^  desoite  que  dôtîtextt  il  li*y  en  %i  )|Uë  itè^fet, 
et  que  quelquefois  le  problême  n*ei|  admet  pàd:  .Cette  partie 
de  l'analyse  e?cige  des  artifices  particuliera  de  calcul,  propres 
à  exercer  la  sagacité  ^es  Copimençans.  Mais  ici  nous  nous^ 
en  tiendrons  .à  la  partie  élémentaire  de  ottte  tbléodé  ,  npqs 
réservant  de  la  compléter,  d^s  la  seconde  section  de  ce.  '{Vaité. 

Nous  cQuuheneeroas  par  c^e  ^uestioa  bien  ipidlé  :  Ttouv$r 
4eux  nombres  entiers  et  -posi^s,  dont  la  somme  fçusé  ici 

Indiquant  l'un  4e  ces  nombres  par  à?»  et  ràptré  pàrj^,  01^ 
aura  pour  traduction  ^ 

x-^yszio  ,   d'où  xrs:  10— -jf, 
P'après  la  .restrictioii  énonc^  ^-  on  ^9^  peut  prendre  pour  v 


/ 


d'algèbre.  \  â^^ 

que  la  suite  des  nombres  entiers  depuis  i  fusqu'à  9  inclusi-^ 
-cément,  ensorte  qu'oii  a  pour^  et  x  dette  suite  de  Taleura 
correspondantes 

jrss   o,  1,  a,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10; 
a?î=iQ,  9,  S,  7,  6,  5,  4,  5,  a,  i,    a 

Or  les  cinq  dernières  de  ces  neuf  solutions  3  étant  les  mimef 
qne  les  cinq  premières,  la  question  nadmet  yéritablement 
que  six  solutions  différentes  en  aâmbres  entien. 

Que  si  l'on  demandait  Ijrois  nombres  dont  la  somme  fût 
égale  à  10». on  n'aurait  qli'à  partager  en  deux  parëes  l'un  des 
nombres  qu'on  vient  de  treuyer^  et  on  obtiendrait  un  plus 
grand  nombre  de  solutions. 

1^45.  Supposons  qu'on  ait  pour  traduction  d'une  question , 
l'équation 

tout  nombre  entier  et  positif  pris  pourri  donnera  pour  X  ua 
nombre  entier  et  positif  ^  tandis  .que  poi»  l'expiation 

x  =  — fty  +  c, 

on  ne  trouvera  pour  x  de  valeurs  positives  qu'autant  qu'on 
prendra  pour  y  des  nombres  positifs^,  tels  qtt'cm  ë^fy^a 
L'équation  proposée  étant 

a?=5— ty  — c, 

il  sera  içipossîble  de  satiiMre  à  kr  restriction  énoncée. 
Soit ,  en  second  lieu*,  l'équation  , 

on  ne  découvre  plus  aussi  facileinisut  que  danS'  le  cas  pfécé^ 
dent ,  les  solutions  en  nombres  entiers  et  positiSs.  Nous  obser- 
verons av%it  tout  I  qu  il  convient  de  résoudre  la  proposée  par 


J 
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rapport  à  oetle  des  deux  inconnues  qui  à  le  phis  petit  coeilicienit^ 
afin  que  la  première  division  soit  possible.  Cela  posé ,  nous  fe- 
rons connaître  l'esprit  de  la  méthode  sur  un  exemple  partiôi:(^ 
lier.  3oit  Téquation  , 

I7x  =  a5y;+i9,   d'où  x:=z^ ^^^^=y  +  i+ ^^  ^  z 

on  devra  avoir ,  d*après  la  i^estriction  énoncé^  fsa;  rapport  aux 
nombres  x  et  y.,   r-    ■   *  ndâibre  entier;  ain^  nous  poserons 

17  '         •/  Ç  6 

Pareillement  ■    ^  v  doit  être  un  nombre  entier  ;  ajmsi  nous  ajBL^. 


rons 


ê^^js',  d'où  £=!aL-=i^+&-». 

o  '      .  5  5      • 

^       ■  '  ,g —  doit  être  un  nombre  entier  ^  nous  écrirons  donc 


:^^±^  =  £",  d'où  £'  =  5£'-a; 
de  là  cette  suite  â*équationa 

E=Er+Er         (    ,    l""    A£=   6£''  — a 

E.     ■   1:»/  /  résultent  <  i^/y      /? 

y  =a£  +£'  Ci         JV    =i7iP^  — b 

—         îir  I  ,    \  len  valeurs /-^^        ^i^^      q,  , 

•  .    * 

n  sera  facile  de  voir  quien  prenant  pour  Ef  ^tz  nombres  en- 
tiers et  positif?,  à  partir  de  lunité.,  on  .aura  toujours  pour  x 
et  pour  j^  des  nombres  entiers  et -positifs.  Supposons  qu'on  ait 
résolu  la  proposée  par  rapport  à  j^  :  on  aurait 

y-Ulrzlâ-E 
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jS  désignant  im  nombre  entier  :  de  là  on  dédmrait  ^ 

17 

ce  qai  nons  ramènerût  à  avoir  pour  diviseur  le  plus,  petit  dw 
dAx  coefliciens^  ainsi  que  nous  l'avions  choisi  d*abord.  Géné^ 
ralisona  et  supposons  Téquation 


X 


le  nombre  a  étant  <^  b.  On  anra  d'abord ,  en  divisant  &  et  e 
par  a ,  d^ignSMit  les  quotiens  par  9  et  Q ,  et  les  restes  par  r 

Il  faudra  donc  que  y     ■ —  soit  un  nombre  entier  E  :  c'est-» 
à-dire,  qu'on  ait  \ 


;:g^^£-  (  d'où  ;  E  =rE+3^^'fr  +^^+^ 


7^ 


fi'  =  <i— j, — =:<fE'  + p — , 


\ 


«tç-r  etc. 

D*aborâ  on  divise  b  par  à ,  puis  le  diviseur  a  par  le  premîet 
reste  r,  ims  ce  reste  p^r  le  second  reste*/,  puis  /  paf  le  troi- 
sième rem  r^  *et  ainsi  de  suite ,  et  l'opération  s'arrête  lors- 
parvient  à  un  neste  égal  à  Tunité  »  parce  qu'ayant  ^  par 
exemple,  1^=:  1,  de 

on  déduit 


.  \ 


25o  ^  ELÉAIENS 

C'esjj^  ce  (jui  arrive  lorsque  a  et  &  sont  desnombrcB  premiers 

•  6  /  / 

entre  eux  :  car  alors  la  fraction  -  étant  irréductible .  en  ope- 

a  ^       '^ 

rant  sur  les  deux  ternfes  ^  ainsi  que  nous  venons  de  le    dire , 

on  parvient  à  un  plus  gtmd  commun  diviseur  qui  est  l'unité  ; 

oâ  a  donc  ^ 

et  on  trouve,  après  jiyoîr  réduit  an  moyen  de  ces  égalités. 

De  ces  différentes  équations  résulte  la  pratique  suivante  ,' 
poo*  résoudre  ei^i  nombrest  entiers  toute  équation  numérique 
de  la  forme  générale 

by±c. 

a 

> 

l^  Divisez  le  terme  tout  connu  cpar  le  dénominateur  a, 

tenez  note  du  quotient  entier  Q  et  du*  reste  R. 

b  ' 

a^.  Traitez  la  fraction  -  par  la  méthode  oui  sert  à  trouver 

le  plus  grand  coinmun  divisq|ir^  et  tenez  note  des  quotiens 

successifs  q,  qf,  ^",  ç*,  etc.,  jusqu'à  ravant-demi«r. 

•  c 

3°.  Au  moyen  de  ces  qsoticens  et  du  reste  umf|ue  R  de  ^y 

■  '    .  ♦ 

fôriàez.lesresidtatssuîvans,  i^  R;  â*.  Rq'' =ç/,  |kst-à-dire 

le  resté  R  multiplié  par  Tavant-dermer  quotient  ',  3®.  /q  +  R'=Si 

c'est-à-dire,  le  résùltatt  {précédent/ multiplié  par  le  quotient 

suivant ,    en  revenant  vers  le    premier  ,  plus   le  i'este   R  ; 

4*-  g^'  +/=  ft  f  ou  le  résultat  précédent  g  multinlié  par  le 

quotient  suivant ,  plus  le  résultat  antépénultième ,  et  ainsi  d« 

fuite  jusqu'^ce  que  vous  ayé35  employé  le  premier  quotient  9, 


J 
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4*-  f^^riffjb  pour  rinoonnuè  j^  du  second  membre  >  un  entier 
rbitraire  multiplié  par  le  dénominateur  a  de  l'équation ,  plus 
avant-dernier  résultat  h  avec  le  même  sigi^e  que  le  terme 
)ut  connu  c^  ou  le  signe  contiraire,  suivant  que  le  nombre 
es  qnotiens  jusqu'au  dernier ,  sera  impair  ou^  pait  :  prene;^ 
^r  rmconnue  x  du  premier  nlemfirè,  le  même  entier  arbi- 
raire  multiplié  par  le  coéificieut  i  dé  l'autre  iticonmie  y^^ 
lus  le  dernier  résultat  k  avec  le  même  signe  que  le  prêté- 

lent^  plus  le  quotient  Q  de  -^  avec  le  signe  de  c.  On  r^on- 

idtra  la  vérité  de  cette  règle  ^  eu  formant  Jes  valeurs  dé?elop^ 
^es  dé  a;  et  de  j',  d^ns  les  deux  cas  qtife  nous  venons  de  di^ 
inguer,  •      . 

5°.  Supposez  *pour  le  nombre  entier  arbitraire ,  la  moindre 
râleur  possible  dans  x  %Xy  ^  et  veri&ez  ces  premières  valeurs. 
Pour  en  trouver  d'autres,  augmentez  successivement  cette 
première  plus  petite  valeur  d'une  unité  ^  ou  plbs  simplement, 
augmentez^  d^  a,  et  ^  de  i,  et  vous  aurez  des  valeurs  en 
progressions  arithmétiques  croissantes ,  l'une  par  a  et  l'autre 
par  h  y  depuis  l'es  lÀoindfe^  Valeurs. 

Éclaircîssons  cette  théorie  par  oueïques  exemples ,  et  re-^ 
prenons  l'équ^tien  particulier^  traiiee  pi^écédéinment 

\  — BËJL±i5. 
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Je  divise  19  par  17 ,  et  V»  P<*n'  «potiènt  entier  1  =  Q» 
et  pour  reste  fls=R;  je  chercke  le  diviseur  commun  de  la 
fraction  fy ,  et  fai  pour  quotiens  successifs  1 ,  a,  1 ,  5  *,  3**.  je 
forme  les  résultats  suivans  : 

a°.?...flX  i  =  fl; 

S" axa  +  a  =  6; 

4^....GXl+a==8. 

Je  prends  potir^  et  x  les  valeurs 


^ 


â5a  ÉLÉMENT 

les  nombres  S  et  8  ayant  le  signe  :^ ,  parceque  celui  des  qn» 
tiens  est  pair.  5".  Pour  trouver  les  moindres  valeurs  de  jf  et  jc 
je  fai»^  dans  ce  cas,  E=z  i ,  et  j*ai  * 

nombres  entiers  et  positifs.  Après  avoir  vérifié  ces  valeurs 

^e  fais  croître  x  de  â3  et  j^  de  17  indéfiniment  ^  et  j*âi  autan 

de  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs. 

'  On  fera  les  remarques  suivantes  '/i®.  Si  le  terme  tout  connu  i 

est  plus  petit  que  le  dénominateur  a  ,^\e  reste  R  doit  être 

remplacé  par  ce  nombre  c  ;  a^.  si  le  nombre  c  est  exactement 

divisible  par  a^  le  reste  A  =  q  ,  et  il  est  inutile  d'opérer  ainsi 

h 
qu'on  Ta  dit  sur  I9  fraction  -  ^  puisqu'alora 

çt  conséquemment  ^ 

5".  Si  les  nombres  a  et  ii  ont  un  commun  diviseur  y  il  ^aut 
qu'il  divise  aussi  le  terme  tout  connu  c ,  et  parconséquent  I< 
reste  R  ;  autrement  Téquition 

ax'=zby:izc 
0 

est  impossible  en  nombres  entiers,  comme  nous  allons  le  faire 

voir.  En  divisant  chaque  terme  par  ce  diviseur  commun ,  l'é- 

quation  devient  •  .  * 

t^x  =  l/y  ±.  c' l   d*ovi    xz=z    ^  T  ^  j 

qui  est  dans  le  cas  ci-dessus.  Mais  on  'doit  observer  qu*il  sera 
inutile  de   chercher   de  nouveau  les  quotiens  successifs  de 

la  fraction  -7  qui  seraient  les  mêmes  que  oeux  de  -  5  il  suf- 
fira donc,  en  ce  cas,  de  diviser  a,  b  elR  parle  diviseur  com- 
mun trouvé,  et  d'en:^ployer^  au  lieu  dfi  cçs  trois  quotités,  le$ 


V 


's 
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aotiens  a\  V  et  Bl\  Jf.  si  l'inconnue  du  second  membre  était 
égative  ^  comme  il  arrive  dans  Téquation       / 

*— fey  ifcc 

n  la  rendrait  positive  en  changeant  tous  les  signes ,  et  oi| 
lirait  4  ùraiter  par  la  méthode  ci-dessus  réqiption 

*        - ^^^ 

â 

au(  à  changer  à  la  En  les  signes  de  la  valeu^de  x. 

5°.  Supposons  maintenant  que  les  nombres  a  et  &  ne  soient 
>aâ  premiers  entre  %voL^  mais  iju'ils  le  soient  àyec  c^  ainsi  qu*il 
irrive  dans  Téquation  ' 

tous  trouverons 

♦  .  -  ; 

iesorte  ijaft  ^ 


dod 


de  façon,  q^e^  -      •  » 


•1^1 1 


,  *  <» ,  t    -^ 


Or  il  est  bien  clair  que  le  secpnd  membre  ne  pjut  jamais  de- 
venir un  nombre  entier;  le  nCimbrè  ^E*  devant  être  entier.  Pour 
démontrer  généralçment  cettp  impossibilité ,  soit^i^  c^q^:^ 
c  remplacé  R  dansjes  jfor^nules  (  pag.  ^i^^;^^  étant  le^  plus 
grand  commun  diviseur ,  autre  que  l'unité ,  entre  a  et  i  ^  la 

dernière  coiidition  £f  ==;      ^      =:^»*j^  ..^  ^  ne  peuj  avoir 


â54  É  L  È  U  È  H  É 

Ben.  Soit  aP.  c^a\  comme  ^=aÇ-|-JÎ=(/f*Ç4./l,  d' 

c  jR      *  If 

-y  =  £/Ç+  ps;  »  de  be  que  c  n'est  pas  divisible  par  i^,  ^  se 

une  fraction  >  ensorte  que  la  condition  E* = ç^^iE*  -f*  ^  est  ej 
core  impossible/ 

1^.  On  demande  de  eûmbien  de  Trufnières  un  petit  f(âre  équ 
libre  à  un  poids  de  aS^  hil^^ammes  ^  en  mettant  dans  Vaut 
bassin  de  la  balance  des  ppids  de  ti  ej^deh  kilogrammes? 

Représentai^  par  X  le  nombre  des  poi^s  4^  i)  kilogranuxies 
et  par  jr  celui  des  poids  de^^  ôn"^  àxttà  pour  équation 


.>  <  \' 


d'où  ,.  :;.:        1 

2254*^1  IX 

Conformément  i  la  remarque  4"*»  }^  change  les  signes /et  j'4 

'-'"  iix— .a54i 

^  ^  •  I 

comme  cet  exem^e  est  simp^  »  on^  h  tfftiter^  par  la  métitod^ 
ordinaire,  c*est~à-dire  par  celle  qui  a  d'abord  été  exposé^  sd 
un  'exemple  particuUei^.^  $t  ;on  trouyera^ 

x=5£+4>    ^y=ii£+8— 5o,    oii  jf==5o— 8-iij^ 


r"      >.    » 


Pour  avoir  la  moindre  -rdéurltex"etTa  plus  graiide  de  yi 
\e  fais  JE  ;=  o  et  je  trouver 


I  »^ 


x  augmente  tîmMeèe  5^ïy  diiianue  de  ii.  On  k^rà  donc 
ces  solutions  én^kidmbres  «ntiers  et  positifs^ 

«==  .4>    =  »>   î;^i4#   =i9* 

•  >;=43>    =5i^  .  =  a6,    —  9- 
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a?.  Un  avarepossède  plusieurs  sacs  de  i  acx3  livres  chacun.  En 
tes  comptant  une  première  fois  trois  par  trois,  il  n'en  trouvé 
aucun  de  reste;  une  seconde  fois  il  les  compte  feptà  sept,  et 
il  n'en  reste  qu'un;  les  comptant  une  dernière  fois  de  dix  en 
dix ,  il  en  reste  six.  On  demande  combien  P avare  possédait  de 
sacs ,  sachant  d'ailleurs  qu'il  en  avait  plus  de  ceriti  mais  moins 
de  trois  cent^? 

Si  Ton  désigae  par  x  le  nombre  inçQ^au  de  Bacs^  il  rjé- 

X    X  ^^  1         X  "^^  6 
suite  des  conditipns  de  la  |ipiestion,  qpae  S|  et    - 

doivent  être  des  nombre?  entiei^  positifs,  ensorte -cmç^oiijtje 
combinaison  de  ces  nombres ,  par  yoie  d'addition  ou  de  sons- 
traction,  doit  être  aussi  tm  nombre  entier  positif  que  nous 
désignerons  toujours  par  El  nous  choisirons  la  suivante  qui 
estlaphis&Toraye  -  ^ 


-=i-L^r:^- 


i> 


*.  4 


On  déduit  delà  ^  •  .    . 

^^s^r,  iliTiendai  lac  i9£'  +  4; 

;Mais  X  doit  ètx^^.aflp  e|:,<590iH^ta»^  -  rv  .  "" 

aïoÊ'  +  3S  >  loo,  d'où  JST  >-^,  ou  isr:^^^  '^•'-^ 

^^9    •  ..     'T      /) 

aïoEf  +  36  <_39p ,  f  où ^  < .^,  on  i'  <  a. 
^nsi  il  n*y  aura  d'hypothèse  admissible  que  celle  de  £=i  ^ 


^y 
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laquelle  conduit  à 

X  =  aïo  +  56  =  a4ff^, 

nombre  de  sacs  possédé  par  Tavare  • 
Autrement  encore^  posant 


« 


a? 


* 


a?-*-i  a:— i6 


* 

un  aura^es  équations  <«« 

qui  fournissent  * 

n  — — - — i 

•         .    *...  :•  ..        ^  :    «   •     ■ 

équation  indétenhinée  4  laquelle  traitée  par  les  règles  ci-dessut^ 
donne  * 

Substituant  cette  valeur  dans 

m  1=  ^  1^     ^    on  a    to  =  ^      ^        , 

^  ne  peut  être  un  nombre  entier  que  pour  E^^=z5E ,  en* 
sorte  que  ^ 


I   I 


pt  puisque  x  tombe  entre  loo  et  3oo,  on  fera 

t.*   •  .      „  .  - 

Jg t=  1  ^    d*ott  résulte,    a;  =  aïo  +  36  =;  2246. 

3®.  Trouver  un  nùtnbré  qui,,  divisé  para ,  donne  pour  reste  i; 
divisé  par  5,  donne  pour  reste  a,  divisé  par  5 ,  donne  pour 
reste  SI  .... 

On  a  les  trois  nombres  entiers  et  positifs 

•       ••  ■  T.  :       '  - 


»MM-i^ 


'         3  .' 
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X  désigaant  Iç  nombre  cherché.  Ces  trois  fractions  réduites 
an  même  dénominateur ,  sont  -  '  ^ 

i5(3r— 'i)      io(j7t-o)      6(jf-^3) 
35~*'.         3Ô       •         3o      ' 
or  comme  « 

6x  +  ioj:  —  i5x  =  1 , 

on  adoptera  la  combinaison 

-       io(a?— a)  4-  6(ar— 3)  —  \S(x — i) 

qui  est  la  diiFérence  entre  la  somme  des  deux  dernières  fractions 
et  la  première  ^  laquelle  est  encore  un  nombre  entier  et  positif. 
ËfiEectuant  les  multiplications^  on  a 

JE=^~^  ,    d'où    x  =  3oE4-a3.    • 
do 

Faisant  successivement 

£  =  0,  =1,  =2,  =3,  etc. 

on  trouvera^  pour  les  valeurs  correspondantes  de  x ,  lesquelles 
seront  en  nombre  indéfini^ 

x-=z^^  =53,  =83,  =ii3,  etc. 

On  pourra  encore  traiter  cette    question  ainsi  qu'il  suit. 
On  fera 

X — 1  X  —  a  X — 3 

-—=.m;     -g-=n;     -g-^p; 

d'où     ' 

x=  am-f-  1  =3rt-f-a=:  5p  +  3, 

et  de  là 


3n-f-i       5p+a    •.         5n4-i 

^^ — r — ="'"1 — S   "=""5 — • 
a  a  6 


^7 


^5&  élAmens 

Cette  dernière  équation,  traitée  d'après  la  méthode,  doiine 

n  =  SE'  +  fl  ;' 
d'où  résulte 

m  =    '         se  A 

tt  on  trouve 

£"  signifiant  un  nombre  entier.  Portant  cette  valeur  de  m  dans 

a;  =  a7n+i,    on  a    x=:5oiS^  —  7, 

et  on  peut  prendre  £;"  =  i,  =2,  etc. 

a;  =  23,  =53,  etc. 

A  la  théorie  précédente  se  rapporte  encore  la  règle  d'al- 
liage dont  le  but  est  la  solution  de  ce  problême  général  : 
Etant  donnés  les  prix  respectifs  a,  b,  c,  d,  etc.  d'unités  de 
plusieurs  espèces  différentes ,  le  nombre  total  n  des  unités  qui 
doivent  composer  un^mélange ,  et  le  prix  moyen  m  d'une  de 
ces  unités,  déterminer  le  nombre  des  unités  x,  y,  z,u,  etc, 
que  l'on  doit  prendre  de  chaque  espèce. 

L'énoncé  fournit  immédiatement  ces  deux  équations': 

i*.  '  a; +jr  +  z  +  tt  +  etc.  zîn; 
a**.    ax  +  Ay  +  <*  +  ^  +  «te.  =  mn  : 

éliminant  a; ,  on  trouve 

Ça — b)y  +  (a — c)z  +  (a — d)u -f-  etc.  =:  nÇa — m'). 

Si  de  cette  équation,  on  .déduit  j^,  p£pr  exemple,  on  aura 

B(g— m)  — (a — c)g  —  Ça-^'d)  a—  etc. 

y  ■^.  •--  -•  •  a — b  ' 


D'A  L  G  £  B  a  s.  a59 

Cette  équation  est  aisée  à  former  dans  tons  lés  cas  particu- 
liers :  â  cet  effet,  a,  b,  Cy  dy  etc.  étant  les  prix  respectifs 
par  ordre  de  grandeur^  prenez  toutes  les  différences  du  prix 
le  plus  élevé  a  au  prix  mo  jen  m  et  aux  autres  prix  b^Cyd,  etc.  ; 
multipliez  la  première  différence  par  le  nombre  total  n  det 
unités  qui  doivent  composer  le  mélange ,   et   vous  aurez  le 
terme  tout  connu  de  Téquation  qui  doit  donner  la  deuxième 
inconnue  y.  ha.  seconde  différence  a-— 6  sera  le  dénomina- 
teur^  et   les  autres   a  —  c,  a^^d,  etc.  avec   le  signe  -^^ 
seront  les  coefficiens  des    autres  inconnues  z,  u,  etc.   qui 
doivent  suivre  le  terme  tout  connu  dans  le  numérateur. 

Cette  équation  sera  déterminée  si  le  problême  ne  renferme 
que  deux  inconnues  x  et^;  elle    sera  indéterminée  s'il  en' 
renferme  trois ,    et  plus  qu'indéterminée ,  s'il  en  renferme  un 
plus  grand  nombre.  La  valeur  de  la  première  inconnue  sert 
donnée  par 

«=:  n—  (j'  +  *4"'*4"  etc.). 

IVous  ferons  une  application.  On  a  de  l'or  aux  titres  suh- 
vans:  gaS  millièTnes,  906  et  89a.  Combien  faut-il  prendre 
de  grammes  de  chaque  titre  pour  'composer  urr  mélange  de 
1000  grammes  au  titr^  moyen  de  900  millièmes ,  qui  est  ce- 
lui  de  nos  monnaies? 


donc 


a  =  gaS ,    b  =  906,     c  =:  89a ,    m  =  900  ; 

a3ooo— 3iz  3ia— a3ooo 

y  — ,     ou    — Jf 


17 


17 


On  trouve  par  la  méthode  connue 
a=i7£:  — gS,  — y=3i-E— 17G  — i35a=:3i£— 1628, 


ou 


j':p=i5a8— 3iiS:. 


,    â6o  :  .È  L  i  fà  %  m  $ 

Pour  obtenir  là  plys  petite  valeur  '  de  j^^  je  pose  - 

i5a8  — 3i£  =  o,    doù     £  =  i|^=49,  , 
avec  un  reste  9.  Donc  si  je  prends 

j  aurai 

jr=  i538  — 3i.49=±=9;    «=17.49—96^=737, 

et 

X  =  1000  —  746  =  254- 

•  Après  avoir  vérifié  ces  premières  valeurs ,  je  diminue  Succes- 
sivement E  d*une  unité,  ce  qui  augfmentey  de  3i ,  dimi— 
njie  z  de  17  et  a:  de  3i — 17  ou  de  i4«  On  a  doii^c  les  ré- 
sultats suivans  pour 

JE-    49,    =    48,    =    47> ••••=    3' 

■  ■■       ■  ■        • — 

"       y=      9,    =    4o>    ==    7i>- ;...=  557 

z  =  j3'j,    —720,    =703, =  .42^ 

X  =:  a54  >    ==  240 , .  =  ^fl6  , •        s 

Somme.  =1000  ,    =1000 ,    =1000  , =11000. 

«  » 

Pour  eonnàitre  le  nombre  total  des  solutions ,  je  divise  la 
première  valeur  de  x,  qui  est  a54,  par  sa  diminution  i4;  et 
^  j*ai  le  quotient  18  avec  le  reste,  â;  ce  qui  indique    18  autres 
solutions  et  19  en  total. 

Lorsqu'on  a  à  résoudre  une  équation  de  cette  forme  : 

ax — èy=zdic,    / 

a^  b,  c  étant  des  nombres   entiers  positifs  ou    négaftifs,  il 
suiEt  de  connaître  une*  première  Solution  pour  découvrir  toutes 
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es  autres.  Supposons  en  effet  que  l'on  sache  que  les  valeurs 

satisfont  ensemble  à  la  proposée  ^  on  aura  donc 
et  conséquemment 

se  ^^  Vu  N   < 

ax— &y  =  ap  — &0.    d'où        ■    ^  =  ^ Oj.i    ■'.". 

la  fraction  -  étant  supposée  réduite  à  ses  moindres  tennes. 
Or  l'équation  (i)  permet  de  supposer  en  général, 

a?— p=:mi,    y  ^^  qzzz^ma, 

m  étant  un  nombre  entier.  Desorte  qu'on  aura  généralement 

x=zp  J^^mb ,   y^iq-j^  ma. 

Qu'on  prenne  pour  m  la  suite  des  nombres  naturels  à  partir 
de  zéro ,  et  on  aura  les  valeurs  suivantes  de  x  et  de  ^ , 

yX=:pf  zsp+ir,  ;=ji+aft,  =:p^5J  ,'r:  .^îp-f-zn^ 
y=::q  ^  :;:i^'4-û,  =^'4"2û>  ==ç-f-3ût,» .  .=9'+-ma.' 

H  ne  restera' donc  qu'à  déterminer  par  la  première  méthode; 
les  plus  petites  valeurs  de  p  et  de  q. 

Dans  le  cas  où  le  problême  est  phis  qu'indéterminé  y  l'équa- 
tien  finale  renferme  9  au  moins ^  trois  inconnues  x^y  et  z, 
et  alors  elle  est  de  la-  forme 


N 
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dans  ce  cas,  on  suppose  ^  =:  i  >  ce  qui  la  change  ea 

et  on  cberche  toutes  les  solutions  possibles ,  puis  z.r=  d,  et  on 
traite  Téquation 

a 
et  aîiisl  de  suke  pour  chaque  hypothèse  faite  sur  s. 


* 


^  *      ■*  ' 
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CHAPITRE     XIX. 

jRésolution  des  équations  du  second  degrés 


fi46.  JLi£8  questions  de  ce  genre  ^  trouver  un  nemtn^  tel 
que  son  carré  soit  un  nombre  donné ,  ont  conduit  aux  équa'- 
tions  du  second  degré  ;  on  appelle  ainsi  .celles  dans  lesquelles 
rinconnue  est  élevée  à  la  seconde  puissance,  fin  effet  la  tra- 
doetion  de  cet  énoncé  est 

iC*  =   »A 

I 

de  étant  le  nombr»  ineanau  et  n  le  nombre  do^né.  Cm  équa- 
tions peuvent  d'ailleurs  renfermer  des  tërpies  de  première 
puissance  de  Inconnue  ;  ensorte  qu*outre  le  carré  'de  x  qui 
les  caractérise  équations  du  sdicond  degré ,  on  y  tIfonVe  celles 
du  premier  degré.  La  plus  simpte  des  é^toatiôAs  de  ce  degré  ^ 

est  doue 

as*  =s  »:  V 

la  valeur  de  x  s*ol>tient  par  Textraction  de  la  racine  carrée 
du  nombre  n;  cette  valeur  est  double ,  car  on  a  (iq4) 

et^   en  efi^t. 


a47«  L*^équation  qui  se  présente  la  seconde  dai»  Tordre  de 
la  compHcation^  est 
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p  étant  un  nombre  donné  par  la  question,  et  x  la  repré- 
sentation de  Tinconnue  :  on  voit  sur-le-champ  que  les  valeurs 
de  X,  propres  à  rendre  le  premier  membre  égal  au  second, 

sont  ^  .  , 

x:;=:0,       asrrs— p. 

En  elFet,  pour  chacune  d'elles,  Tun  des  deux  facteurs  du 
premier  membre  devient  nul,,  et  par  là  le  produit  est  égal 
à  zérp.  La  question  suivante  conduit  à  une  équation  de  cette 
seconde  classa  :  Partager  un  nombre  p  en  deux  parties  telles 
que  le  produit  soit  égal  à  zéro.  Soit  x  l'une  des  parties  ^ 
p<— a;  sera  l'autre,  et  on  aura  pour  Texpression  de  la 
condition  / 

*  ■ 

r(p  — a:)=o,    ou    px  — x*=o. 

V 

X  comporte  deux  valeurs,  qui  sont  a:  =  o  etx=p.  En  effet 
l'une  des  deux  parties  étant  nulle,  l'autre  est  p  ;  la  somme 
des  deux  »  est  p ,  et  le  produit  est  nul.  Pareillement  l'une  des 
deux  pa|i;ies  étant  le  non^ra  tout  entier ,  l'autre  sera  zéro  ; 
la  somme  sera  encore  p ,  et  le  produit  encore .  zéro.  L'énoncé 
est  donc  vérifié  par  ces  deux  valeurs  de  l'inconnue.  \ 

a48.  Si^pposons  que  l'on  se  propose  de  trouver  un  nombre 
tel  que  si  de  trois  fois  ce  nombre,  on  retranche  son  carré, 
le  reste  soit  %.  Nommant  x  ce  nombre ,  3x  en  sera  le  triple , 
son  carré  sera  a:*,  la  différence  énoncée  seraSx— a:*,  d'ail- 
leurs cette  différei^ce  est  aussi  a  ;  on  aura  donc  l'équatîan 


•V_' 


3r— aj*=  a. 


Telle  est  la  traduction  algébrique  de  la  question  proposée; 
ir  s'agit  d'en  tirer  la  valeur  de  l'inconnue.  Pour  cela,  on 
commence  par  rendre  1«  carré  de  l'^onnue  positif,  en  mul- 
tipliant tous  les  termes  de  l'équation  par  —  i ,  et  alors  on  a 

a:*— 3x==  — fl.     .'      ,      . 
.  Si,  par  l'addition  d'un  terme  çoimu.  à  ejbe<{ue  membre  de 


f 
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V équation^  on  parvenait  à  faire  du  premier  un  carré  par- 
fait,  il  est  clair  qu*en  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et 
d* autre,  l'équation  s'abaisserait  au  premier   degré.   On  sait 
(129)  que  le  carré  d'un  binôme  est  égal  au  carré  du  pre- 
mier terme ,  plus  au  double  produit  du  premier  terme  par 
le  second ,  plus  au  carré  du  second.  Considérant  donc  x  comme    , 
le  premier  terme  du  binôme  ,  et  —Sx  comme  le  jprodnit  de  x 
par  le  double  du  second  terme ,  — |  sera  ce  second  terme, 
n  suffit  donc,  d'ajouter  son  carré,  ou'|,  au  premier  membre 
de  l'équation  précédente ,   pour  en   faire  un  carré  parfait; 
mais  aussi  il  faut ,  pour  que  l'égalité  ne  soit  pas  altérée  ,  ajouter 
le 'même  nombre  au  second  memore.  Cette  équation  devient 
ainsi 

extrayant  la  racine  carrée  de  chaque  membre^  on  troutç 

Mais  on  n'oubliera  pas  d'observer  qu'une  racine  doit  être 
affectée  du  double  signe  +  et  — ,  puisque  soit  qu'on  élève 
au  carré  un  nombre  sous  le  signe  +  ou  sous  le  signe  —, 
on  a  le  même  résultat  en  nombre  et  en  signe.  On  aura 
donc  ici 

x-|  =  ±/r=^,    d'où    x=|d:vT=^., 

et  enfin 

On  trouve  donc  pour  x  les  deux  valeurs  a:=:a  et  x=i  ; 
suivant  que  l'on  prend  le  signe  +  bu  le  signe  —,  et  on 
s'assurera  que  chacune  d'elles  satisfait  également  à  la  ques- 
tion proposée ,  soit  en  vérifiant  successivement  l'énonce  sur* 
les  nombres  a  et  1 ,  soit  en  reportant  chacun  de  ces  nombres 
pour  X  dans  la  traduction  immédiate  de  la  question ,  ou  dans 
la  pronière  équation.  Ces  valeurs  ont  été  nommées  racines 
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de  riqnatlon,  et^  malgré  Tidentité  de  dénomination  ^  il    faut 
bien  les  distinguer  des  racines  anthmétiques. 

Si  dans  la  question  proposée  la  différence  3x  —  x*j  au  Iie« 
d*être  â^  eût  été  3^  on  aurait  trouvé 


ijL  quantité  v— -3  est  impossible  (iaa)  :  car  un  nombre 
positif  ou  négatif  ne  peut  avoir  pour  carré  un  nombre  négatif. 
Ces  racines  sont  dites  imagijuiires  Qidem^ ,  et  de  tels  symboles 
dénoncent  une  absnr^té  ou  pltttôt  une  impossibilité  dans  l'é- 
noncé de  la  question  y  ainsi  que  nous  le  ferons  voir  Inentôt 
d*une  manière  générale.  On  peut  mettre  ces  expressions  sous 
la  forme  d'une  quantité  réelle  augmentée  ou  diminuée  d'une 

quantité  réelle  multipliée  par  y^-^ï^  Ainsi  les  deux  racines 
précédentes  seront   .     '  • 

a49-  On  pourrait  penser  que  lorsqu'ayant  une  équation  telle 
que 

3o^  =  n, 

on  extrait  la  racine  carrée  de  part  et  d'autre  pour  eu  revenir  à 

x=  V/n, 

il  ne  suf&t  pas  d'affectei;  le  second  membre  du  double  signe  -f' 
et  — ,  ainsi  que  nous  l'avons  prescrit  ^  mais  qu'il  faut  écrire 
aussi  ce  double  signe  en  avant  du  prender  membre  ;  qu'ainsi 
on  doit  avoir 

Or  il  est  aisé  de  voir  qa*os  aurait  par  là  ces  quatre  coœbi- 
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naisons  • 

'+  a?  =  +  \/H  ;     -f-  a?  ït:  —  \Ai  , 

dont  les  deux  inférienreS;  après  dTohr  changé  lés  signes  des- 
deux  membres  y  rentrent  dans  les  deux  supériem*es.  On  voit 
par  là  que  les  équations  du  second  degré  ont  lin  caractère  très-  ' 
distinct  dé  celui  des  équations  du  {premier /^i  ne  comportent 
qii'nne  racine ,  ou  pour  lesquelles  Tinccttinue  n*admet  qu'une 
valeur. 

a5o.  Proposons-nous  enc6ré  le  problême  suivant  :  Deux 
lumières  dont  l'une  est  qwOre  fois  plus  intense  tfue  l'autre , 
étant,  séparées  par  un  intervalle  de  trois  rnètre's ,  'déterminer 
sur  lu  droite  qui  les  jàint ,  le  point  qu'elles  éclairent  également. 

Si  Von  nomme  x  la  distaface  de  la  ]^Ius  faible  lumière  à  ce 

points  cette 'distance  étant  luppôsée  dirigé'e  vers  là  plus  forte 

lumière;  3— -x  sera  la  distance  de  celle-nci  au  mênle  point.' 

Or  la  force  de  la  lumière  décroit  en  raison  du  carré  de  la 

distance ,  c'est-à-dire  qu*à  dés  distances  a  fois%  3  fois  ^  etc. 

11' 
plus  grandes^  l'intensité  d'une  même  hiimère  sera  >^,  sj,  etc. , 

en  la  supposant  i  poùi:  là  distance  i;  donc  à  Ta  distance  p::^ 

..... 

elle  sera  -^  pour  la  plus  petite  lumière  ,  et    _     ■       sera  Tin- 

tensité  de  l'autre  à  la  distante  3  **  x.  Ces  expressions  devant 
^tre  égales^  par  la  condition  du  problême,  on  aura 


x'~l5  —  xy^ 
ce  qui  donne ,  après  les  réductions , 

aî*  +  2x=3,  d'où  07  =  — i±:a. 

•  •  **  • 

»    i  '        .       j  •  .  •    '  '  ' 

Les  deux  valeurs  de  x  sont  donc  a;=  i  ,  et  x=zii — 3.  Là 
première  apprend  que  le  point  également  éclairé  patries  deux 
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à  cause  de  a:'*  +  px'  +  ç  =  o  :  on  déduit  de  la  précédente 

(Mb) 

»  * 

^=0,    et    ax'  +  J'+P^o- 

Sz=z  o  ramène  à  la  première  racine  :  on  tire  de  I4  seconde 
équation 

^=i_2x'— p,  et  ^  +  J', 'OU  a?*  =  — a/  — p. 

L'équation  du  second  degré  n^  comporte  donc  que  les  deux 
racines 

li  on  les  ajoute ,  on  obtient 

x'  +  a:^  =  —  p  ; 
si  on  les  multiplie  Tune  par  Vautre ,  il  vient 

x'af  =  —  j/*  — pj/  =  9, (3^) 

d'après  (i). 

On  a  donc  prouvé ,  indépendamment  de  la  résolution  de  la 
proposée ,  i®.  que  l'équation  du  second  degré  comporte  deux 
racines;  a*,  que  la  somme  de  ces  deux  racines  est:  égale  au 
coefficient  de  la  première  puissance  de  l'inconnue ,  pris  en 
signe  contraire;  3?.  que  le  produit  de  ces  deux  racines^  est 
égal  au  terme  tout  connu  de  l'équation.;  4^.  que  la  seconde 
racine  se  dédiait  de  la  première  en  prenant  celle-ci  en  signe 
contraire ,  et  retranchant  le  coefficient  de  x  dans  le  second 
terme  y  ce  qui  revient  à  dire  :  que  la  seconde  racine  ne  dif- 
fère de  la  première  que  par  le  signe  du  radical ,  et  qu'ainsi 
il  faut  prendra  le  radical  avec  le  double  signe  -f*  et  — '. 

On  déduit  de  (2°.)  cette  condition  de  l'égalité  des  racines 

ax'=— p ,  d'où  a/  =—  2 • 
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reportant  cette  valeur  dans  (i^)>  on  a  cette  relation  entre 
les  coeiSciens 

4      Çh-9  =  o,  d'où  Ç  =  9» 

sous  lacpielle  les  deux  racines  de  la  proposée  deviennent  égales 
entre  elles  ^  ce  qui  est  évident  à  Finspection  des  formules 
données  précédemment,  car  alors  It  radical  par  lequel  diffèrent 
les  racines,  devient  nul. 

254.  Dans  le  cas  général  où  les  deux  racines  af  et  af  ne 
sont  pas  égales  entre  elles,  on  peut  supposer 

cette  égalité  combinée  par  voie  d'addition  et  de  soustraction 
avec  la  propriété 

donne 

telle  est  donc  la  forme  des  deux  racines.  Pour  déterminer  m, 
nous  aurons  recours  à  la  propriété 

de  laquelle  résulte 

_=^-9;  donc-  =  l/^   4-9- 
conséquenmient 

Ici  nous  avons  déduit  les  expressions  des  racines  de  leurs  pro- 
priétés découvertes  c  priori,  c'est-à-dire,  indépendamment  de 
la  résolution  de  l'équation. 
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a55..Iliâst  visible  que  le  premier  procédé  de  résolution  que 
nous  avons  fait  connaître ,  celui  qui  consiste  à  compléter  le 
carré  du  premier  membre  ,  après  avoîr^fait  passer  le  terme 
tout  connu  dans  le  second ,  convient .  exclusivement  à  Téqua- 
tion  du  second  degfé  et  à  celles  qui  s'y  rapportent.  Nous 
exposerons  de  suite  plusieurs  modes  de  résolution ,  dont  le 
suivant  doitêtre  préféré. 

Reprenons  l'équation 

a:*+/wî=  — 9,oux*+P^  +  S-  =  S'  —  9> 


on  en  déduit 


-•+p-+?-(5-0=°- 


Mais  on  sait  que  la  différence  entre  deux  carrés ,  est  égale  à 
la  somme  des  racines^  multipliée  par  leur  différence  :  on  peut 
donc  écrire 

(«+9-(?-')={'+?+Kl=7}x 


••■ {»+2-lXf-,Ho,(4-.) 

or  un  produit  composé  de  deux  facteurs  devient  nul  par 
l'égalité  à  zéro  de  chacun  de  ces  facteurs  (  a47  )  >  ^n^i 
l'équation  sera  satisfaite  par  ces  hypothèses  successives  et  indé- 
pendantes l'une  de  l'autre 

desquelles  on  déduira  ces  deux  valeurs  de  x  déjà  trouvée^  j 
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La  decomçotttion  (4^)  démontre  que  le  preiniet  niembre  de 
réquation  ,  .  »      « 

,   a:*  +  px  -(-  9  =  o 

est  {^visible  exactement  par  l'inconnue  moins  chacune  de  ses 
valeurs ,  ou  par  l'inconnue  moins  chacune  des  racines.  Cette 
propriété  s'étend,  êomme  nom  le  verrons  bientôt,  aux  équa- 
tions de  tous  les  degrés  ;  elle  est  la  base  de  la  résolution  géné- 
rale des  équations  numériques. 

a"^.  Toute  équation  de  la  Forme 

^  +  px  +  q  =  o, (5^) 

isst  immédiatement  Comparable  avec 

-»  .  '  .  • 

X»  — (a4.i)aJ  +  ai  =  o,....;.(6».) 

•       ■ 
-  t  •  -•--  <    ■       — • 

qui  résulte  du  produit  des  facteurs 

1^  '•  •••0 

(«—- a)(x  —  i)=:o, 

et  on  sait  d*ayance  qu^  Téquation  (6°.)  est  satisfaite  par  xs^a 
et  aî=i  .  Si  donc  on  veut  que  les  racines  d^  la  seconde 
équation  deviennent  celles  de  la  première  ,  iT^  faudra  iden- 
tifier (5^)  et  (6*.),  ce  qui  donnera 


rt  •  f  •      ,  «^ 


et  évaluait  a  et  é  en  /i  et  f ,  ces  expressions  de  a  et  6  seront 
les  racineë  jde  lil^]N)poséé.  Moi^  àe^deùx  égdités  précédentes 
on  déduit'         '^  '    -     ''     i"'      "'•  ''•••''  •     ■  '  '-      1"/* 

et  extrayant  la  racifie 'caiTé«^       ' 


•  I 


f    I 


CosaaUsant  a-\-b  et  a— h  en  p  et  q ,  oa  aura  en  ajoutant, 

18 


a^4  itiut»* 

puù  sonstrayaat  et  divisant  par  a , 

racines  trouvé»  précédemment. 

3*».  Soit  x  =  <ï':f-ft; 

on  aura  pour  le  carré 

a*=;=a*  +  flci  +  6»  =  flû(a  +  i)  +  i»  — «*,  1. 

et  remplaçant  a  +  i  par  sa  valeur  x,  îl  vient 

a^=z&ax  +  b^ — a*,  d'où  x^-^^suix  +  c^ — i*  =  o, 

'    ^  ■     '  I; 

on  aura  ces  relations  '  f 


donc 


et  consequemment 

4^  Môw  tenaipiPïftw  «ifin  p>r  un  procédé  ib  xésolutio» 

qui  s'applique  avec  succès  aux  équations  des  second»  tron 
sième  et  quatrième  degrés.  Reprenons  l'équation  i 


«••Ff*  jif-'</==P^ 


»    v 


et  supposons  qu^on  partage  le  ^vdq^are  or!  m  déw  purtie^jj 
et  z,  dont  l'une  z  sera  arbitraire ,  et  l'autre^  représentera 
le  complément  du  nombre  ik  à&  îôbmliré -a:.  On  aura,  parla 
substitution  Y  4-  ^  P9^  ^  ^^°^  ^^  proposée  ;(.   ^  , 
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tous  prendrons  z  de  telle  manière  qjpie  |e  coefficient  de  y 
^t  nul ,  et  cela  à  dess^  ^e  faire  dépendre  la  résolution  de 
4  proposée  de  celle  d'une  équation  de  cette  fomie 

|a'on  «ait  résoudra  îmmédia^emeitl^*  QA.a.,  d'après  ccftex^iidi- 

ton,       . 

tt  la  transformée  devient  ,      .    ::  > 


1  *  • • »  »' 


i/i 


deii 


««.y  +  .çB-CdsJ/^^  — «ï 


•     .i 


Nous  ^on^  Crû  tjfïe  ces  méthodes  olmraient  fyux  élevés  des 
Kpproçheiçeçs  instructif  ;  c'^^  ^n  ç^tt»  jnfi  ^  W^j^M^ 
ayons  multipliées.  ^  *       - 

,  '     •.  ....  r   *    j.'  ■    '  "•# • 

a56.  Nous  avons  r^emblé  4àns  le  table^ii  syivàRt  Jesfor- 
mules  des  racines  pour  toutes  lés  Hypothèses  qu'on  peut  faire 
jar  les  signes  des  termes  dé  Féqiiation  du  second  aeçré. 


f  r 


a^..pX-«*f  S330. 


K' 


\ 


■■•  '  \ 


a5y.  Reprenons  la  formule  des  racine» 


'=-^*i/ç+<' 


aEn  dQ  la  discuter  relativement  aux  relations  entre  les  coeffi" 
ciens  et  aux  signes  de  ces  coefficiena. 

SiÇ'^  q  est  ua  carré  pdf  ait,  les  deux  vdeurs  de  x  seront 
4 
commensurables  :  il  est  clair  qu'elles  ne  peuvent  Têtre  que 

dans  ce  cas,  à 'moins  qiié  l'on  ait  <j  négatif  sous  le  radical, 

et  =  ^ ,  parcequ'alors  ...» 

4   _. 

r  -       '  ...  i?;;  — ^±0, 

c'eSt-à-^ë  que  les  deux  racines  deviennent  égales  entre  elles. 

En  effet ,  po^r  q  «  v  >"  le-  i>olynome  -ic*-+-pap  -f-  q  devient 

.'   4    ^ 

jça-Lpjc+^i  carré  Parfait  dont  la  racine  estx4-^.  Lorsque 

.•  .1  "Xtf.k.f  '  A  »     ./.».*.•■  '- i^ >    .1  ■  .'       'a 

'ttJ^j^if  a^t  pas  iiû  darrê  païf ait  ;  lés  racines  sont  incommen- 

4  ... 

surable»  (142) ,  e%  ,on  conclut. dç  là  que  le  problême  n'a  pas 
e  solution  numenque  exacte  ;  mais  alors  on  peut,  toujouri 
.    trouver  .deux  nombre^  aussi  approchés  qu'on  voudra  des  ra 
cmes  de  la  proposée. 

II  faut'^Uitout  remarquer  le  cas  où  la  somme  —-  -f-ç  est  néga 

'tive^^ej^ui  a  lieu  lorsque  q  est  positif  dans  le  premier  membf< 

det  U'  proposée ,  et  ^que  li'ailleurs  q  -est  >-  Ç 1  on.  est  alor 

conduit  - â^  extraire  1^  Mfine  carrée  d'une  quantité  négatiye 
On  Vôîf  qu'à  cause  4û  double  sigue  -«f-'crr-^  dont  le  radical  esj 
afEecté ,  la  racine  imaginaire  est  double;  ensorte  que  les  racinej 
d'une  équation  de  ^c{>ndi  -degré  ^nt  toutes  4(hix  réelles^  0^ 
toutes  deux  imaginées. , 
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Pour  mieux  connaître  en  quoi  consiste  Vimpossibilité  des 
questions  qui  conduisent  à  des  racines  imaginaires ,  nous,nouf 
proposerons  le  problêmç  suivant  î  Pattager  un  nombre  p  en 
deux  parties  dont  le  produit  soit  égal  à  (i^  En  désignant  Tune 
de  ces  parties  par  x,  Tautre  sera  pr— x,  et  leur  produit 
px — :ç*4  on  aura  donc 

•  px  —  X^ZSÇ,   ou  JC*  —  px  *j-  <J  =r O. 

Cette  équation*  renferme  toutes  celles  dont  les  racines  peuvent 
çtre  imaginaires  :  en^la  résolvant,  on  trouve  -   ,     ^ 


valeurs  qui  seront  réelles  ^  tant  que  ^  surpassera  q,  c'est-à-dire  ; 

tant  que  le  carré  de  la  moitié  du  nombre  à  partager,  sera  plus 
grand  que  le  produit  qu'on  demande  des, deux  parties  qui  le 
composent.  Or,  dé  quelque  manière  qu'on  partage  le  nombre 

donné ,  les  deux  parties  pourront  être  représentées  par  -  +  cf 
et  -  — rf,  dont  le  produit  est 

la  plus  grande  vakur  d6  ce. produit  aéra ^;.  et  elle  corres- 

*  ,  ;         n    IL 

ipond  à  ^=:q,  auquel  cas  chacune  des  parties  devient  ^.11 
est  donc  absurde  de  demander  que  ce  produit  soit  plus  grand 
^  que  ^  >  et  l'algèbre  avertit  que  .ce  qu'on  chercha  n'existe  pas. 

Pour  résoudre  cette  questipn  géométriquement  (Jig.  1),  sur  la 
gQUomjQ  AB^;=:p  desde^ux  lignes,  on  décrira  une  denU-circoa-^-    - 
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têténcë,  bà  lui  mènera  kh  point  A  iviê.  tangente  iniSEiiSe 

laquelle ,  i  jMute de  J?,  cm  prendra  jiD=\/li^'pxas  par  D  on 
jpènerâ  une  parallèle  ÏL  JiB  \  dés  points  È  et  £^^  'dans  lesquels 
elle  coupé  la  dénu-d!rconf érénce ,  on  abaissera  sur  lé  diàniètre 
les.peiprenQScuIairés^JF,  Â'F';  ènsôrte  que  Tés  ùgries  -^i^  et 
BF,  ou  AF'  et  F^B  seront  les  racines  où  tes  côtés  dû  rec- 
tangle.  En  effet,  on  a 


AF+BF:s:AB^p;    AFX,BF^AD=^q. 

On  voit  que  le  pf  oMêÀô  iitk  possible',  cVsf-â-dfrte  qu'on  ne 
peut  assigner  les  racines  AF  et  FB ,  qu'autant  que  la  distance 
AD  n'excède  pas  le  rajron,  t:*e8t«-à-^re ,  qu'autant  que  le 

côté  du  carré ,  ou  ^q  n'ei^ède  pas.k  moitié  de  la  ligne  AB^ 
c'est-à-dure  qu'autant  qu'oa  a 

.  Lorsque  q=z^^  les  points  E  et  ^  yieniient  se  réunir  en 

^'^  à  l'extrémité  du  rajron  CE*  perpendiculaire  à  ^jB  ;  les 

racines  deviennent  -<<C=  Ci?  =  5,  Si  9  =  o,  le  point  D  est 

en  -^,  et  on  a  ^F=  o>  FB^AB=p.Exi  effet,  on  a  vu  (247) 
que^  dans  ce  cas ,  l'équation 

a:»— px  =  o  donnait  x=6,  'x=+p. 

Àtr  ré^ei,  ^ùs  i^cttidroiis  sur  la  ^dâiièiatfdâ  dé  «è&  i^tkcs 
par  la  Géométrie. 

Lors  donc  que  Ç  sera  plu»  gr^d  qoç  9,  les  radjties  d* 
l'équation 

X*  +  pi  4- 9  ==  <c> , 

iirdit  réelles,  et  fe  dîs  qu'alors  3  sera  tomours  possible,  à 
inspection  dès  signes  des  cdefficiens ,  de  Veconhaître  ceux  dé» 
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racines.  En  effet  le  coefficieni  q  étant  èpl  M  tftoâuit  Aeï 
âèux  racines ,  elles  seront  âe  même  signe ,  lorsque  ç,  sera  po-* 
sîtif  ;  et  comme  p  est  égal  à  cette  somme  prise  ,en  sî|^  con-^ 
traîrest^  elles  seront  toutes  deux  positivés  ou  négatives^  suivant 
«pie  p  sera  négatif  ou  positif .  Si  q  est  négatif^  les  racines  au- 
ront des  signes  differens  ^  et  la  racine  positivé  sera  pnis  petite 
ou  plus  grande  que  la  négative ,  suivant  que  p  sera  positif  ou 
négatif.  Comme  les  rac^eft  imaginaires  sont  dé  la  forma 
ccdb&i/— 1^  le  terme  «oatcoffim,  sera  d^-4^A^>  c*est-à*direj 
essentiellement  positif,  etp  sera  =  —  sa  ;  donc  le  coefficient 
de  X ,  pris  en  signe  contraire  ,  représeiitiSra  le  double  de  la 
partie  réelle  de  diacune  des  racines  imaginaires. 

a58,  DonnoBB  quelques  exemplet  de  disenssioii  ^s  racioei 
d*une  éqiialtioa  du  secôhd  d^é  ;  et  propoaons-Hiaiis  d'abpr^ 
quelques  questions  aur  la  su^  pvr  équinliiSérâEices.  On  a 
.trouvé  (ào3)  j>ottr  la  suite  croissante, 

a5  =  ii  (a -j- /)  ==  Il  {aa  4- (;^— i  3  J} , 

•t  pour  la  suite  décroissante  ^ 

a5=  »  (a -f- 0  =  »  (^— ('»— 0  ^J"}- 
La  première  donné 

tfou  Ton  déduii 

»    —    _ jy • -. 

Qu^on  suppose  ir=io8i ,  a  =  3^  ^=4,  on  aura  n  =  i^,.  et 
»  =  —  a3  ï.  La  première  valeur  ré«out  la  question  dans  le 
sens  strict  de  Ténoncé^  ca:  atolB  le  ao^'^  terme  est  3J[.;,et> 

en  effet, 

(34-ai.)a3        ^ 
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Examinons  maijitenant  Tautre  valeur  de  n ,  et  pour  cela  redier-' 
chons  le  dernier  terme  de  la  progression  ponr  laquelle  a  =3^ 
^:=4i  S  =:iùSi  :  on  a  pour  expression  de  ce  dernier  terme 
que  nous  désigaerpns  par  l, 

doù  Ton  déduit  ces  deux  yaleurs  /r^^i^  ^:;s-rRg5  :  or  î^k, 
90Dune  de3  e:^trênies  3  — 95ss*--T9a,  et 

On  sent  bien  que?-!-g5  ne  peut  ^  appartenir  i  une  suite  die 
termes^  commençant  par  3 /et  dont  la  différence  additive  est^i 
et  que  —  â3 1  ne  peut  être  le  rang  de  ce  terme,  i  Ces  deux  sys- 
tèmes de  valeurs  n=.fl3  eti=9i;  n=35:-ii-fl3x'«t/=-^95^ 
prouvent  sei^lei^ient  qu'il  y  a  fleux  manières  de  sati^^ît'e  à  la. 
condition     v  >•.:■. 

^ — ' — i—  =  io8i .  » 

mais  avec  cette  différence  que  le  premier  système  s'accordç^ 
en  même^temps  avec  la  loi  de  la  progression;. 

Des  équations       • 

on  déduit  /  après  avoir  prisL  la  valeur  de-  n  dans  l'une  pOHX 
la  reporter  dans  l'autre. 


d'où  résulte 


:;.'-'+ (=^.-)'' 


•  » 


I     ■\ 


(f^la^-i^—zlS+Hy 


d'algèbre.  «8i 

doae  

Pour /xrgi ,  J^==4  et  5=  io8i,  on  trouve  a=3  et  a  =  i  3 
si  l'on  prend  a -=^3,  /=gi  ^  5==  io8i  ^  on  déduit  de 

n=23,  ce  qu'on  reconnaîtra  en  déyeloppaât  la'éuîte  d'aprèt' 
les  données.  Mais*  à  a=i,  ^=:â4>  5  =  io8i  correspond' 
n  =  33  ^,,  et  on  a  bien 

« 

cependant  91  n*est  pas  un  terme  de  la  suite;  ce  nombre 
tombe  entre  les  âS'  et  2^\  termea 

•1  .  5  ,  9  .  iS  .  .17. ..  .*.  .\  C9O  «s'- 

On  déduira  dftnc  encore  de  cette  discussion  que  la  racine 
qui  ne-tatisfait  pas  à  la  question ,  satisfait  cependant  à  Téqua- 
tion ,  tandis  que  Vautre  satisfait  en  même  .temps  aux  deux. 

Reprenons  le  problêmedes  lumières ^  traité  précédemment 
dans  un  cas  particulier.  Nous  désignerons  par  b  l'intervalle 
entre  les  deux  bougies,  par  x}a,  diçt^ce.  ^e  Tune  d'elles  ^ 
point  également  éclairé  par  les  deux ,  et  conséquemment  6  —  x 
sera  celle  de  l'autre  au  même  point.  Si  à  une  distance  donnée 
a  i  l'intensité  de  la  première  est  c  ;  à  la  distance  x ,  elle  sera 

-^--- 1  et  ai  à  la  i;nême  distimce  a  »  l'intensité  d«  la  seconde  est  » 

d  V  au  point  également  éclairé ,  elle  sera  ^  ,  — r;.  On  aurai 
^onc  d'après  l'énoncé  de  la  question,  * 
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Les  deux  racines  seront 


% 


_bc±b\/yi  _  b(c±\/73y  • 


Soit  maintenant 

c>rf,  d'où  c>V^: 

la  première  valeur  de  x,  ou  a:  =  , — ^ ,  qui  est  alor» 

positive  ,  fait  voir  que  le  point  cliercfaé  toxhbe  au-delà  de  lai 
seconde  bougie  ;  car  on  a^  dans  la  même  hypothèse , 

c+  V^>c  +  <i>c  — li, 
ee  qn*on  peut  encore  conclure  de  cette  expression 

c—  a 

qu'on  obtient  en  retranchant  de  b  la  première  vSeur  de  x  ;  car 
alors  là  différence  &  — -  x  étant  négative ,  doit  être  portée  en 
sens  opposé  k  celui  qu'on  a  supposé  en  trkduitoat  la  ques* 
tion»  c*est«à-dire  au- delà  de  là  seconde  lumière  par  rapport 
à  la  première, 

La  Seconde  valeur  de  x,  oti 

est  encore  politise  Ams  la  àiitaé  hypothèse  ;  înâts  ofors  on  a 

puisque  la  différence  positive  c  — «  ^cd  est  plus  petite  que 
la  différence  aussi  positive  C— <*i2;  conséqu^flOLmént  le  point 
tombe  entre  les  deux  lumières. 
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Telles  sont  donc  les  deux  solutions  du  problème  djpis  le 
cas  de  c^d.  On  déduira  fr^s-^ément  de  ces  deux  valeurs 
de  X  y  que  des  deux  distances  x  —  fr  et  &  — -  x  de  la  seconde 
bougie  aux  points  égalemeot  éclairés ,  situés  à  droite  et  à 
gauche,  la  première  est  là  plus  grande ,  ce  qu^il  était  facile 
de  voir  à  priori. 

Supposons  maintenant 

c<rf,  d'où  c<|/3, 
on  trouvera 


X 


—  rf 


et  ces  racines  donnent  deux  sôlùHons  analogues  aux  précé- 
dentes. 

Soit,  en  'troisième  lieu, 

cassif ,    d*bù    ati  V/c2» 

la  formula  générale  des  racines  deviendra 

b(c±:c)      b(c±Lc) 
c  —  c  o  > 

Examinons  d*abord  k  pngîkififttti  yûeât 

a  est  érideîlt  que  iee  iuttasitéft  As»  àét*  ÏWs^èÉ  StSai  KS 
mêmes  I  un  point  placé  sur  le  prolongement  de  tH  Bgnë  ijiâ 
les  joint  ^  ne  peut  être  également  éclairé^i^  à  moins  qu'il  ne 
soit  à  une  distance  iofinie  des  C9rp8  lumineux  ,  parcequ*alors 
seulement,  Tintervalle  b  pouvant  être  ^iisidét-é  b^lnhié  nul 
par  rapport  à.  x ,  les  deux  lumières  n*çn  font  qu'une  :  il  doit 
donc  aniv^T  dans  ce  cas ,  \\ioû  tombe  sur  le  symbole  oo . 


•* 
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La  seconde  racioe 


•  •f       i 


devient  f.  Ce  résultat  donné  par  une  seule  hypothèse,  n'est 
plus  celui  de  Findétermination  ;  dans  ce  cas ,  la  question  admet 
une  solution,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  reprenait  l'équa- 
tion 

abc      c&* 

ç ^  ç 4 

laquelle  multipliée  par  c-^rf,  se  réduit,  dans  l'hypothèse  pré- 
sente .à  - 

-  b 

et  fait  voir  que  le  point  cherché  est  placé  entre  les  deux  lu- 
mières, à  la  même  distance  de  chacune  d'elles.  L'indétermi- 
nation  apparente  vient  d'un  facteur  commun  au  numérateur 
et  au  dénominateur  de  la  valeur  de  x  (£0  ) ,  lequel  est  nul 
dans  la  supposition  de  czzzd,  Nous  revitndrom  sur  ce  cas 
(chap.  19).  ^ 

a5().  Il  existe  une  classe  nombreuse  d'équations  que  l'on 
peut  résoudre  à  la  manière  de  celles  du  second  degré  :  elles 
sont  comprises  dans  cette  formulé  générale 

composés  de  deux  termes  en  x ,  l'exposant  de  x  dans  l'un 
étant  mojtié  de  celui  dé  la  même  inconnue  dans  l'autre.  Sup« 
posons  alors 

aj"=j^,   d'où  a:**c=:j^;     - 
on  aura  pour,  transformée  ■  ^  -''"•,' 


C.    ^  -J 


d'  A  L  é  E  B  it  e; 


^ 
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étmô 


^ous  ferons  voir  dans  la  seconde  section  que  la  proposée 
comporte  lïTi  racines.  , 

Lorsque  n^^  auquel  cas  l'équation  est  du  quatrième  de- 
gré, on  trouve 

Ainsi  on  a  à  extraire  la  racine  carrée  d'un  binôme  de  la  forme 

a  +  ^b ,  a  désignant  -—  ^  p,  et  6  la  quautité  ï/^  ^  —  ^. 

Nous  nou:^  proposerons  ici  de  chei^chçr  sous  quelle  relation 
entre  a  et  6 ,  cette  racine  «st  décoiniposable  en  deux  radicaux 

carrés  séparés,  ,on  réductible  à  la  farine  j/y'+^V^*  P^ns 

commode  que  la  première.  Nous  poserons  donc 

•  -'il. 

'  _; ,        '^       ■  '       i 

|/a>f  ybs±\/yJ^^yz,  d'où  a  +  v/5:=:(jr+.zï) +flV^- 

Égalant  séparément  les  termes  comparables  ,  c'est-à-dire  le» 
termes  ssins  radicaux  et  les  irrationnels ,  nous  aiurons  ces  deux 
équations  

Pour  déterminer  y  et  :?s  >  du  carré  de  la  première  équatioa 
nous  retrancherons  la  seconde,  ce  qiii .donnera        ,  ,   r 

ddfln  racine  est  ,  ^  -  -    .. 


donc 


I  ■* 


* 


3  ■ 
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et    ï/a+V*T=K      "-^^^^^ +  K      ^^~^ • 

Or  a**^  b  étant  nn  carré  tel  que  c*  /  on  aura 


»/ï+F5=l/4^+l/^ 


c'est-à-dire  que  }a  décomposition,  sera  possible; 

Qu'il  8*agis8e  ^  par  exemple ,  de  tro^iver  la  racine  carrée 
du  binôme  a  -f-  ^3  :  on  a 

«  r  .  .  '  » 

I 

ii  =  fl^  6  =  5  ;  donc  oP  —  iisc'zr:!  : 

dnsî  la  racine  est  l/|  +  l^i. 
Si  la  racine  est  ceUe  de  1 1  +  ^  V^^  j  on  aura 

«=11,  |/i=6l/fi;  d'oùi3E:aS.a»:7a,  a»— .fi—^g; 

■       ■  '  •»  ... 

donc  |/i  1  -J-  G  ^/a  =  5+|/2.  Ainsi  nous  ayons  étendu  f  ex— 
tractipli  d^s  rac^es^  caxréf  s  aux  binopiès  «^  J^sfctàe  rationnelf 
et  en  partie  incommensurables. 

a6p.  Qa  e#t  iniaîntenant  ç^^  état  ^e^  réfo^cJj^j^  toutes  leaqiies^ 
tjons  comprises  i^.  dans  les  formules 

^ 

données  (n*  ig3)  ;  s^.  dans  celles-ci  ^ 

*'  •  .  .      . 

données  (ao6,  207).  Toutes  ces  solutions  pour  les  progrès- 
sions  par  di$éri»i^s  ég^ales  et  par  quotkns  ^aux^  sont  consi- 
gnées dans  les  d|px  tableaixc  ci-lointsT     '  -  .    * 
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PROGRESSION  PAR  QUOXIENS  ÉGAUX. 

N^'. 

Données,  jlnconnucs                         F  p.  a  Ji  u  l  e  s. 

I. 

w,  q,  n 

$ 

U 

a. 

^Uf  <7»«y 

a  =^»  — »y(<7  — ï). 

a 

fl                                                       T 

3. 

B^  n,  S 

•  (45'*-«)a— »  =  («y  — u)tt»-» 

4. 

g-i  nyS 

1 
* 

.-.la- 

5. 

a,q,n 

» 

M#a</»^»_. 

6. 

a,  S,  n 

, 

1                             I 

U 

0      *y*^« 

7- 

a,  q,  S 

q  ' 

é. 

q,  n,  S 

- 

«^^7-x;_:.         -    . 

9- 

m 

1                            • 

»— 1 

- 

*y       »y 

10. 

a,  n,  S 

q 

a»  — . — &  -h — '— •  I  =  0. 

II. 

ay    U,  4> 

^        *î-u  - 

rty     UyS 

- 

»y         .  J,  ^       « 

la. 

^    .  «y — B^            S — B 

i3. 

tf,  tt,  q 

logu~i-loea 
n  =i  I  -+T  -^1 ^• 

14. 

a,  u,  S 

m% 

__,     ,                     .logB—logfl 

'     '    l0g.(6'-«)-l0g(^^B)       -^      . 

i5. 
16.' 

n 

» 

t 

^  _  iog(*s'7— *y-f.  #)— iôg« 

1.   ^     •  log  ^ 
'.    .  logB  — log(<7B  — *yi7~*y) 

>                 *«g^ 
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*M 

1 

^W            V#             Sft 

p_B»-'  —  ««r»              »  ' 

'7* 
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- 

I                » 

•     -           m 

um^t  _-a»r' 
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Si  dans  la  formule  3 ,  a'  tableau ,  on  fait  c"t  >  t=  at ,  on  aura 
«=  *"^*  :  eetle  8ul>stkiiti<m donne 


■  ■ 

donc 


équation  du  degté  n  en  «  ;  ayant  obtenu  les  racines  ^^  par  les 
méthode  .>€p|pp8éep  <kt|B  i%  0Wt»  dé  cet  ouvragé  ,  oa  passera 
des  T^l^iTSi  de  ■ft'  à  «^4  de  <j(9  par  k  relatiolti  aa=ief^K 
On  traitera  de  la  mâme  Maî^f  la  ^onâlde  6.  On  Toit  encore 
par  \s^,  4^w  formulfi»  fjcéoéd^ptes ^  et  par  scelies!  lo  et  m, 
qu*on  peut  être  conduit  par  certaines  questions  fort  «impies  i 
des  éiipiations  4'uiY  d^gré  quelconque,;»/ 


i  , 


\  , 


\  f 


►    t 


•  #  ■•» 


ïf 


9 
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CHAPITRE    XX. 

Méthode  dés  ooeMçier^^i  indéterminés, 

s 

aSi.  Jl  pVE  bien  faire  cotinaitré  Tesprit  de  cette  médiode 
•dont  TemplcHek  si  fréqiientj^  nous  Fexp68erûnâ^6tir  Hxl  exemple 
eimple  qni  en  .a  suggéré  la  première' idée.  ' 

'  En  difviBaiit  1  par  i  -^x^  x  étant  un  nombre  qaélconcpie , 
on  troute 

— —  ==  1  +  X  +  X*  +  ^  +  etc. , 

quotient  qiii  procède  raiyant  les  puissances  ascendantes  à^  x  ^ 
qui  ne  s'arrête  jamais^  et  dont  le  premier  terme  est  l'unité, 
ce  qui  doit  être ,  puisqu'èn  faisant  x  s;  o ,  la  fraction  se  ré- 
duitài=i.  \ 

On  peut  d'abord  démontrer  à  priori  que ,  dans  aucun  des 
termes  du  développement  précédent  7^  ne  doit  entrer  avec 
un  exposant  négatif.  &l  eSet,  A  l'un  des  termes  pouvait  être 

oT'^  =  ZJ!l>  ^  supposition  de  x=:o,  conduirait  à  cette  impos- 
^      xr 

sibilité 

ou  l'unité  égale  à  un  nombre  infini.  Nous  ferons  yoir  dans  la 
seconde  section ,  que  le  développement  ne  peut  comporter 

un  terme  de  la  forme  x"  =  V/j^X  V^  \  car  dam  le  cai| 
par  exemple  j,  de  7i=â,  on  aurait 


b^  À  L  0  È  B  k  £.     .  1231 

, .  '     :      '  <     i 

k  cause  de  (/i  =  dti  ;  conséqbemment  uiie  &acfioii  ^ ^ 

admettrait  deux  quotiens  di^erèas  ^our  une  mêmp  yàleor  de 
X,  ce  qui  serait  encore  absurde..  .  .  .^...  - 

aGa.  Lorsqu'on  eut  dévelop{vé^p^  la.  diwio]^,i  j|ia^  «lu'op. 
Va  dit  (chap.  7),  des  fraptions  telles  que.    su],\-,ij\)      ' 

•  -nrî'  zqrFï*  i»'+VxVc'>*'**^/-"^'";,. 

on  rràiarqna  que  ces  développeniens  procédaient  suivant 
toutes  les  puiseanoesTentièresi  et;mS[itiTes.de  cc-^i-e^que  c'était 
une  circonstance  qui  leur  était  coijiQiune  ;  qu*en^4ssant  â*Une 
fraction  à  l'aptre ,  les  coefficiens  numériques  des  puissances 
s|cces»iv^ft'.dei.c^^  ohaDgeaieQtj;  crt  qu'ils  se  co^p<ilaî^lit; des* 
nombres..^: quotités  donnée^  a,  b^  -Cr^  etc.,  V^'y,j^>:çtc.> 
D'après  ç^9>  çpn»d*r^tions ,  on  ;*  adapté  cettp  forg<Ç:gtoéra^ 
et  comqiuii^d^  44yeloppç|n^^ta,    ;    ,  i       ^ .  n.     -o  ,  ;.: 

^ ,  J?  9  C\  etcvétaili^deB  ôôefiTcienb  inâéteJimné^qu^Ae^âoîràit 
•n  aucune  manière  renfermer  x.  Ensorte  que  pour  la  fraction 

'^-    ^  par  exemple^  on  posera 

î    ^  1  -II.  'i  !:_  VI    ,1    .  ^  vk  -  —  ^    ,  I  -■  •  \       :  A    ,  X  .ii-  rv 

— i—  z=:A  +  ^x  +  Cx*  4.  Dj(^+  etc f  j) 

On  n  intirôduit  pas  x  en  facteur  dans  le  preimer  terme  ^  parce- 
i^ue,  pour  jc=:?:9>  la  fraction.  àin8i,j.qiie  son  dôVéloppement 
doivent  sîb  réduire  à  Tûnité  ,*  condition  qui  ne-  seraftt  plus  sa- 
tisfaite, «  xmidtipliait  tous  le*s  termes.  Généralement,  sui- 
vant que  kk'fenotiètiià:  déve)op[»ér  se  réglait  à  tftf  àOâlbife  ^u 
à  zéro,  ^i  xi:;o'l  on  8U^<»e/dtoMe  dé^lôppWiWrtùn 
terme  sans  à?;  bii^on  introduit  J^Wfiteteùrdetovitt'îes'feitei^s.- 
Au  teste,  n  l't^n^iiippôsaîttmttéfiÉift  i9ay^a^}\(yrkfté  H  déte^* 


jigi  i  t  i  M  E  H  $ 

lôppement  ne  le  comporte  pas ,  le  calcul  donnerait  zéro  ik>^. 
«on  coefficients  Revenons  à Tégalité  (r)  dans'JaqueUe  ji , 
B  fC^Xlj,  etc.  représentei|t  des  coefficients  encore  inconnus  : 
pour  les  évaluer,  il  faut  se  procurer  autant  d'équations  ({u'il  j 
a  de  ces  coefficiena ,  let  pour  cela  /on  partira  de  cette  condition  : 
k  qiiotiei^  ntihîplié  parle  diviseur ,  doit  reproduire  le  divi- 
dende, quelque  vaieur  numérique  qu'on  'donkië  i^x;  puîsqaér 
la  forme  dn  développement  est  indépendante  dç  ces  valeurs. 
Multipliant  A:>pajrt  et  tf autre  par  i  —  r,  »  puis  retrancliant 
l'unité  des,  deux  membres  ^  il  vient 


f        »«»♦.-'*••    f.     f;.n. 


•  rr       V       '    '■ 


Cette i§ga^4^^  ^lo  ne  ^vH  êtr6  eatisfaite  indépendonm^t 
de  toute  (ValeW  de  x  y  '^•qii'atttiuit  que  les  tetm»%  dt>ùmiè  même 
l^uissàlk^ ^x}  qm^ont  lés-feiil^^eimes  semblables  ;  «'entredé-' 
truisent ,  condition  qui  dent  aték  fieo  entre  lesAboèfficieBs  , 

pmsqvLon  n'a  pas  gén^raleinent  a:=o.  On  <|oit  donc  poser 

t        •    .  ■    —  ^  •    r     •  '  r 

i 

A-r^hi^ffQif  Mj'^.Â^^iOy  4irnfi^=^^t\D'^Czs:iOj  etc., 

d*où  l'on  déduit  ce«  déterminations 

^=1,  B^A^îy  C  =  B^  1,  jD=C=i, 

Reportant  ces  valeurs  dans  le  quotient  hypothétique  (  i  ) , 
retrouve 


etc. 

on 


4  X  *  * 

"■';':  -^1.  =  1  ^x^4.  i^'+  i»  +  i*.  4-  etc. 


autre  ^9a6Îâéx;^o&  ||(}r|L'4mple^^'Wqtte  l'éga^lé  (rO  4oit  «voir 
lieil  ppip?  Jointes  Ifs  vrie^s -de.  aï^  ^  .q&e  A'a»lle»r«  ^a;  œ  ^ 
trouve  pas4ansi^^^  Mj/^x  «*cx,.^eî4»t(^e:5friif^Att^* 


D  *"  A  L  a  i^  B  R  e;  mS 

X  =  o  ;  d'où  résulte  \ 

* 

et  il  reste 

•  •*■•* 
divisant  par  x,  pnis  faisant  a;  ==  ô^  on  trouve 

^  — -rf  =  o; 

et  il  reste 


c\     — P 


«?  •frète,, 


•  ....     y 

foiiron  déduit ,  après  avoir  divisé  par  x  et  fait  x 


'j 


•   •  '•» 1 


«  f 


et  ainsi-  de  suite.'  •  •  ' 

fl63.  Si  Ton  eût  adopté  cette  forme  de  'il^veloppement 

.   I. 

"-i—  =  Ax"*  +  ^  +  Cx-^Ot^+Ex^M-  etc. , 

D -t.    il  •,   .     *' 

dans  lequelle  terme  de  puissance  négative  est  le  premier  (186),. 
ce  qui  est  indifférent  pour  la  conc&aion ,  après  la  multiplica- 
tion faite  par  1  •«-  J(  ^  on  seiçait  parvenu  à  l'égalité 


—  1 


xf*+  C 


x  +  D 
—  C 


x^  -f"  etc. 


de  laquelle  résultent  ces  conséquences 
»  Azao^    iî=i,     C=i,  etc.; 

àntf^let  dâyricffumènt  ne  comporte  pa»  le  tonne 


I     ■ 


L'hygothèBé 


t.h  ^f.]^  £  ^  •   . 


1  —  a:  «€••.-• 


conduit  à} 


—  1    r-^ 


X  -+-.  Ç5F+  D 
—  B 


a?^=^^:j?'^:Dji?  4-  etc  ^ 


d  où  l'on  déduit 

urf=  X,  5  =  1,  C=o,  D=i,  etc.  ' 

Ainsi  le  ternie  de  puissance  fracki^naire ,  introduit  àsLXï%  le  dé^ 
veloppement  ^  disparait.  Si ,  dans  ce  cas  ,  on  youlait  déter— . 
miner  les  coeiEciens  par  rhjpo;d^è6e  xso,  pn,  trouverait 
d'abord  -  ^ 


>.  >. 


et  après  avoir  8upj|>rimë  le  premiçr  terme  ^t^"^,  l^^.Bniyan^, 
par  X  \  il  viendrait 

o  =  -»+ Cjc*+ Z>  I  x-T- Ca:? --Da:» 4- etc. 

et  pour  X  =  Q I 


et; 


3-^4  =  0,  d'oi^  Jt=^=i,. 

♦  . 
-■•._■  '    ■   s 

o  =  C*»  +  O  I  x  —  Cr» -B  Z)jc*  +  etc.  ; 


divisant  encore  par  x  y  et  faisant  x  ==  o ,  on  trouve 

o=  —  +  D  —  B,    d'où   iEX=i , 

et  tous  les  autres  coeificiens  deviennent  infinis ,  ce  qui  démontre 
encore»  Tinipossibllit^  du  déydoppement  supposé.  Nous^obseit^ 


> 


verons  4iue;Ia  sujdte  marche  régulièrement  juaqu'aii,  terme  de 
puissance  frapt;ionDa^re  ,de  Xy  p^sé  lequel  s'introduit  l'infini 

dans   les  valeurs  des  coeillciens.   Si  on  eût  divisé  par  3^^  on  ' 
aurait  trouvé  C=o,  ensorte  que  le  terme  d'exposant  frac- 
tionnaire eût  disparu ,  comme  il  arrive  dans  Tandyse  précé- 
dente.    L'hypothèse    d'un  exposant   nég^if  conduirait  a  la 
même  conclusion*  C  J  ' 

ikGj^.  L'égalité 

:;=; -rf  +  5â: -f-  Cj:*  +  J9a^  +  etc. 


\  —  X 


qui  a  lieu^^ptre  une  opération  indiquée ,  et  le  résultaLde  cette 
opération ,  s'appelle  identité»  C'est  ainsi  qu'on  nomme  en  gé- 
néral toute  égalité  entré  une  îobctiontion  dévéloppé'è  et  son 
développement.  L'identité  diffère  de  l'équation  en  ce  que^ 
celle-ci  n^est  satisfaite ,  comme  nous  le  verrons  bientôt  ^  que 
par  un  nombre  déterminé  de  valeurs  dé  Xy  tandis  que  l'iden- 
tité a  lieu  pout  tout  nombre  pris  pour  x  \  c'est  niême  en  cela 
que  consiste  son  caractère  distinctîf. 

Soit ,  en  second  lieu ,  la  fraction    .  .   w-    dont  on  demande 

le  développement  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a?  ;  on 
posera  l'identité 

'  n.  '■'-.• 

———~A  +  5x  +  Cx*  +  Par'  +  etc., 


-  I      ■» 


Ay  B y  c,  etc.  étant  des  nombres  à  déterminer  :  multipliant 
de  part  et  d'autre  par  le  dénominateur  d  -f  i'o?,  puis  faisant 
tout  passer  dans  ua  même  membre,  il  viendra 


Q^=:zAa'+BJ 


#  i- 


x-fÇa' 


+  CV 


j?  «4-  etc. 


Pour  évaluer  les  indéterminées"  A,  By  C,  etc.j^.flfaùidrà 


) 

/ 


fi^g  ..EL  t  M.  EN  S 

donnera  lieu  a  une  suite  dans  laquelle  le  coefficient  d'un  terâie 
quelconque  ^.dépendra  d'autant  de  coefficic^s  immédiatement 
précédens^  qu'il  y  a  d'unkés  dans  le  plus  haut  exposanf  de  jc 
au  dénominateur,  ei|  pbsaryant  que  cette  loi.ne  çonuixrace 
à  se  manifester  qu'après  un  noilibra  de  tenues  égal  à  celui  da 
numérateur.  Les  coefiioiens 


,/ 


-% — r- 

a  a 


a      c'      V 


^ ^'     7'~7' 


par  lesquels  il  faut  miiltiplier  ceux  qui  précèdent  celui  qu'on  vent 
évaluer ,  portent  conjointement  le  nom  à! échelle  de  relouons 
Les  suites  résultantes  du  développement  des  fractions  ration- 
nelles y  ont  été  appelé^  suites  récurrentes  ,  parceque ,  pour 
former  chacun  de  leurs  termes ,  il  faut  recourir  à  m  certain 
nombre  dé  termes  précédens, 

966.  Nous  pouvons  appliquer  la  méthode  à  quelques  dévé* 

•      •  H,^   '-mmm    y** 

Ibppemens,  et  d'abord  à  celui  de — • >  qu'il  nous  importe 

de  connaître.  Nous  supposerons  donc 

îîllI-î^  =  u'«-«  +  ^tt*^*-)-  ^tt^-^-f». .......  +  if^\ 

U  —  V  '  . 

en  observant  que  pour  v  =  o,  le  développenlent  doit  se  ré- 
duire 4  ïf"*""' ,  ensorte  que  v  doit  être  facteur  dans^  les  coef- 
ficieins^^/5,  C,  etc;,  et  qu'aussi  pour  U3=Oj  le  mêm^ 
quotient  doit  .se  réduire  à  v"*"'.  L^  foirme  adoptée  satisfait  à 
ces  conditions.  Multipliant  de  part  et  d'autre  par  ïï-^v,  on 
oihtiept 


iT^-fr +av*^»»^i/**. 


d'où  résultent;  après  les  réductions,  ces  relatioi^^ 


'XAÉiaM*an«i«M 


BAieÉBRe. 


«99 


I  >» 


C  — ^1^=2-0  )  conaéqaemifaent  %  C  =  p* 
D— .Cv=:o  I  I  D=zvl 


etc. 


Donc 


7*^  — y 


.etc. 


et  conséqaemment    -, 
A67.  Supposons  que  le  polynôme 


x"-|* 


t  +  ^x"-*  +  Cx»-» Tx  +  F', 


danô  Ieiquel>7n  est  un  nombre  entier  positif,  A^  B,  C.Tety 
des  noipbre9  donnés ,.  spit  exactement  divisible  par  x  — a^ 
a  étant  un  nombre  qui  satifMt  à  cette  condition ,  et  cherchons 

le  quotient.  Nous  poserons 

•  •  •  . 


où  -^,  Bf , ,  ,y,.  7^  sont  d^  poeiEcien»  à  éVahier^ 

A  cet  effet ,  qu*on  effectue  la  multiplication  indkniée  i^ans  le^ 
second  membr%,  et. on  observera  que  pour  éomposer,  par 
exemple*,  le  terme  jc*^"  du  produit ,  il  fout  au  produit  par  x 
dn  terme  x"^"""*  du  multiplicande  >  ajouter  celui  du  terme 
suivant  x**"*  par— a ,  et  que  telle  est  la  loi' de  formation  de 
tous  les  termes  du  produit.  Gela  fait ,  on  fera  passer  tous  lés^ 
termes  de  Tidentité  dans  un  seul  membre,  et,' conformément 
au  principe  ,  on  égalera  successivement  à  «éro  le  coefficient 
4e  chacune  des  puissances  de  x  ^'  ce  qui  revient  évâeimnent 


■V 


N 


5oO  É  L  K  M  R:  N.  $^  .  . 

r  r  • 

jt  égaler  les  coefficiens  des  mêmes  pmssjuices  de  x  dana  lea 
deux  membrer  de  lldentité  qu'on  obtidiiflmmédiatemezit  après 
la  multipIicati(MX.  ^n  voit  donc  bien  çJifiremènt^  {/u'^^yarU  uno 
identité  erdre  deupo  pofynome^  ondofit^és^  j^r 'tof/pont  ait,  on 
peut  établir  des  ég/iUtés  entre  les  câe0cie^s^  réactifs  des 
marnes  puissances  de  x.  C*est  un  prineipe  qui  sera  froqaem-» 
ment  intoqué  par  la  suite.  On  aura  donc 


A: 
à: 
P 


a 

aB'i 
aC\ 


r 


d'où 


Ç«6.3FaIeurs  repoattées  en  place  à^ufy.ff. 7^  doiment 

Ja.f|Bolieiit 


Q= 


'4- a 


x*-»-L.     a» 


-+*  Ba 

+  C 


€ètfe  éxpreitàon  nous  sera  utile  par  la  suite. 

s6â.  Pour  hien  ùk^  sentir  touAe  Pimpoftaneé  et  Vikeaéaê 
da  cette  mét]iods,|iofis  TappiMltteroa»  àla  redherche  éaàé^ 
¥4oppemeat  de  (  »  '+»»>'^ ,  d abord  ikn»  W  cas  dte  t?^  nombre 
•ntier. positif.  A  cet  ^ffe^/nous  supposerons^  eonfomrànenl 
4  ïugmt  de  ta  i^étliode,    ^ 

I 


£>U  L  ô  È  tt  â  Ë.  fk)i 

ttOtls   écrivoBS  Vxitité  pour  premier  terme ,  paFcéc[iie ,  poiir 
aazsszo,  on  a  (i  +  a:)^=  i"»=i..  Où  aura 


^ar  les  coeiEci^ns  A,  B,  Ç,  etc.  doivent  être  les  mêmes  dans 
les  deox  déycdoppeihens  ^  puisque  pour  jr=:a:,  la  seconde 
identité  demnt  kpreDsôèite ,  «t  <psK  id'âilÎBiin  A,£j  C^  etc. 
ne  renferment  pas  {C.  De  ces  deaz  4éye)ofipeflMns  on  déduit 
le  suivant 

Faisaht  les  dmsions  indiquées  dans  le  Second  membre  ,  ou 
écrivant  les  quotiens  d'après  la  formule  qui  exprime  géiiéra^ 

lement  cehiî  de ,  on  aunt 


Mais  on  déduit  de  la  même  formule  cette  autre  transformatioa 
du  pro&ier  membre . 


(i4-:r)"-(i-hy)g  -y 


«)•-•  4:  (  i  +  x)"-*  (  1 -l-jr) 


»^     •       I 


■  '  '  ^  .  -  •         - 

~  lies 'féconds  membrêd  de  ces  Idënthéç  flo^rment  une  .autre 
î^çntité  ^ni  a.  lieisudan^  la^suppositicui;de  tf^^Y^  et  qiâ4«mnt 
«lors  t 


I  1  .  \>  . 


j • >.4  • 


'j#Hi:BJlti>+3€bd*^4£>x»+«tc.~?i^^i~^,  ^ 


■^  ^ 


en,  observant  quej,4aM  1^  quotient  de  ^^j^^^_^,^  Zj  » 


,         » 


il  jr  a  m  termes  depuis  le  premier  (i  -f-^)*^^  inclusiyèjiièjsl!  7 
jusqu'au  dernier  (i+<ry(i +J')"''"'  aussi  inclusiyemeiït. 
Multipliant  de  part  ^t  d'autre  par  (  i  +.?)  >  substituait  poi&r 
(i  +a:)'*  son  développement  hypothétique ^  on  trouyé 

*  •      ^  ^ 

A+      â^x-f.     3Cr*+      4Da;^  +  etc.  .'     ^    -' ' 


=  m  +  m  A 


—se 


ai*  +  etc. , 


et  comparant  les  coei&cîens'  des  puissances  semblables  de  :t  > 
on  obtient  "    .    -         . 

»•  -    -*-  -        •    —  *  • 

^«.      p^^C^— O      ^^m(m— l)(7n  — 2)    ' 


v.a^S 


A 

Dquc 


I  i>  ij' 


..\ 


i.a 


^ 


Faisant .  dans  eètte]fexinQle'ar=s±: '^^  puis  multipliant 
pairt  et  d'autre  pirna"^  >  on  aura  la 'suivante 

■  t  É      4  •  »      I  -»      J  ' 


1  .a 


V 


j-A— /o^ L  a«-^ft3  ^  ^^ 


On  observera  que /dans  l'liypot^èse_  â:==jf ,   la  formuk 

—7 — r-^TT 7 — -N*t— ^   de  Jaquelleon  a  jdéduit  les  deux.dé[ve- 

loppemens  identiques  qui  donnent  A  y  B  ^  C\  etc. ,  devient  1'. 
En  appliquant  la  méthode  exposée  dans  le  chapitre  suivanf ', 
à  l'évaluation  de  cette  fraction  ^  on.trouyera  pppr  inyaleur 

a6g.  Nous  offrirons  de  cette  formule  une  autre  démon»- 
^ration   qui  préteiite  quelques  particularitéd  remarquables- 


q'  A  L  Ô  1  É  â  Ë-  Soi 

Noué  poserons  toujours 

(  1  +  x)"»  =5  i+Ax  +  5x»  -j-  Cx'  4.  etc.  I 

d*où  résulte,  en  élevant  au  carré  de  part  et  d'autre ,  et  or« 

donnant  suivant  les  puissances  de  x, 

» 

(1  +x)^=i+2Ax+  A^\j^+aC     I  a:»  +  etc.. . . . .  .(1); 

+  slB\      +2A£\ 
mais  d'ailleurs 

(1 +0?)'"=  ((1  +  a?)")»  =  (1 +2X  +  a:»)'-, 

f  »  .  ,  ./ 

et  remplaçant  dans  l'identité  précédente  x  par  ax  «f*^»  oa 
aura  cet  autre  développement  de  (1  -|*^)^> 

(x-4-x)'«=i4-a^x-f  jé  X*  +  45  I x»  +  etc .«CaJi- 


+4* 


4-8CI 


f'  .1  .  » 


Les  seconds  membres  des  identités  (1)  et  (2)  donnent 

\  /  .i.a.3      . 

etc:  ^  >.  etc. 

Resta  ^  déterminer: le  coefiS.cient  A,  Or  utf  est  uns  fonctîoii 
de  m ,  telle  qui'eQe  ^tient  double  quand  pour  m  on  écrit  .àm^, 
ainsi  qu'on  le  voit*  en  paasanit.du  dév^lop^iei^nt  de  (i+x)T 
à  celui  de  (1  4- ci:)""- Soit. donc  .   . 

A  ==  «.4-  ^m^cm^  i-f-  i^m*  -p  ètc'.-  : 

on  aura .  d'après  cette  propriété  de  la  fonction  A , 

mûSiO^na.aussi  •- ;   ;,:   ^j  l'"*            '    r  .  :•'.   i     '        -•' 
"^  a^s=aa4^aiV4^2cm*+2rfm^4"é^c (/O* 


► 


Sq4  je  t  e  m  e  m  & 

Or  les  deux  seconds  membres  (3  )  et  (;  4)  M  peuyent  formel 

tine  identité  qu'autant  qu'on  a 

<      .  •  »  •> 

j      -•    I  "1 

a=:o;    c  =  o,    J=fco,  etc.;, 

< 
îl  reste  donc 

et  4:onséquexnment 


1.52 


Mais  dans  llijpotliièse  m=  i  ^  ce  développement  s^  réduit  i 
deux  termes ,  ainsi  que  (  i4-  a:)*"  qui  devient  i  +  a:,  et  on  a 

la  comparaison  des  coeiEciens  de  a:  ^  donne  cette  déte!nnin9.tio9 

6s=i,  donc  A^^bm:=:m* 
Ensorte  que .  ^ 


Cette  démonstration  est  eTCtr^ted'nn  ouvrage  ayant  pour  titre  : 
JEknientid'^igebradi  Pietro  Paol^,  P.  P,  délie  rnathematiche 
supérioriy  neuunwersita  di  Piza  ^  Tom,  L  Pim  DDXCIF'. 
270.  L'analyse  employée  (2G8)  nous  serviras  développer 
ia  pidssance  tti.ehtière  et  positive  4IW  iâStoitinome^  oH  d'tm 
fidffhiyme  composé  d'un  nombre  ihdéfiiS  ^  termes,'  tA  (pie 

u  =  a  +  ^"^  +  ci?*' 4-  âjd'  *-f"  etc. 

:V'^  fl  -f  *K  H-  9**  ^H  <^^4»  «*c,r. 
et  . 

tt"»  =  (o-j-ix+cx^+dx^-f-etc.)"»  ==  A+Bx+  Caf'+'Dx^+  etc. 
V"»  =i  (a^rôy  ^çy*  +^+etc.)« = ^4^4- Jy  +<y  i-^+ etc. 

Retranchant  la  seconde  identité  de  la  premi^'/ ditisânt 
la  difféténce  entre  le»  deux  jfT^mefrê  jn^pjbxBii  J^  ^u^i^ , 


b'  A  L^G  £  B  a  È-V  3o5 

ms  les  aenx  termes  du  second  menjbre  par  x  ^^y ,  un  trouyeta 

tf^T—  "^ S  +  C(x  +y)  +D  (x^+yx  +y  )  +  etc; 

Hais  la  division  donne 

u V  I  I  I  I 

Les  seconds  menlibres  de  ces  deux  identités  en  formeront  une 
troisième  qui^  dans  Thypothèse  dex^y,  deviendra 

5+aÇr+3Z>a:*4-etc.     mu"^     m(^A4-Bx+C3[^+Dxl^+etc.) . 
^+.ûca:+3»^+etc.       u   .         a-f-^x+ca::*4-£ia:^-f-elc.  * 

et  chassant  les  dénominateurs  ^  il  vient 


+  &J}I  +a5d     ^3^Z)      ^^E 
^  cB\    -hucC      -i-ScZ) 


x<-f-clc.=mW-4-  mbBix-h  mbClx* 

4-3mdL^ 


'+•  mbD 
•+'3mdB 


-+-4toc2? 
-hSmfA 


x*4-etc, 


<•  • 


Comparant  les  coeffîciens  des  puissances  semblables  de  x  ; 
on  trouvera 

aB=mbA 

2aC=:z(m-iybB'^QmcA 
ZaD=(mHi)bC+iam-i)cB +ZmdA 

etc. 

On  découvrira  aisément,  à  la  seule  inspection, de  ces'égali-* 

■'■-■•  ^ 

20 


So6  é  L  é  M  t  R  s 

tés ,  )e  inidde  tmiforiiie  de  Ineiir  composition ,  où  la  loi  suivant 
laquelle  elles  se  forment  :  cette  loi  tient  ici  lieu  du,  nombre  in- 
défiid  d'équations  dont  on  aurait  besoin  pour  éràlaer  tous  les 
coefficiéns:  or  ceîijt-ci  seronlP  déterminés  lorsqu'on  connaîtra 

le  premier  A.  En  remontant  à  l'identité 

< 

on  découvre  aisément  que  pour  x=o ,  <ui  a 

a"»  =  -/<: 

et  on   calculera  d'après  cette  valeur ,   celles  des  coefficiéns 
£,  C,  D,  etc. 

2371.  Qu'il  s'agisse  maintenant  d'étendre  la  méthode  au 
développement  de  la  .puis«anûe  fractbiiiNdre  positive  duû 
binoone  ;  0&  supposera  toujoui^ 


m 


(1 +x)»  =  1 -|-udfx+5jc*  +  Cx^  +  ^^  +  etc. , 

développement  qui  ne  doit  (â6i  >  q65)  renfermer  aucune  puis- 
sance négative  et  fractionnaire  de  a;  ^  et  dans  lequel  les 
coefficiéns  jii ,  By  C,  etc.  sont  encore  des  nombres  absolu- 
ment indépendans  de  x.  D'ailleurs  pour  x=o^  on  a 


m 


i«=:|/l«r=j/T. 


\ 


C*est  par  ce  premier  terme  f/r  que   nôixs  v^rrbhs    bientôt 
comporter  71  v^eurs^  que  h  Aévékfpipeâieiit  «àt  mUlt^le  comme 

la  fonction  nmi  développée  (i+oO";  mais  nous  ne  considé^ 
rons  ici  que  la  racine  =ri .  On  aura  de  même 


m 


(1  '^j)'hzsii*^^^Jy^^Sy^Qy^  -f.  Z))K4. 'etc. 


b*  À  L  G  É  B  R  E. 


Si  l'on  pàsê 


'ihj 


r 
m 


m 


OU 


(i+a?)"=:M";       (1+^)»=  v*; 


)n  conclura^  après  là  diyiaion  par  x^— ^, 


it*"— V* 


a*"— ^i'" 


+  D^x*  +_yx»  +J'**  +  y),  +  etc .  ; 
mais  <ï*a£Deurs  on  a  'trouvé  (a66) 

on  a  donc  cette  aut^  identité 

■  '  *      ♦ 

»  il     ni      ■■    I^S      ■■■   'i      m  '    .    I     J   l*»       !■     .>'        ■        I  '       >  f  >     tm 


«         •  < 


•  K«  '    ' 


Si  dans ,  les  deux  déyëloppemens  d^  — — 3^   on    suppose  ; 

comme  il  estpennb,  3Ç=:y,  auquel  cas  u=v,  on  obtien- 
dra llàfenGté  :  ■ 


A+!iBt4-^Ca^+4Ù3r'+tio.=^!!^Ç-=-.^ (ilf). 


Oa  déduit  dé  ta,  après  avoir  multiplié  par  u,  et  remplacé 
u"  et  u*  par  les  développemeiis  cbrrespondkns , 


m  ^  7n 


X+5C 
m 


jc^+4D  f  x^+5E  j  0:*+  etc. 
211    ^  •  ..    Tri'. 


==-^^^^u  ^B^+  "-t  €*>+  -D^n^  etc.' 


5o8  É  L  É  tt  E  SI  s 

De  la  comparaison  des  deux  membres  résultent  céa  équsktii 


n 

n     1 

• 

1  qui  donneront 

4D  +  3C  =  ^C 

- 

5£  +  4^==Jq 

1 

A^  2 

n 


£:=. 


etc< 


etc. 


La  loi  suivant  laquelle  ce3  coeffiçiefts  dérivent  les  uns  des 

antres  est;  facile  à  saisir^  ct^  sans  multiplier  ces  relations  y  on 

peut^  par  son  secoure  ^  écrire  autant  de  ces  coefficiens  qu'on 

voudra.  Si*  pour  A  y  ^  »  Ç>  etc.  on  reporte  leurs  Valeurs  dans 

les  expressions  suivantes  de  Ji,  Sy  C^  etc. ,  puis  qu'on  les 

^* 
écrive  dans  le  développement  hypothétique  de  (i+x)*,    on 

aura 


l.Sl' 


^+ 


i.a.3 


etc. 


-       t~~ — TOI "^^ 

^  formule  qui  n*est  autr^  quç  cellei  donnée  (st68),  en  y  chan- 

771 

géant  m  en--.    On   obserVéra    que   le  âéveloppe]Bient    d« 


J 


^^ 
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t-x'')'  n'est  pas  teiminé,  00  composa  d'an  nombn  fini 
'  termes ,  unà  qn^  arrive  dani  Ib  cas  de  l'expount  «n- 

I.  Cela  tient  à  ce  que  le  nombre  retrancU  de  —  dans  lei 

cteurs  ^  étant  tou]oim  entier ,  la  ditTérence  entrç  une  fractioD 
:  ce  nombre  entier  ne  peut  jamais  être  nulle.  C'est  par  cette 
■férence  que  s'arrête  le  développement ,  dans  le  cas  de  l'ex^ 
josant  nombre  entier  et  positif. 


Dana  le  cas  de  l'exposant  fractionnaire  négatif,  m.  devient 
—m,  ensorte  que  l'expression  -; ;  employée  dans  l'ana- 
lyse précédente,  se  change  en 

u-^ l^^-^l^ — y» I     /t^— a*\  _  I      /^*— v"\  _. 

mais  dana  l'hypothèse  XTxy ,  anqael  eu  u=Vf  ona  vaque 


»— — V~*_ 


«sorte  que  rappoeant 

iT' =  («  +  x)"  =  1  + -/*  +  ^JS»  +  rtc. , 

waralt 


i 


3jo  £  l  é  me  n  s 


\ 


jf  +  3*'*  :+  Cx»  +  etc.  r=s  — -  X  ^  , 
qui  xte<  di£^£lde  (M )<  cpie  paiL>le  signe  de  m.  Lea  poefficien 
^^  £f.  C^'yjetè.'  spcont  doac  oomposé&jea.-^^de  la. mêine 

manière  que  leâ  coefficiensf \/#,  B'C.  etc.  le  sont  èû-î^.  Ce- 

déye^oppfipi^al  4%e  .peut  paiS  ^tfe  t/erininé  .p*r,  te.  Wj^.«Ué-- 
guée  ci-dessus,  :  -.  .  r  ..   . 

Qn  aur9  ai^ssi  cette  formule  \ 

(P,...(«±*,-=^j.:.s|+=fc±;L)(|y 


it 


•         • 


Nous  ferons  connaître  une  démonstration  qu'à  donnée  Euler, 
ds- la  fiormiilé  (}îii^'biiiome' dai»  le  cas  ^e  m*  nom^e  frac- 
tionnaire  jM^sitif  et  négatif:  Bôur  m,  et  n  nqinl^rç^  Çfttiçrs  po- 
sitifs ,  on   a  ees  déyeloppemena 

j  •  '  »  •      »         • 

(  1  +a:)«=5i  +/u;+-ii--i-^  x*+  -i «^^^^ — J-  j?  +  etc. 

et  conséquémment  ^  -     -  . 

(i4-x)'"(i^.tr)»=  ■ 


mais 


^1  +x)'«+«=i  +(m  +  »)x+^î±^i^£i±fn.'_V 

1  .12 


^  1,3.3  ^— -^i-etc. 


D'ALCiBRE.  3lt 

li  donc  on  posa  (  i  +  «  )'"  ==/Cm) ,  (t  -f  «)'  =^W  »  «  «W« 
celte  propriété 

/C"»)  X/(«)=!/Cn».+«.). ........  ..(0, 

câractétistîqy^  de  la.  fonction  ou  de  l'expreinon  ièa\ff).ie-:pvtfj 
qui  consiste  en  ce  que  des  polynômes  tels  que  ceux  qui  sont 
repréEentés  icipar/(m)  et/(n),  étant  muHipliÉs  entre  eux, 
donnent  un  produit  composé  en  nt  +  n  epcactement  de  la  mémo 
manière  que  chftcun  des  factefirp.Xett  en  tn  du  en  n.  Si  l'on 
cbaq^  dfins  (i)  m  en  m^-ft^-^viandT* 

f(.m)xf(_n)xf(,p')^fim  +  n+p) (a): 

On  aoraït  nj|k  seUblable  identité ,  quel  que  fftt  le  nombre  des 
fonction» multipliéM  en^e  ellef  ,'et,CQn4na.ell^.,s!^t^dit  entn  ■ 
le  produit  fait  et  le  proânit  indiqué ,  elle  aura  donc  lien  poni 

un  nombre  k  de  facteurs  tels  que  /(  r  j  i  ensorte  que       • 

Kt)xfQxf(S) =/a+^+t  ••)-/«• 


a.rX.kssk;àoac 

Bt  tii^ot  depvt.et  d'astre  U.racàne.Jtj  op.  o^iwl: 

Mais  h  étant  un  oomlaM  entieret  poMtifi/(A):=(i  +x)*î 
donc 


I        _ 

Siq  É  L  é  M  E  N  5 

et  coâûne  le  signe /",  qui  indique  la  .forme  du  dévetappement 

ou  sa  composition  en  exposant ,  n'a  pas  changé ,  on  oonclu 

h 
que  la  formule  de  la  puissance  r  de  (i  4"^}>  ^^  ^^  q[iie  de- 

Tient  celle  de  la  puissance  m''"'^  en  changeant  â^n;^   cçUe-ci 

m  en  7.  On  a  donc  , 

k  i.a  i.a.S 

Passons  au  cas  de  1  exposant  négatif.  On  a  trouy^ 

•  pourn=-^7»,Qn  a/(h?+n)===(i-f a:)'^"==:(iHhx])*===i; 
donc        ■  ■    ^    ■  .... 

« 

'     /(-"»)  Xf(m)  =1,  d'oû/l:-.m)  =J(^ = (ï  +^)-"- 

Ensorte  qu'en*  changeant  m  en  -^  m  âans  le  dévjéloppeia.«nt 
defÇ^m),  on  a  celui  de  (.i+x}^"*.  La  formule  générale 
s'étend  donc  à  tous  les  cas^  même  à  celui  d&Fekposant  irra- 
tionnel auquel  on  peut  toujours  substituer  une  fra,ction  telle 
que  Terreur  soit  plu^  jietite.  quel  tout  nqmbre  donné. 

372.  Reprenons  la  formule  (iV)  qui,  dans  l'hypothèse  de 
711=3  1 ,  donne  la  racine  n*'"'  d'un  nombre  quelconque  a-|-i. 


m 


m 
sente 


Si  après  avoir  effectt^é  la.  multipliGation  par  a* ,  on  repré- 
,  par  p,  et  qu'on  désigne  par  r  le  rang  d'un  terme  j^ 
on  trouvera  ce  terme 

_/>(p-0(/'-Ta).  »  ■[>-(>-~a)]3,_.^^^. 
!.. ... .  .j, ..  • , .  .(r— 1}         a    -  *     ^ 


\ 
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it  le  suivant: 

1 r 

cnsorte  qix*un  terme  quelconque  i''*'  eat  an  suivant  dans  le 
rapport  de  i  à^^     '   'X*-»  Pour  que  la  «érie  soit  co^Yer- 

n r  f  1  6 

gente  ,   il  faut  que  le  facteur  ^  - ,  par  lequel  on  doit 

multipUer  un  termei  pour  avoir  le  suivant^  soit^  abstraction 

b 
faite  du  sîgixe,  moindre  que  Tunité.  Si  -  est  <i,  il  est  clair 

que  la  série  finira,  toujours  par  être  conveigente,  puisque  la 

dernière  valeur  de  r/"  "^    est  —  i ,   eii   observant    que    r 

r 

étant   un  nombre  plus  grand  qu'aucun. nombre  donné ,  p+i 

est  nul  vis^-vis  du  nombre  r.  Mais  elle  sera  toujours  diver-» 

gente  a  son  extrémité,  si  -  est  ^i;    ainsi  elle   ne  pourra 

être  employée  avec  sûreté.  Lagrange  fait  voir  (  Calcul  des 
fonctions  )  que  r  désignant  le  rang  du  terme  auquel  on 
veut  s'arrêter.,  le  déyelèppen^ent. total  sera  compris  entre 
ces  deux  limites  : 

o.+p6ar-'+d£=ii)i.,^+ +.J^a'^ 

1.2  '  1.2.3. . .  r 

oà 

£nsorte  qu'au  moyen  de_  ces  limites  on  est  à  couvert  des 
difficultés  qui  peuvcàif  résulter  de  la  non  -  convergence  des 
séries. 

r-  ■ 

ajS.'  Pour  accommoder  la  formule  (A^)  aux  applications 


3i4.  i  t  É  u  M,  n  B 

nomériqiies^'  nous  récrirons  comme  il  suit: 

^    •  LN?       ?f  ^^  *        n^^m    b  ,      an-^m    b        ^     V 

mi 
oà  p  représente  le  secqnd  terme  — ^,  <}  le  troisième    ternie 

»,  T,„-.-.-^    et  eînsi  tlo  suites  Quon  Mt  maintenant  i  ex« 

iraîre  1^  racine^  nf^*^'  d!un  noml>re  c(ai  n'est  pas  mie  puissance 
de  l'ordre  n  :  on  supposera -m  ::=  i ,  puis  on  cherchera  dans  le 
nombre  proposé  la  pins  grande  puissance  n  qui  y  soit  com— ' 
prise j;;  et  I^  désignant  par  a,  on  retr^chera  ce  nombre  a 
du  nombre  donné  ,  et  désignant  le  reste  par  b ,  on  aura  de* 
composé  le  nom)»re  proposé  en  deux  parties  a +fr.  Soit  par 
exemple,  à  extr^^^  à^  J^P  cent  mîHiteie  près,  1^  radna 
^xième  de  65  :  on  prendra  dans  65  le  nombre  64,  qui  est  le 
cvbe  de 4>  et  eonséquemBÉent  la  stao^me  p^issasee de  a^  en-' 
sorte  que  •-  - 

•s  •  •    •       .  .     ' 

|/as=:a,    i  =  65— G4=:i,"  m  =  i,    »=6; 

donq  déjà 

=  a  { 1 4-0,0026043^— 0,0000160 +OjOOOoooa^etc,J 
=  a,oo5i75o,  etc.- 

Qn  s'est  arrêté  au  terme  o,ooooooa,  p^cec^u^  celui  qui  suif, 
contient,  plus  de  se^  zéros,  im^iédiiitement  â' la  droite,  d^  la 
virgule,  et  qii'àinsi   il  ne  peut    influer   sur  ^l'approximation 

demfflidête.  D'^Ueiurs  la  limite  supér^eurç  «Je.  ySS  sera  don* 
née  par 

fli5o5  m    E 


A 
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«n  observant  qu'ici  r-z^^t  puisqu'on  s'arrête   aa  quatrième 

6 

terme.  Cette  limite. est>  en  eiFet^  au^dessirç^clq  (f  65^  puisque  le 
cinquième  terme  doit  diminuer  la  soiiime  des  quatre  premiers. 
Le    calcul  dq  la  limite,  i^fj^rieure  sefait  tr©i5r-l4l)qriçux. 

^74:  U  peut  cçp^d^nt  «^?jer  quç  le  nombre  b  qui  est  le 
complément  de  la  plus  haute  puissance  n'"*'  au  nombï'e  pro- 

po^é^  spit  très-p^  différent  de  a,    et  alors  la  fraction- 

est  presque  l'unité ,  et  la  série  ne  converge  pas  assez  rapide- 
ment pour  qu'on  puisse  s'eUftenir  à  un.  petit  nombre  des  pre- 
miers tpnijie^.  Yoici  le  iiio3ren  auquel  il  faut  recourir  dans  ce 
cas.  Prendre ,'  au  moyen  de  la  formule  elle-même ,  la  racine 
ji^mf  Jtt  nombre  proposé  avec  une  première  approximation  de 
dexix  ou  troiç  décimales  ;  élever  ce  résultat  à.  la  puissance  n , 
ce,  qiii,(^i^  a;  puis  écrira,  pcmr  b  la.  différence  du  nombre 
proposé  à  cette  puissance  ;  alors  b  diffère  beaucoup  de  a , 

ensorte  que  la  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  -  de- 

^ienp^txèsrconvjergenta,  et-  il  ne^faut  qu'en  calculer  un  pe$it 

nombre  de^  pr4imiers  termes* 

.  if»' 

Proposons-nous ,  par  exemple ,  de  trouver  la  racine  cin- 
^i^^^4§i.  ijSigpq  iivça»iuie<  ^proximation  de  douze décimajet^ 
oa  a 

ii^.=  iÇîqS^  ,  Uionc  a=  i&ioSi>  et  ^s=849  • 

substituant  dans  la  formule  prise  avec  deux  termes  seulement , 
on  trouvera 

5 
1/161900  =  11(1  +-^^^J=  11,0151. 

Élevant  c^  nombre  à  la  cinquième  pi^iss^nci^j  il  vient 

161931,378732020728853  que  nous  ferons  encore  =  a;  donc 

i  =  a  —  jLfix9ûo-=-3|)37&73AQ  20728832- 

écrivant  poiur  a  et  b  ces  deux  nombres  dans  la  formule  ,  on 


Si6  i  t  i  M  z  w 

troarora  onExi 

V^  1619002=  11,011573180359.'* 

I 

276.  Ce  qui  préeède  noua  eonduit  naturellement  à  parler 
de  la  formule  de  Haros ,  que  ce  géomètre  in*â  communiquéQ 
dans  le  temps. 

Représentons  par  a"  -f*  ft  un  nombre  quelconque  dont  on 
ait  à  extraire  la  racine  du  degré  n  ^  et  posons 


l/^"  +  b=:  «4-  q  ;  d'où  a»  -f  6  =s  (a  4*qf)», 
<t  retranchant  a"  de  part  et  d'autre  ^  il  vient 

*=r^f |mi*-ï  +  -~-^ û*-<7  +   ^    ^^^g ^a»r»9*+  etc. j. 

d*où  on  tirera 

ç:5= •   ■  "  >  i^'  '  ^       \';  '    N    '     ■■l^etc; 

jia"r *  H — ^î 0^0-4 — 2b^ ^ — ^  n^'^d^ 

i.a  ^  '  i,a.3  ^ 

$i  q  doit  être  une  fraction  très-petite  ^  on  pourra  négliger 
vis-à-vis  de  na^^  les  termes  qui  sont  multipliés  par  q ,  et 
on  aura  une  première  approximation  de  ^  ^  que  nQus  désir 
Ipierons  par  q^  ^  ensorte  quç 

•  4/  = >; 

'■  ■    •  ■* 

Si  Ton  prend  dans  le  dénominateur  les  deux  premieri  tetmes^ 
on  trouvera>  après  les  réductions , 

^ h     ^,  l  . 


. . i 


tt  écnyant  à^s  q  pour  q  sa  première  appros^matioii ,  il 
en  «ésultera  tine  autre  yaleur  de  q  plus  approchée  que  la 
première^  qui  sera  ^ 

0  ^^     b       -  1  , aa&     \ 

Donc 


|/a»  ±i  =  a±7=ad:: 


a/ia"±(n— i)i' 
Cette  formule  domié  pour  n=3a^.:=:3|  etc.. 

Si  le  nombre  dont  on  se  propoie  d'extraire  là  racine  cubique  , 
est  ^SirjZQ^^,  on  prendra  le  cube  le  plus  approché  en  des- 
sus, pafceqn*il  diffère  moins  du  nombre  donné  que  le  plus 
grand  clibe  inférieur^   et  le  désignant  par  €^,  on  aura 

iz3=:  4588^719,      4  =  — 9070,      a=558* 

La  formule  ci-dessus  donne 

=358  (1—0,0000659) 

*       =358x0,9999341 

=357,9^^8. 
Soit  encore  i  évaluer  ^^ 

x=|/S: 

après  aroir  tnmré  qne  |/^,  ou  ^j/i666,  etc.  |  a  poor  iee 
quatre  premiers  cbiffiree  9,768  =  a|  je  caixe  ce  nondire  ^  al 
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j'ai  7,6Si8fl4  =  ^*  <pi^  ^té  de  7,6666,  etc.  ^  donne  .pour  reste 
0,00484^66  etc.  =  b.   Donc ,  dans  la  formule  >,   le  li^int 

.  ,  donne  0,000874620036 ,  et  de  là 

^  +  ^^fb  ~  2>76%4G2096. 
»  ». 

On  peut  à  l'emploi  des  logarithmes  substituer  celui  des  for- 
mules précédentes,  lorsque  l'approximation  requise  ne  peut 
être  donnée  par  les  tables. 

276.  Nous  proposerons  la  question  suivante  comme  dernière 
application  de  cette  méthode. 

EUuit  'donnée  la  valeur  de  x  en  y  par  la  série 
x=(tyP  4-  byP^  +  cyr^^ -{*  rfyH^  +  etc.> 

dh  demande  cette  de  y  en  jt. 

Un  terme  quelcon^[ue  de  cette  série ,  ou  le  terme  général , 

•  p 

est  PyT-^1.    Or  PyP^^^  =  P  (j?  )i       ,  et  faisant*  u=yi  et 

^  =  u,  fa  série  proposée  deviendra 

or  ==  au»  +  itt«+*  +  cu*+*  +  Ja*"^  +  etc.  ; 

♦ 

à 

divisant  de  part  et  d'kutré  par  a, -et  faisant  «-r^ 2,  on  aura 

r  -  •  » 

a=u»  +  -u"+'  +  ^u"^  +  -*w"-^3+  etc (Ç). 

Comme  le  premiâ|Ul^rûie  de  la  série  est  u*,  supposons  la 
série  réciproque    ^ 

i  .    *  s  4 

u  =  a»  +  A2?-  +  Bt^  +  C;&«  +  etc (fl), 

jlyB,C^  etp.  étant  dés,coef&ciens  indéteriûinés.  Cette  valeur 


/ 


d'à  L  0  i  B  A  Ë.  ^3l9 

ï^thétîqae  de  u,  mbatitiiée  daaa  CQ}>  donnera 


Cette  identité  nous  fournit  In  égalités 


Subatitnant  dans  (A)  l«s  valeurs  àe  A,  B,  etc.  déduites  de  ces 
égalités,  remplaçant X,  uetnpar-,^  et",  fm  extnymt 
la  racine  q  des   deux  me'mbres,  il  viendra 

>=i^{(fy-^(f)' • ^ 

Si  9  =:p:=];   alors  le  retour  de  la  suite 

j!  =  oy  +  jy  +  çy3  +  rfy<  +  etc. 


3ao  é  L  É  M  E  N  8 

5i«on  avait  cette  relation 
^  ^  Cy*  -f.  yyi  -f.  J^-f-  etc.  rsox  +  ix^+cjc'-ï-  èttti 

et  qu'on  yonlût  obtenir  ^  en  a?^  ou  réciproquement^  On  8up 
poserait 

yr=.  Ax  +  Ba^  ^  Coi?  f^^  etc, 
ou.  x=:  jfy+  B'y^+  Cf  +  etc. 

et  substituant  la  valeur  hypothétique  de  j^  ou  celle  de  x  dans  lâ 
proposée,  on  aurait  une  identité  toute  en  J^,  ou  en^,  qui  fe- 
rait  conh^atre  les  coefficiens  AyB  ,Cy  etc.,  ou  A' y  ^',  C,  etc. 
en  Ay  C ,  y,  etc.  a,  4>  c,  etc.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ces 
calculs  d'ailleurs  très-faciles  à  effectuer  ,  parcequ'ils  con-* 
duisent  à  des  fonçules  peu  usuelles  et  dont  il  n'est  pas  fort 
abé*de  saisir  la  loi. 

ayjr.  On  trouvi^ra  dans  là  secondo  section  de  cet  oïlyrage, 
d^autres  applications  de  cette  méthode  aux  développemens 
des  fonctions  a*,  logx,  sinx,  coso:,  tangx,  etc.  en  séries 
ifoi  procèdent  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Dans 
ce  chapitre ,  nous  nous  sommes  bornés  atax  seuls  dévelop- 
pemens dont  nous  ayons  Besoin  dans  cette  prenûère  section  ; 
et  si  l'élève  rencontre  trop  de  difficultés  dans  l'analyse  qui 
donne  les  puissances  entières  de  l'infinitinom»,  fractionnaires 
tant  positive  que  négative  d'un  binôme  ,  et  dans  ceUe  qui  résout 
le  problème  inverse  des  séries ,  il  pourra  en  ajourner  la  lec- 
ture, et  se  dispenser  d'étudier  le  chapitre  sidvant  qui  suppose 
le  développement  du  binôme  dans  les  trois  cas. 


f 
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CHAPITRE    XXL 


Méthodes  pour  trouver  la  Valeur  vraie  des  frac ^ 
tions  xjui  deuiennent  |  dans  une  seule  hypo^ 
thèsç» 

o  1 1  résultat  tel  que  |  donné  par  deux  ou  plusieurs 
hypothèses  ^  est  le  Symptôme  d'une  indétermination,  ainsi 
quon  Ta  vu  (60,  81  ,  199,  24^,  ^4^)',  mais  lorsqu'il  vient 
d'une  seule  hypothèse»  il  admet  une  valeur  unique ,  comme 
on  l'a  observé  (60 ,  170,  ao7  ^  268)  *  Lorsqu'il  est  des  cas^e 
certaines  formules  ne  peuvent  représenter ,  on  en  est  encore 
averti  par  le  résultat  f,  comme  on  le  verra  plus  loin.  On  trouve 
(Cale,  des  Fonctions,  3'  édit.)  cette  remarque  de  Lagrange, 
qui  n'avait  p2tô  été  faite  avant  lui:  cette  expression  -^  est  toujours, 
le  symptôme  d'un  changement  de  fonction.  C'est  ce  qu'on  trou- 
vera confirmé  dans  mon  Traité  de  Calcul  différentiel  et  in-? 
tégral. 

Soit  une  fraction  cpie  nous  représenterons  pax  y ,  telle  que 

dans  laquelle  jP  et  1^  sont  des  expressions  en  as  qui  ne  ^nt 
pas  nulles  pour  une  même  même  valeur  attribuée  à  x  :  cette 
fraction^   en  y  faisant  jczzza,  devient 


PXo 


o 
o 


% 

c'est-àr-dke  que^  dans  cette  .seule   hypothèse  ^  elle  se  prt-t 


ai 


} 


^      ■  ; 
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«ente  sous  une  forme  indéterminée.  On  observera  cependant!  fei 
que  sa  valeur^  pour  x=sa,  doit  être  nulle ,  finie  ou  infinie  ,  \ 
suiyant  qu'on  aura  entre  m  et  n  Tune  ou  l'autre  de  ces  trois  . 
relations 

é 

é 

En  effet ,  qu'on  divise  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le 
&cteur  commun  de  plus  petit  exposant^  et  on  trouvera  l'un  d» 
ces  trois  résultats  : 

_  P(x— ûO«-»        _  P P 


n— m' 


et,poura?=a, 

P  P 

.   ^  y^^^  y-^iQ^   j''=ô- 

« 

Ainsi  pour  obtenir,  dans  chaque  cas,  la  .valeur  vraie  d'un^ 
telle  fraction,  on, serait  naturellement  conduit  à  chercher  I& 
plus  grand  commun  diviseur  entre  ses  deux  termes;  après 
avoir  divisé  haut  et*bits  par  ce  diviseur,  on  ferait  l'hypo- 
thèse dans  la  fraction  réduite.  Mais  outre  que  cette  méthode 
est  pénible ,  ainsi  qU'on  le  verra  bientôt ,  il  est  des  cas  dans 
lesquels  elle  n'est  pas  immédiatement  applicable.  (^Voyez  mes^ 
Zjeçons  de  Calcul  différentiel  et  intégral  à  l'Ecole  Poly-^ 
technique^. 

L'analyse  suivante  suppose  le  développement  du    binôme 

âoAs  tous  les  cas  de  l'exposant.  Soit  dontf 

fe 

y~Fx* 

*f  et  F  désignant  di^s  fonctions    ^ u  des  compositions  en  x 

qui  deviennent  nulles  en  même  temps  pour  une  valeur  par- 

,  ticuUère  de  jc,  telle  que.a;z=:a.  Pour  trouver  la  valeur  vraie. 
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02)1  £era  dans  les  detix  termes  dç  la  fraction , 

puis  diaprés  les  formules  rappelées  précédemment ,  on  effec- 
tuera les  développemens  fda  +  i),  F(a-\'i),  suivant  les 
puissances  ascendantes  dé  i.  Le  premier  terme  de  la  série 
f(a^ï)  sera  nécessairement  /à,  puisque  pourirxô,  la 
fonction  y  (a  +0  se  réduit  kfa  ;  par  la  même  raison  ^  le  pre- 
mier terme  de  la  série  F(a-f-/)  sera  Fa.  Or  pour  a:=ff, 
on   a,  '  d'après  la  supposition,'  ' 

fa=:zo,        jFa=:o, 
et  conséquemment  ce  développement ,    * 

f  ja  +  i)  ^Ji''  +  Bi^  +  ClP  ^  etc.  , 

F(a  + 1  )       j^iT+ffi^  ^  cC'^  etc.  '  "        / 

dans  lequel  A^fi  ^  C,  etc.,  A  ^  B\  C  ^  etc.  sont  des  fonction» 
de  la  lettre  x ,  ainsi  qu'on  le  verra  sur.  des  exemi^les-  pa>"ticu— 
iiers  qui  d'ailleurs  confirmeront  la  forme  générale  adoptée 
ci-dessus.  Alors  suivant  qu'on  aura 

A.  • 

oa  divisera  haut  et  bas  par  i'*,  1/71  =  i^a,  i"*,  et  il  viendra 

i  »  • 

/  (a  +  i  )   '  Ai^-^  +5i"~'*+  été. 


0«.)... 


F(a  +  0        ^»+.  ij'i-/*.  +  etc. 


(a».)  :  fSi±}l = ^  -f  g»-"-  + 


ete. 


F(a  4-  O       ^^  BiT*^  + 


etc. 


où  tous  les  expotans  sont  positif:  faisant  i=o,  pour  en  re-r 
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I  *    ■  fa 

venir  à  la  yaleuf  particulière  a?  ==  a,   et  à  la  fraction  ^ 

qu*il  8*agit  d'évaluer,  on  trouvera 

jr=o,       y'='jf>     0^=00, 

Cette  méthode  s'étend  à  tous  les  cas,  et  nous  rappBqne- 
rons  à  quelques  exemples. 

On  sait  (307)  que  la  somme  de  n  termes  de  la  progrès^ 
sion  par  équi-quotiens 

i+x  +  xf  +  oi?  + +  x"-'. 


_^x 

M 


1  ■^^1" 

est .  Pans  le  cas  de  x  =  i ,  cette  Siomme  doit  devenir 

1  +  r  +  1  +  1  +  etc.  =  71  ; 
cepeudafnt,  poœr  cette  valeur  de  x,  on  trouve 


•  1  -^  X        cîî 


-        -   t 


Pour  obtenir  la  vraie  valeur  de  cette  fraction,  on  posera  donc 


*A    i  .^  ^  i 


d'où  résulte 


=  ' — ■  •  ■   -        ^        .        ■    -  : 


l  —  X 


divisant  haut  et  bas  par  i  et  faisant  ^3=0,  pour  en  revenir 
à  x=i  j  on  obtieat 


1 — X* 

=  ir. 

1— ^a? 
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Héprenons  encore  la  valeur 

trouvée  (258)  et  qui  devient  |  pour  p= cf.  On  fera,  con- 
forménieut  à  la  règle  > 

tl'où  resuite 

Or 

yT+di^d  +  ii+i^P, 

^  P  étant  une  série  donnée  par  l'extraction  ^e  la  racine  con-? 
tînuée.  Substituant  cette  valeur  du  radicsd  .dans  x,  et  ré- 
duisant^ il  vient 


«s=fta-po=5 


en  faisant  i=3  0. 
La  fraction 


y~- -^ 


âeTÎefat  I  pour  xs=a.  Si  on  écrit  a-f-i  pour  x,  on  aura 


i» 


posant  i  =  o,  pour  en  revenir  à  X'sza,  on  obtient 

t 

Qu'oa  ait  tticore  la  fraction 
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'''"  V/x*— a*  ' 

dont  .on  demande  la  va'Ieur  vraie  pour  xz=za  y  suppositîoiz 
dans  kquelle^=:|.  0n  fera^onc  x=a-|-  £,  et  le  numé- 
rateur devient 

— -  r 

V/a  +  i—  i/â+  V/^=  l/*  +  - — 7=:+ etc. 

2  K  û 

et  le  dénominateur 

V^î  (2a+ i)  ==  ï/aai  + —•^îL^f- etc. 

ayza 

Ensorte  que 

l/i  H T=  4-  etc.  .  . 

/•(g-fO_  sj/g 

■  i/2a.V/t  +  -^i=  +  etc. 

et,  après  avoir  divisé  haut  et  bas  \/T, 

1  +  -^ — =  +  etc. 

/t^  +  ^")~Vaa+~i=  +  etc? 

2  V^2a 

Faisant  i  =  o ,  on  est  ramené  à 

^  =  77=-  * 

V  2a 

Dans  plusieurs  de  ces  exemples ,  les  développemens  yj^a+0> 
jF(a  +  i)  procèdent  suivant  les  puissances  fractionnaires  de 
i  :  c'est  d*après  cette  considération  qu*en  général  nous  les 
ayo]is  stipposés  tels. 


On  pourrait  poser 

/(a -f  i]  ""  A" -f  ^'i  +  Ci»  +  D'i^+  etc. ' 

car  quoiqae  ces  déyeloppemens  paraissent  avoir  moins  de 
généralité  que  ceux  que  nous  avons  adoptés  plus  haut,  ce- 
pendant.comme  il  conduisent  au  même  procédé  de  calcul  pour 
chaque  expression  fractionnaire,  on  sera  rappelle  par  l'ap* 
plication  de  la  règle  ,  aux  deux  développemens  convenables. 
Les  premiers  termes  Aetjf  Boûtfa  et  Fa,  parceque  pour 
i=o,/(a+i)  et  F(fl  +  ï)  se  réduisent  à  /à  et  Fa;  en- 
sorte  que 

/(fl  +  0  _  B'i+Ci^+iy?-^ etc.  , 
F{a  +  i)  ""  Bi -^Ci^+ïyi^+ ttc,  ' 

en  divisant  haut  et  bas  pa#i ,  puis  faisant  i  =  o ,  'op  passe  ^ 


Si  B  et  V  sont  nuls.*  on  a  encore -4r- = '"•  Mais  alors  qu*on 

P€L  O 

porte  ces  valeurs  de  B  et  W  dans  les  développemens,  puis 
qu'on  divisise  haut  et  bas  par  i ,  et  on  aura 

^(g+,0  —  C  +  1^i  +Ei*  +etc. , 

et  pour  ï  ==  o , 

fà  _C 

Mais  si  Von  suppose  encore  C=o,  Cf  z=zo  ^  les  développe-* 
mens  précédens  deviendront  par  la  substitution  de  ces  valeurs 
et  la  division  par  i, 

/(g  +  f)  _  D  +Ei^Fi^  +  etc. 
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Il  n'est  pas  à  craindre  qu'on  ait  indêfimment* 

Bàsày     C  =  o,    P  =^a,    F^ô,  etc; 
^'  =  o,    C=o,    ly^o,    F'^o,  etc., 

car  alors  on  sefait  conduit  à  ces  deux  conséqaenceà  absurdes 

i  restant  indéterminé ,  ou  ne  rec^yai^l^  aucune  .val^iur  Qunxé- 

TÎqoe.  Donc  off  ne  peut  aVôîr  indéfiniment  ^r-  =  -i  et  con- 

séque^ment  on  parviendra  tôt  ou  tard  à  une  yalewr  yrne 
Qu'on   ait^    p^r  exemple^  à  évaluer  la    fmction. .  »... 

j —     _,  '.vs — ^-^^j  ?wi  «§t  te  terme  fompiatoire  de  la 

juite  1  -j^ax  4-  j^aî^-f-, .  ,7Wff"""* ,  «tqui  devient  |  pour  a:=xi 
on  fera  a?  =  x  +  £,  dont  la  substitution  donnera 

n — (71+  i)4- 1       ^/î(«-}^  i)— ii(/i-(-  i) J  j 

Les  deux  premières  fractions  sont  liuUeS  par  lès  numérateurs  » 
indépendamment  de  f  ;  on  les  supprimera  donc,  puis  diyisant 
par  i*,  et  faisant  i=o,  on  tombe  enfi#  sur  cette  ^eij?:  vjai^ 
de  la  proposée 

u  "^       a       * 

qui  est  la  somme  de  n  termes  de  la  suite   par  différences 

égales    1+2+3 +7»,  laqi^elle    est  ce*  que  devient  la 

suite.  1  +ax+3«*+ .....  na^-}  pour  x'^  i . 
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Si  l'oo  a 

P  et  Q  étant  des  expressions  en  x  ^  et  qu'une  certaina  valeur 

N 
de  X  donne  jP  =  o,  Ç=s  — ,  on  fera 

•7î=±,d'où  Q  =  .l-; 
et^  dans  la  mêma  hypothèse ,  R  deviendra  -^  =  o  ;  donc 

Supposons  enfin 

P  et  Q  ayant  mêrat  acception  que  ci-dessus  :  si  pour  une 
même  valeur  de  x,  chacune  des  fonctions  P  et  Ç  devient 
infinis I  nécessairement,  si  elles  sont  algébriques ,  c'est-à-dire , 
si  elles  ne  renferment  pas  de  logarithmes^  d'exponentielles  i  de 
lignes  trigonométrique»  etc.^  P  et  Ç  seront  des  fractions  dont 
les  dénominateurs  seuls  deviendront  zéro  dans  Thjrpothèse  dont 
s*agit  :  si  on  les  réduit  au  même  dénominateur ,  et  qu'on  ajoute 
les  deux  fractions ,  on  en  aura  une  qui ,  pour  la  même  valeur 
de  x^  deviendra  f  ;  et  dont  on  saura  assigner  la  valeur  vraie. 

279.  Nous  croyons  nécessaire  de  poser  ici  un  principe  qui 
trouve  souvent  son  application ,  et  que  nous  avons  déjà  em- 
ployé (page  283)  :  Lorsque  le  symbole  ^  ou  00  entre  dans 
une  expression,  on  doit  négliger  vis^à-'vis  de  lui  tous  les 
termes  Jinis  avec  lesquels  il  se  trouve  combiné  par  voie  d'ad- 
dition ou  de  soustraction,  parceque  00  étant  la  limite  des 
quantités  croissantes  ,  on  ne  peut,  sans  contradiction,  ou 
sans  absurdité ,  supposer  cet  infini  augmenté  ou  diminué  par 
la  présence  de  ces  termes  finis.  On  soit ^  par  exemple  ^  que 
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Tangle  d  extérieur  à  un  triangle ,  est  égal  à  la  somme  des 
deux  angles  intérieurs  opposés  que  nous  désignerons  par  et 
et  tf^  ;  on  a  donc 

*  tang *'  =  tang  (4+0  ^^^±^^, 
°  D  \     I      /       j — ^tangflfc.tang*. 

Soit  ct^=ioo^9  ou  tang  «"=00^  et  conséquemment 


,        tanffflfc+oo  00  1 

tane;<t'= 2 — î = ■. :=, • 

°         1— tangAXoo       — tang«Xoo      —tang* 

d*où  Ton  déduit  cette  relation  connue 

1 

tangce.tangflt'-l*  1  =0^ 

et  usitée  dans  l'application  de  1* Algèbre  à  la  Géométrie.  On 
remarquera  de  plus  qu'on  a  divisé  .fe  numérateur  et  le  dé- 
nominateur par  00  ou  par  Tinfini,  ce  qui  est  encore  permis. 
II  àera  facile  et  avantageux  de  confirmer  ce  principe  par 
plusieurs  exemples.  Il  résulte  encore  de  cette  notion  que  la 
différence, entre  deux  infinis  peut-être  une  quantité  définie  ou 
assignable  ^  comme  on  Ta  vu  (  pag.  a4^  ). 
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CHAPITRE     XXI  L 


De  la  composition  des  équations  • 

a8o.  jLiN  traitant  la  question  des  annuités,  et  supposant  con-' 
nus  le  capital ,  l'annaité  et  le  nombre  des  années  y  auquel  cas 
il  restait  à  'découvrir  l'intérêt  pour  cent ,  nous  ayons  été 
conduits  (pag.  176)  à  cette  forme  générale  d*équation 

Ai""  +  i?t«-*  +  Ct»-*  +  Z>i— 3  + +  ^=  o. 

Parmi  les  solutions  comprises  dans  les  tableaux  (a6o)/  noua 
rencontrons  encore  des  équations  d'un  degré  quelconque.  La 
résolution  des  équations  des  degrés  supérieurs ,  n'est  donc  pas 
une  vaine  spéculation ,  une  recherche  de  pure  curiosité.  Pour 
conserver  la  notation  adoptée  ,  nyus  représenterons  l'inconnue 
par  X  »  et  supposant  que  la  plus  haute  puissance  de  ;c  ,  que 
nous  désignerons  par  m,  ait  l'unité  pour  coef&cient,  nous  au^ 
rons  ce  type  général  des  équations  de  tous  les  degrés^ 

a:«+ urfx«-*  +  J?a;«-^  +  Cx"--3  + .  _  .4. 7b+ ;^==o . . . (1)  ; 

A^  B  yC, .  .T  y  V  étant  des  nombres  donnés  par  la  question. 

â8i.  Oq  appelle  racines  d'une  équation ,  les  nombres  qui 
substitués  en  place  de  l'inconnue ,  réduisent  le  premier  membre 
à  zéro ,  bien  entendu  que  tous  les  termes  soient  dans  un  seul 
membre,  ainsi  qu'il  arrive  dans  la  formule  précédente.  Ici^ 
comme  nous  l'avons  déjà  observé  ,  le  motraciae  n'a  plut 
même. acception  qu'en  arithmétique.  Résoudre  unf  équation, 
c'est  en  chercher  toutes  les  racineSt 
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âSs.  '  Toutes  les  {>ropriétés  des  équations ,  reposent  tnxr  cette 

proposition  :  Si  l'an  représente  par  a  une  racine  de  l'equatîon 

(i)  ^  compris  le  signe,  le  premier  membre  sera  exactement 

divisible  par  x — a.  En  effets  désignant  par  Xle  polynôme 

qui  forme  le  premier  membre  de  Téquation  (i) ,  on  pourra 

toujours  pousser  la  division  de  X  par  x  —  a ,  jusqu'à  ce  qu'on 

parvienne  à  un  restp   il  Adépehdant  de  x  ,  puisque  le  di^ 

viseur  est  du  premier  degré  en  jr,   ensorte  que  représertant 

par    Q  le   quotient  correspondant ,  on  aura    cette  identité 

(a64) 

X=Q(x  —  a)-i-R (a). 

Or,  par  h]rpothèse,  a  pour  x  réduit  le  polynôme  Xà.  zèmi 
la  même  substitution  donne  évidemment 

Q^x  —  a)  =  o; 

donc  on  aura  nécessairement 

donc  la  division  se  fait  sans  reste.  Il  est  facile  de  voir  que 
cette  conclusion  n'a  plus  lieu  lorsque  a  n'est  pas  une  racine^ 
parcequ'alors  le  polynôme  x  ne  se  réduit  phis.  à  zéro  ,  et 
qu'il  devient  en  a  ce  qu'il  était  en  x,  ensorte  que  si  on  le 
désigne  par  ^^  on  a 

d'où  Ton  conclut  que  le  reste  indépendant  de  x  dans  la  di- 
vision de  X  par  x^^Op  lorsque  a  n'est  pas  une  racine,  est 
ce  que  devient  -Y  en  y  changeant  x  en  a. 

Réciproquement ,  si  le  premier  membre  d'une  équation  est 
exactement  divisible  par  x-^a,  a  est  une  racine»  En  effet 
on  a^  dans  cette  hypothèse,  l'identité 

X=Qix-a), 
qui^  pour  a:=:a>  donne 

donc  a  )est  une  racine. 


% 
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EnEn  si  le  premier  membre  n*est  pas  divisible  parar— a, 
comme  alors  on  peut  parvenir  à  un  reste  indépendant  do 
œ^  que  nous  désignerons  encore  par  R,  on  aura  Fidentité 

«nsorte  qvte  pour  x=o^  il  viendra 

A  =  R, 

A  étant  un  polynôme  en  a  déjà  défini. 

1283.  Nous  allons  présenter  la  chose  d'une  manière  un  pen 
différente.  Le  nombre  a  représentant  toujours  une  des  racine» 
de  Téquation,  y  compris  le  signe,  donnera  par  sa^substitu^ 
tion  dans  (i)  ^ 

fl»  +  ^ô*-»-f  5a"»-*+Ca'"-«+. . .  .  +  Ta+  ^=0. .  .(3), 

d*où  Ton  dédmt 

y=—  (o*  +  >#fl— »+5a*-*+  <V-»+. . . . . .+ T'a); 

Substituant  cette  valeur   de  ^  dans  (1),  et  effectuant  les 
réductions^  il  viendra 

+  r  (X — a)  =  G :. . . .  (4) . 

•   •  •   • 

Or  m  étant  \xn  nombre  entier  et  positif,   on  sait  (a66)  0|t, 
par  la  division ,  que 

on  aura  donc   aussi 


etc. 
Ajoutant  toutee' ces  identités,  et  observant  que  le  premier 


• 
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membre  de  (4}  est  identiquement  le  même  quecelni  de  C^J^ 
puisqu'il  n'est  autre  que  ladifiFérence  entre  le  .premier  membre 
de  (  1  )  et  celui  de  (3)  qui  est  nul  de  lui-même ,  on  obtiendra 
cette  propriété    • 

(5) x^^+jix^-^  +  Bx^-^  + +  Tx  +  F^ .  .  - 

(a;  — a)  {af^'  +  J'oT'^  +  B'jf^  + +  7^), 

les  coelficiens  jf,  B', 7"  ayant  pour  valeurs  (267  ) 

ff  =  fl»-f  Aa  +  B 
C^fi^+Ad'^'Ba+C 


» 

Qu'outre  la  racine  a,  il  existe  un  nombre  b  qui  satisfasse  à 
4'équation  (  1  )  ,  il  réduira  nécessairement  à  zéro  le  second 
membre  .^  l'identité  (5),  c'est-à-dire,  le  polynoine 
JP"^'  +  ^x^*  + +  3^,  ensorte  qu'on  aura 

x^-'  +  jfjf"^+ +  7^  = 

où  les  ooçfficiens  A",  B'...:T"  sont 

B'z^b'+J'b+B' 
■'.   €»  =  iî+^i'  +  ^  +  C 


Ensorte  que  le  premier  membre  de  (i)  devient 
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£n  continuant  le  même  raisonnement,  oxi  prouvera  que  si 
c,  d,  6,  etc.  sont  d'autres  racines  de  l'équation  (i)  ^  son 
premier  membre  sera  divisible  exactement  par  le  produit 

(x— a)(x  —  i)(x  — c)(x-^d)(x^e)  etc. 

On  yoit  que  si  b=a,  le  second  membre  de  (4)  deviendra 
bien  nul  par  le  multiplicande  x — a ,  piais  qu'aussi  le  multipli- 
cateur x'""'*+. ....  .-f-  7"  se  réduira  à  zéro  dans  la  même 

hjrpothèse,  puisqu'il  contient  l'autre  facteur  x— 6=x— a; 
conséquemment  l'hypothèse  des  racines  égales  ne  modifie  en 
rien  l'analyse  précédente. 

Le  nombre  a  n'étant  plus  supposé  une  racine  ,  on  n'aura 
plus 

F'zz'^iar  +  Jar-'  + H#3Tb), 

ensorte  que  le  résultat  (4)  et  les  conséquences  qu'on  en  dé- 
duit ,  cesseront  d'avoir  lieu. 

a&4'  ^1  résulte  donc  de  te  qui  précède  >  i^.  qu'un  poly-* 
nome  n'est  exactement  divisible  que  par  l^  facteurs  simples 
correspondant  à  ses  racines  ;  a**,  que  la  décomposition  d'un 
polynôme  en  facteurs  du  premier  degré ,  se  réduit  à  la  ré'-' 
solution  d'une  équation  donnée  par  ce  polynôme  égalé  à  zéro , 
cest^-dire  y  à  la  recherche  des  racines  de  cette  équation;  on 
aura  bien  soin  d'observer  que  les  seconds  termes  des  facteurs , 
sont  les  racines  prises  en  signes  contraires  ;  3®.  que  si  ton 
découvre  d'une  manière,  quelconque  la  substitution  d  faire 
pour  une  lettre  dans  un  polynôme,  à  l'effet  de  le  rendre 
nul,  cette  lettre  moins  la  quantité  substituée,  sera  un  di- 
viseur exact  du  polynôme.  Nous  ferons  dans  un  des  cha- 
pitres suivans ,  un  fréquent  usage  de  ce  principe. 

'^85.  Une  équation  ne  peut  admettre  plus  de  tacines  que 
T exposant  de  son*  degré  ne  renferme  d'unités.  En  effet ,  si 
une  équation  du  degré  m  pouvait  être  satisfaite  par  un  nombre 
de    raçjues,   plus    grande  que  771  ^  un  polynôme  du  degré  771 
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résulterait  donc  d'xm  nombr:e  de  facteurs  simples ,  plus  grand 
que  m,  ce. qu'on  ne  peiit  supposer.  Toutes  les  conséquences 
précédentes  résultent  de  l'hypothèse  qu*une  équation  admet 
'.une  racine^  proposition  qui  n'est  pas  démontrée. 

(  286.  Jusqu*ici  nous  ayons  supposé  les  racines^  et ,  pour  cha- 
cune d'elles  ^nOtis  avons  conclu  l'existence  d'un  facteur  formé 
de  l'inconnue  moins  la  racine.  Nous  allons  maintenant,  d'après 
iMgrange ,  présenter  la  chose  d'une  manière  interse.  L'es- 
prit du  calcul  algébrique^  dit  ce  géomètre,  qui  est  indépen- 
dant des  valeurs  particulières  qu'on  peut  donner  aux  quanti- 
tés,  permet  de  regarder  tout  polynôme 

comme  formé  A  produit  d'autant  de  facteurs  simples  x^a, 
x^b,  oî— c,  etc.  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  .m  du 
degré  de  ce  polynôme ,  considération  qui  fournit  cette  identité 

^^^^^m-i^2?ir"»-^^-f .. .-H;^:^(a>-^) (j;— ft)(a?-^c)  etc. . .  (7), 

laquelle  doit  avoir  lieu  indépendamment  fje  toute  valeur  de  x. 
C'est  uniquement  dans  cette  tr^nsfpirm^^tiQU  des  po^omes 
que  consiste  la  théorie  ^es  équations.  Les  relations  que  nous 
allons  découvrir  entre  les  quantités  a,  b,  c>  etc.  et  lès  doelfi- 
ciens  A,  B^  C,  etc.  constituent  les  propriétés  générales  des 
équtitiona.  Lors  donc  qu'on  fait  l'hypothèse  précédente  >  il 
reste  à  déterminer  les  quantités  a^  3^  c,  etc.,  ou  les  seconds 
termes  des  facteurs  ^  d'après  la  condition  que  l'identité  posée 
ait  lieu.  Ainsi  dans  cett^  analyse ,  on  suppose  les  facteurs , 
ejt  on  conclut  les  racines.  Si  l'on  effeotue  les  multiplications 
indiquées,  et  qu'op  compare  le»  coftfiBkii^ns  des  manies, puis- 
sances de  X,  on  aura  ces  relations 
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(i*^...^.=:  — (a  +  A  +  c-^  d+etc.) 
(a*) . .  .B  =  +  ab  +  ac  +  ad  ^  etc^ 

+  bc  +  W+etc. 

-|-  cd  +  etc. 
etc. 

(3*»]) . . .  Ç  =  — •  (aie +ai<î+ etc.  4-flcd+etc.  +Acd-f-etc.) 
^  etc.  \ 

(m**).  .,F-=^±  abcde  etc. 

• 

^  ayant  le  signe  -|-  lorsque  m  est  an  nombre  pair ,  et  le 
signe  — ,  si  m  est  un  nombre  impair,  .bien  entendu  que  les 
seconds  termes  des  facteurs  binômes  soient  affectés  du  signe—, 
ainsi  qu'on  le  suppose  dans  ce  calcul.  Reste  maintenant  à 
déterminer  ces  quantités  a,  b,  c,  etc.  A  cet  effet  on  multi- 
pliera (i**)  par  a"*""' ,  (O  par  a"*"',  la  pénultième  équation 
par  a,  et  faisant  la  somme  de  ces  produits  et  de  (/n**),  on^ 
trouvera  '  • 

—  a"*  =  A(f^'  +  Bt^-^  +  Ca'^'^-h. ......  +/=^, 

d'où  résulte 

Si  on  traite  les  mêmes  équations  par  rapport  à  6  ,  à  c ,  etc. , 
exactement  de  la  même  manière  qu'on  vient  de  les  traiter  par 
rapport  à  a ,  on  parviendra  à  ces  résultats 

t«-f-  Jb^-'  +  Bb'^-^  +  Cb"'-^  + +  ]ris=io, 

c"  +  ^c"»-»  +  ^C"-*  +  Cc"'-^  + +  /^=;o, 

etc. 

Maïs  ces  éq]uations  ne  sont  autres  que  la  proposée  dans  laquelle 
on  aurait  substitué  successivement  a,  b^  c,  etc.  ponr  .r.  Donc 
ces  seconds  termes  a,  b,  c,  etc.  sont  autant  de  racines. 
Nous  croyons  utile  d^  répéter  cette  analyse  sur  une  éçuatioa 
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d*ua  degré  défini ,  telle  que  la  suivante 
en  supposant 

•o  trouyera  * 

^  ==  a6  +  ac  +  &4? , 

Or,  d'après  le  procédé  indiq;ué  précédemment,  on  possède 
ces  équations  aux  suivantes  :         • 

aB  =  a*6  +û*c-|-aic. 
dont  Taddition  donne 

On. trouverait  de  même 

c3  +  Ce*  +  ^c  +  C  =  a. 

» 

jaS/.  On  peut  donc  conclure  maintenant  des  équations  (i*.)^ 

(  fl®.  )  ,  (3®.) (m*^.  )  y  et  de  la  propriété  des  seconds 

termes  a^  b ,  fi,  etc.  des  facteurs,  de  satisfaire  au  polynôme 
qui  en  <eat  le  produit .: 

1^.  ^Çue  ie  coefficUnt  du  second  t$rme  de  toute  équation 
complète ,  pris  en  signe  contraire  ^  est  la  somme  de  toutes 
les  racines  ; 

'     Qf*.  Que  icelui  du  troisième  terme  esi  la  somme  des  produits 
différens  -de  toutes  les  racines  tmiltipliées  deux^  d  dewic/ 

■  3*.  Çu9  ^kd  du  -quatrième ,  pris  w  signe  'CQnêraiiee  ^  est 
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la  somme  des  produits  dijfçr^m  ^sî  rawines  n^i^lfipliées  trois 
€2    trois  ;  etc. 

Qu'enfin  le  dernier  terme ,  pris  en  signe  contraire ,  est 
le  produit  de  toutes  les  racines ,  lorsque  f  équation  est  de  degré 
impair  ;  dans  le  cçts  contraire,  /ç  produit  ^es  racines  étant  da 
même  signe  que  c^lui  de^  seconds  termes  des.  f^çp^^^?  «  ^^* 
dernier  t^pie  ^st  le  produit  (fes  rqcii}^. 

De  là  suit  :  i^.  que  dans  une  équation  qui  manque  de 
second  terme ,  la  somme  des  racines  positives  est  égale  à  cellp 
des  racines  négatives. 

a®.  Que  si  l^  dernier  terme  ma^ue  dans  une  éqi^qtion  ^ 
l'une  des  raçi(ies  est  nécessairenienf  nulle* 

Récîprpqqemcnt ,  si  l'une  du  r<fcines  est  nulle,  léquatiti^ 
manque  du  terme  tout  connu.  , 

En  effet  une  équation  ne  peut  être  satisfaite  par.o:  — o," 
qu'autant  que  tous  ses  termes  sont  multipliés  ,par  x. 

a88.  La  solution  de  cette  question  :  connaissant  la  somme 
p'  de  quatre  quantités  inconnues  x,y,  z  et  v,  celles  p",  p*,  p*T 
de  leurs  produits  dijferens  deux  à  deux ,  trois  à  trois  et  le 
produit  des  quatre ,  déterminer  chacune  des  inconnues  ,  ra- 
mène aux  compositions  déjà  démontrées  des  coefficiens  en 
racines.  Traduisant  cetta  question  ^  on  est  conduit  à  ces  quatre 
équations 

00  +y  +  z  +  V  =p' (0, 

ay  -{-xz-j^xv  --{-yz  +^v  rf-  zv  =p" (a) , 

xyz  +  xyv  -\-  xzv  '\-yzv  =  p"' (5), 

xyzv  =  p*^ (4)- 

Qu'on  multiplie  maintenant  la  première  par  x^,  la  seconde 
par  X*,  et  la  troisième  par  x  ,  puisqu'on  ajoute  toutes  ces 
équations  en  les  prenant  alternativement  soirs  les  signes  -f- 


34o  i  L  é  M  E  N  s 

«t  —  ,  et  011  parviendra  i  la  suivante 

a:f  =  pV  — .  p*x* -f  p'x  — p"^  ; 
d'où  «♦ — />V  +  pV  —p'x+p'" (5).' 

On  obtiendrait  des  équations  ab^lument  semblables  pour  cha- 
cune des  autres  inconnues  z,  y  et  v,  partant^  la  précédente 
doit  donner  en  même  temps  les  valeurs  des  quatre  inconnues  ; 
et;^  en  eiFet,  toutes  ces  inconnues  étant  combinées  exacte* 
ment  de  la  même  manière  dans  les  quatre  équations,  l'ana- 
lyse les  évalue  toutes  en  même  temps,  ce  qui  n'aurait  plus 
lieu,  si  ces  inconnues  n'entraient  pas  toutes  de  la  même  ma- 
nière et  le  mêihe  nombre  de  fois  dans  ces  traductions ,  6u  si  ^ 
après  avoir  échangé  l'une  dans  l'autre ,  ces  équations  n'étaient 
pUis  les  mêmes  après  qu'auparavant.  On  vDit  ici  que  les  nom- 
bres p',  p",  p^,  p»^  définis  dans  l'énoncé,  se  comportent  dans 
l'équation  (5)  ,  de  manière  à  rendre  les  conclusions  obte-» 
îiues  (287).  . 


■mim^m^wm 
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CHAPITRE    XXIIL 

-  f  ' 

t 

Transformation  des  équations}  évanouissemerfl 
des^  termes  intermédiaires  ;  abaissement  de 
quelques  équations. 

1; 
^       L  est  naturel  de  penser  que  le  degré  d'une  équation 

restant  le  nuime^  sa  résolution  sera  d'autant  moins  laborieuse^ 

que  son  pcétn^er  membre  renfermera  moins  de  termes.   On 

8*est  donc  proposé  cette  question  :  étant  donnée  une  équation, 

la  transfornpr^  sans  en  connaître  les  racines,  en  une  autre  d'un 

moindre  nombre  de  termes ,  ou  dont  les  racines  aient  avec 

celles  de  la  proposée ,  une  relation  donnée.  La  résolution  de 

cet  énoncé  est  u^rpréliminaire  indispensable.  Nous  ferons  con-« 

naître  aussi  quelques  classes  d'équations^  peu-  étendues  à  la 

vérité ,  qui ,  indépendamment  de  la  connaissance  des  racines  , 

peuyént  être  décomposées  en  deux  facteurs,  ou  réduites  à  deux 

et  à  trois  termes.  * 

sgo.  Soit  l'équation 

x^+^.r™-'+j5.i;»'-»+  Cx«^+ -{^Tx+F^o. . . . (i)  : 

on  propose  de  la  transformer  en  une  autre  dont  les  racine» 
soient  toutes  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée  d'une 
quantité  hl  Si  Ton  représente  par  y  la  nouvelle  inconnue  ,  on 
aura  par  là  condition  de  la  question  ^ 

j^  rqc  a?  +  A  ;   d'où   x  =y  —  A (s). 

Substituant  dans  (i)  y — A  pour  x,  on  obtiendra  la  transforT- 

xuée 


1 
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:=y^  —  ^^ 


*--  (m*— 1  )  -<^A 


,m— a 


m 


m 


fit  d 
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-"H^^Bh 


+.C 


ym-3  ^etC (3), 


J      • 


dont  les  i^citris^  y  sDfpfts^At  de  ia  qtiantité  hx^eUsB  ûe  la  pn?- 
posée.  Le  nombre  h  éiam  etfoore  Ârbinraifë  y  ^5qa*on  n'a 
•rien  prononcée  snr  raà'gkûeiitflfion  de  t;haeutae  dfe«  racines ,  «n 
]^eut  le  défétâiinér  par  te  condition  <}tiè  l«  cfôifBcienft  d'un 
des  terhiés^^ë  (3)  êe  rédoiië  à  kêro  :  dn  âttm  donc  >  potor 
faire  dî^âtàître  le  Xècoiïd  ferinè,  par  el^Efiùpiè , 

.         •     .    m  ^       m 

En  effet,  d'après  la, relation 

y=x  +  h, 

A  ,       '   ,'  ,       A 

et  cette  valeur  A  =  —  -,  chaque  racine  x  étant  augmenté  de  — , 

Tïi  '  m 

la  somme  des  m  racines  sera  augmentée  de .ou  de  ^  ,   et 

comme   cette   somme  ^^S^}  est  =— ^,  celle  des  racines 
de  (3),  sera  '•    .       ' 

^  Ai^A^o, 

•  « 

ce  qui  explique  la  dispàrution  dii  second  ternie. 

On  déduit  de  là  cette  règle  pour   faire  évanoidr  le  ise- 
cond  terme  d'une  équation  :  il  fiait,  au  lieu  de  l'inconnue^ 
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substituer  une  noui^elle  inconnue  augmentée  du  coefficient  du 
second  terme ^  pris  en  signe  contraire,  et  divisé  par  findioe 
du  degré  de  l'équation. 

Pour  opérer  réyanouissement  du  troisième  terme ,  on  po- 
serait / 

m. A»— .(w— i)^A  +  Jî=o; 

et  pour  avoir. A  ^  on  aurait  à  résoudre  une  équation  du  second 
degré.  La  valeur  de  h  propre  à  faire  disparaître  le  quatrièiM 
terme  serait  du  troisième  degré ,  et  ainsi  de  suite  ;  ensorte 
que  l'évanouissement  du  dernier  terme  dépendrait  de  la  réso- 
lution d'une  équation  en  h  de  même  degré  que  la  proposée. 
En  effet  ce  dernier  terme  s'obtient  en  faisant  dans  (jSi)y  ^  o , 
d'où  jî  3=1— .  A ,  d'apiès  la  relation  jf  =  jt  -f-  A  ;  conséquem- 
ment  ce  dernier  terme  est  ce  que  devient  l'équation  (i)  en 
y  changeant  a;  en  —  A  :  on  voit  donc  qu'on  ne  gagnerait  rien 
en  le  ffdsant  disparaître.  ^ 

agi.  Si  on  voulait  transformer  une  équation  dans  laquelle 
manquerait  un  terme ,  parcequ'on  l'aurait  déjà  fait  disparaître , 
ou  parceque  l'état  de  la  question  né  le  comporterait  pas,  en 
une  autre  qui  ne  renfermât  plus  un  certain  autre  terme  ,  on 
introduirait  dans  l'équation  le  terme  qui  n'y  entrait  pas  d'abord. 
En  effet,  parla  substitution  j^  —  h  pour  a;,  on  forme  toutes 
les  puissances  àe  y. 

sga.  On  pourrait  penser  que  par  la  substitution 

M 

relation  qui  renferme  deux  indéterminées  h  etft,il  serait  possible 
4e  faire  disparaître  deux  termes  ;  mais  on  observera  qu'en  rem- 
plaçant A  par  &  4-1  dans  (3),  puis  égalant  â  zéro  les  coefficiens  de 
-deux  termes  quelconques,  on  obtiendra  deux  équatioas  entre 
la  même  somme  A  4*  k  ^  qsi  ne  pourront  déterminer  en  par^ 
ticulier  ni  A  ni  L  II  est  if  ailkiirs  évident  que  la  somme  de  cof 


\ 
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deux  indéterminées  équivaut  à  une  indéterminée  seule.  H  r 
a  cependant  des  cas  dans  iesquels  il  existe  entre  les  coelficienu 
de  la  proposée ,  telle  relation  qui  rend  possible  la  co—  exis- 
tence .des.  égalités  à  zt  ro  de  deux  des  coefEdens  de  la  trans- 
formée. Ainsi ,  par  exemple  ^  la  proposée 


dans  l*hjpotIiè$e 
•devient  .      '  '  * 


ar5  +  x*  +  Ja:-fC  =  o, 

J^+^— 3V  =  0, 


transformée  qui  ne  contient  plus  les  termes  y^  et  y.  En  gé- 
néral, si  on  voulait  faire  disparaître  de  la  transformée  (3)  les 
second  et  troisième  termes  ,  par  exen^ple ,  ^  on  serait  conduit 
aux  deux  équatioxis 


dont  la  première  donne 


■  4 


A  = 


m 


valeur  qui  reportée  dans  la  seconde  ,  fournirait  Téquation  de 
condition 

r 

A 

sous  laquelle  seulement  l'évanouissement  des  deux  termes  pour- 
rait avoir  lieu.  Celui  de  trois  termes  dépendrait  de  deux 
équations  de  condition,  et  ainsi  de  suite. 

On  pourrait  encore  par  la  substitution  (a),  transformer 
la  proposée  en  une  autre  ^équation  dans  laquelle  letroeiEcient 
de  Tun  des  termes ,  serait  ""égal  à  un  nombre  donné  :  à  cet 
elFet,  il  faudrait  égaler  ce  co«ifici«ii.t  au  uoxûbre.en  question^ 
et  déterminer  h  d'après  cette  relatipn,  .  . 
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sg3.  On  diminuerait  toutes  les  racines  de  la  proposée  d'une 
quantité  donnée  h ,  en  posant 

jr  =  x  —  A,  d'où  x=jr  +  A, 

et  faisant  cette  snbstitQtion  pour  x. 

294-  Si  l'on  yeut  que  les  racines  de  la  transformée  deviennent 
égales  à  celles  de  la  proposée ,  multipliées  paf  une  quantité 
donnée  f,  il  Ëiudra  établir  la  relation 


y'=fx,  d'où  x=^. 


% 


et  substituant  pour  x  cette  valeur  dans  (  i  )  >  on  aura  cette 
transformée 

j;r+^-^-4-^"^+ +7^+^=0; 

multipliée  par  /*" ,  elle  deviendra   . 

Ainsi,  pour  convertir  une  équation  en  une  autre  dont  ks 
racines  soient  enraies  à  celles  de  la  première ,  multipliées  par 
ttie  quantité  donnée  f ,  il  suffit  de  multiplier  les  termes  de 
la  proposée,  à  partir  du  second  inclusivejjient ,  par  les  puis--* 
sances  successives  f ,  f*,  P f". 

On  fait  usage  de  cette  relation  pour  réduire  à  Tunîté 
le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  ,  sans 
introduire  de  coefficiens  fractionnaires.  Soit  en  eifet  l'équation 

^z»  +  i5x«-"'+  Cx^'^-f +  Tx+  V—Q (4)  a 

e^  posant  comme  ci-dessifs  ^ 

y 


\ 
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en  anra ,  d'après  la  règle  énoncée  précédemment  ; 

Jy'^  +  Bfy'^'"  +  ^/y"*"*  + •  +  ^f"*=o (5).' 

m 

Supposant  donc  l'indéterminée  /*=  j4  ,  \e  premier  membre 
de  ( 5)  sera  divisible  par  A ,  ensorte  qu'effectuant  la  division , 
le  coefficient  de  y"*  sera  réduit  à  l'unité ,  et  on  aura  pour 
transformée 

ym^j^ym^i  ^  c^j,«-^  + VA'^^^^o (6). 

Supposons  maintenant  que  «,  ^>  >;  etc.^  ^  soient  les  racines 
de  cette  équation;  on  aura  (4a83) 

(7)  =  Cy  — ^)(J'  — ^)  (j-*->)e^<5' 

=  (-^o?— «t)  (^Ax — C)  (^Ax  —  3/)etc. 

en  observant  que  les  facteurs  sont  erf  nombre  m.  Ensorte  que 
ré;nplaçant  aussi  y  par  Ax  dans  le  premier  membre  de  (6), 
on  obtiendra  rideatité 

laquelle  divisée  par  ^"^'  se  rédù  t  à 

Aj^  +  ^a;^-»  +  C-c«-*  + +f^ 

=  ^(.-|)(x-£)(.-i)«c. 

oùi-j  ,  _  ,  JL  ^  etc. ,  Bobt  les.  raci^s  et  b  proposée,  fl  « 

facile  de  déduire  de  là  le  mode  de  décompoûtion  de  (4)  ^ 
*  «es  facteurs  du  premier  degré. 

Lorsqu'une  équation  a  det.  coe&dens  fractionnaires ,  ainsi 
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qu'il  arrive  dans  la  suii^^te 

y 

x' -«:  Z.  jpa    J    2  ^  ;^  î^  _-^  ^3 

m  n         é 

on  mtiltipHe  de  part  et  d'autre  par  lé  ptoduit  des  dénomi-; 
na.teurs^  ce  qui  donne 

mnex?  —  penx^  -|-  qmex  —  tmn  =  o  , 

et  de  cette  équation  on  passe  ^  comme  nous  TaToas  dit  plat 
haut^  à  la  transformée 

*  • 

y^  —  pnéy*  +  qm^é^rty  '—  ni?v?(^r  =  o  , 

dont  tous  les  coeiHciens  sont  entiers^ 

ÊC|5.  Ëtant  donnée  une  équatioh,  il  serait  aisé  d'en  déduire 
iintfe  autre  dont  toutes  les  racines  fussent  celles  de  la  pre- 
mière^ divisées  cèacune  par  une  quantité  doimée  f.  A  cette 
effets  on  établirait  la  relation 

tA  On  remplacei^ait  x  ,.par  f.y  àm»  k  proposée. 

296.     Une  équation  dont   tous    les  coefficiens   sont  des 
nombres  entiers ,  celui  de  la  plus   haute  puissance  de    tin- 
connue   étant ,  l  unité  y    ne   peut   admettre  pour  racine    uner 
fraction. 

Nous  veno^fi  cre  voir  que  toute  équatioti  pouyait  êtVe  ra- 
menée ,  par  des  transformations  convenables  »  à  la  forme 

AjB^C^.^T^tf^^  étaQt   des  npn^Jbres  entiers.  Il  s* s^it 
donc  de  faire  voir  que  la  précédente  n^  pe^ut  être  satisfiaite 

par  X  =  T ,  .r  étant  une  fraction  irréductible.  En  effet,  ad- 
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mettons  qu'une  des  racines  puisse  être  r  •  en    substituant  ce 
nombre  pour  x  dans  la  proposée  ,  on  aurait 


c"*  a"*""'        ^  a"*""* 


et  multipliant  tous  les  termes  par  ft""^*,  il  viendrait,  après 
les  avoir  fait  passer  tous  à  Texception  du  premier^  dans  le 
second  membre , 


^=  -^  [;^a"»T'+^6«'""*+Ci*a«-5^,,..+ri"'-*a+;^«^']. 


/Or  v  étant,  par  hypothèse ,  un  nombre  irréductible ,  a  et  par-- 

•    conséquent  a",  n'auront  pas  de  commun  diviseur  avec .6  ,  ainsi 
qu'on  Ta  déjà  démontré  (i4l>  ^4^)»  ^  <iue  nous  le  ferons  voir 

,    ci-après  d'une  autre  manière  :  donc  -r-  sera  une  fraction  ir^ 

réductible  ;  cependant  le  second  membre  est  un  nombre  en- 
tier, d'après  la  définition  des  nombres  a/b,  ji,  B ,  Cy  etc.  : 

donc  il  est  absurde  de   Supposer  quç  >  puisse  être  une  frac- 
tion. 


297.  Revenons  à  la  démonstration  de  la  proposition  sur 
laquelle  se  fonde  la  conclusion  précédente  :  elle  repose  sur  la 
suivante ,  qui  a  pour  énoncé  :  Tout  nov^re  premier  qui  ne 
divise  ni  l'un  ni  l'autre  des  facteurs  A  et  B^  ne  peut  divi-  ' 
ser  leur  produit  AB.  Soit,  s'il  est  possible,  ô  un  nombre 
premier  qui  ne  divise  ni  A  m  B ,  mais  qui  divise  le  produit 
^AB  on  pourra  toujours  supposer  qu'en  divisant  A  par  ê , 
on  ait  le  quotient  m  qui  sera  zéro  ,  si  -^  est  <  6,  et  le 
reste  A^,  d'où  résulte 

^=TO9-f  ^,    et  de  même    Bzzn^^B'\ 


onc 
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AB  =  mni^  +  nA'i  +  mB'd  +  AV. 


^49 


Ce  produit  AB  doit ,  d'après  Thypothèse ,  être  divisible  par  ^; 
et  comme  la  partie  miA^ -^^  nA' ^ '\' mB* ^  se  divise  d'elle- 
znéme.par  0,  il  faudra  que  le  produit  Âff  soit  séparément 
âiTiâble  par  d.  Dans  ce  premier  résultat  ^  nous  remarquerons  y 
1^.  que  Af  tX  Bf  Txt  peuvent  être  zéro,  parceque  A  et  B 
sont  supposés  non  divisibles  par  8  ;  a^.  que  A'  et  ^'  étant 
des  restes  de  division  j  sont  moindres  que  le  diviseur  6  ; 
3^.  qu'aucun  des  nombres  ^  et  B'  ne  peut  être  égal  à  l'unité  ; 
car  si  l'on  avait  A!-=i\y  le  produit  ^^  deviendrait  ÏÏ \  or 
£f  étant  ^  0 ,  il  est  impossible  que  B'  soit  divisible  par  0. 
Nous  avons  donc  deux  nombres  entiers  A'  et  tt ,  tous  deux 
plus  grands  que  l'unité ,  et  tous  deux  moindres  que  6  ^  dont 
le  produit  est  divisible  par  0,  desorte  que 

jiC^Tons  les  conséquences  qui  ^n  résultent  :  puisque  A  est 
«oindre  que  0,  on  peut  diviser  0  par  A  \  soient  ni  le  quo- 
tient  et  A  le  reste^  on  aura 

«  =  m'^  +  ^„    donc    kffzs.m'jfS-^A'Br. 

Le  premier  membre  est  divisible  par  0 ,  il  faut  donc  que  le 
tecond  le  soit  aussi  ;  mais  la  partie  m'ABf  est  divisible  d'elle- 
même  par  0^  puisque 

ABfz=zCh, 

donc  l'autre  partie  Aff  doit  être  divisible  par  0.  Le  nombre 
A  qui  est  un  reste  de  division ,  est  moindre  que  le  divi- 
seur A\  il  ne  peut  d'ailleurs  être  zéro,  car  ,  dans  cette  hy- 
pothèse ,  0  serait  diviëble  par  A,  et  ne  Serait  plus  un  nombre 
*  premier,  comme  on  l'a  supposé.  Donc  du  produit  A' ff  sup- 
posé divisible  par  6,  on  tirera  un  autre  ^xoi\mt  A" I^  encore 
divisible  par  0,  lequel  est  plus  petit  que  AB\  sans  cepen- 
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dant  être  zéro.  En  suivant  le  même  raisonnement ,  on  déduira 
du  produit  jfB\  un  autre  produit  JH'B'  ou  A"^'  encore  plus 
petit  9  et  qui  sera  toujours  divisible  par  &  y  sans  être  zéro. 
En  continuant  la  suite  de  ces  produits  décroissans,  on  par^ 
viendra  nécessairement  à. un  nombre  moindre  que  4.  Or  il 
est  impossible  qu*un  nombre  moindre  que  0,  et  qni«  n^est 
pas  zéro ,  soit  divisible  par  ê  ;  donc  l'hypothèse  d*oà  Ton  est 
parti,  est  ii^dmissible ,  c'est-à-dire  que  si  dewv  nombres 
X  et  ^  ne  sont  pas  séparément  divisibles  par  ê,  leur  pro^ 
diiit  AB  ne  pourra  pas  être  divisible  par  ê.  Cette  propo- 
sition est  extraite  de  la  Théorie  des  nombres  ,  par  Legendre. 
Nous  renvoyons  aux  conséquences  déduites  (142). 

agS.  On  changera  les  racines  positives  ■  d'une  équation  en 
négatives  et  les  négatives  en  positives ,  en  écrivant  dans  cette 
équation  — 'X  pour  -\-x,  et  réciproquement  -f-x  pourr^'x. 

Pour  mettre  cette  proposition  en  évidence ,  nous  la  démon- 
trerons sur  une  équation  d'i^i  degré  déterminé ,  en  distinguant 
les  deux  cas  de  771  nombre  par  et  de  m  nombre  impair.  Soit 
â'^ord  l'équation 

Qu'on  sub$1itue  -^o?  au  lieu  de  +  ^>  et  q^  aur^ 

«t  rbangBfWt  Je»  «gnés,  ce  qui  r^vip^t  à  I^za  pa^^j:  tou* 
les  termes  du  premier  membre  dans  le  §eGQi^4  > 

a:*  — ^0;^+ -5x3— Cx*-f  Dx  —  F=  o/^. . . . 


(8); 


maintenant  qu'on  prenne  négativement  toutes  les  r^ci^es  pj[)si- 
tives  de  la  proposée,  et  récipFoqiiemenf^  il  résulte  dfi  ce 
qu'on  a  démontré  sur  la  composition  dâB  coa^iens  en  rapin^^ 
(076) ,  que  la  proposée  deviendra  •    > 

^«5  ^  ^jp4  -f.  Bj^  —  Ça;*  +  Dx  — F  ==  o (g). 

Les  résultats  identiques    (8)    et  (g)  démontrent  que  par  le 
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changement  de  -f-x  en— <j:^  les  racines  poaitires  derienneot 
négatives^  et  i/ice  versa; et  que,  dans  les  équations  d*unde-. 
gré  impair  y  le   signe  du  dernier  terme  change» 

Quant  à  Téquation  dé  degré  pair 

elle  deyient  pour  — x  en  place  de  +*f, 

x<  —  -rfx3  +  Jîx*-.Cx  +  D=;o, (lo) 

et  par  le  changement  des  racines  positives  en  négatives  |  et 
réciproquement ,  elle  se  transforme  dans  celle-^i 

x^  —  Jx^+Bji^'^Cjp  +  D  —  o (il). 

L'identité  de9  résultats  (lo)  et  (ii)  étend  la  conclusion  aux 
équatione  de  degré  pair.  Dans  ce  second  cas,  le  signe  da 
terme  tout  connu  ne  change  pas. 

299.  On  peut  encore  transformer  la  proposée  en  une  autre 
dont  les  racines  soient  des  quantités  réciproques  àx,  rela- 
tion exprimée  par 

r 

y 

Dans  la  transfonnée  multipliée  par  la  plus  haute  puitsauce 
de  y  y  l'ordre  des  coei&ciens  serait  renversé ,  ensorte  que  le 
second  terme  manquant  dans  la  proposée ,  Tavant-demier 
manquera  dant  la  transformée.  On  observera  encore  qu'à 
la  plus,  grande  racine  j^  de  ]a  trai^sformée ,  correspond ,  d'après 
la  relation,  la  plus  petite  de  la  proposée,  et  réciproquement. 

Cette  relation  xr^:^-  sera  souvent  employée  par  la  saite ,  et  il 

faut  retenir  la  conséquence  que  nous  venons  de  déduire. 

300.  On  peut  enSn  convertir  une  équation  en  une  autre 
dont  les  racines  soient,  par  exemple  ,  le;^  racines  carrées  do 
celles  de  la  proposée ,  relation  qu'on  énoncera  aiuôi  • 

y  =  y» ,    d'où   ^*  =  a?i 


55a  É  L  É  M  E  N  «     ' 

la  substitntion  donnera 

Cette  équation  manque  de  tous  les  termes  de  puissances  im- 
paires de  ^ ,  ce  qui  résulte  encore  de  la  composition  des 
coefUciens  en  racines,  en  observant  d*ailleurs  que  le  radical 
l/x  est  affecté  du  double  signe  -f  c*  ""• 

Soi.  Nous  avons  donc  fait  toutes  les  opérations  arithmé- 
tiques sur  les  racines  inconnues  d'une  équation  proposée  ^  et 
il  n'était  pas  difficile  de  prévoir  que ,  puisque  ces  opérations 
ont  Heu  sur  chacune  des  racines ,  elles  devaient  porter  sur  les 
coeiliciens  qui  en  sont  des  combinaisons  données  (^87).  Enfin 
on  peut  conclure  de  cette  analyse  que ,  pour  transformer  un§ 
équation  en  une  autre  dont  toutes  les  racines  aient  avec  celles 
de  la  proposée  une  relation  donnée,  il  faut  traduire  cette  rela- 
tion en.  alfièbre ,  en  déduire  la  valeur  de  x ,  et  la  substituer 
-dans  la  proposée, 

3oa.  Soit  l'équation 

on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

rof^f^^      *f-  x'"^-*      +  x"*^"'      4- -f-  af^"^ 

)=o, 

+  x*î-*       +ar»î-»       +j7'^ï-3       ^ +x^-i 

^x^-i        +jc^-*        +a:?r3        ^ ^x^-f 

en  observant  1°.  que  d'un  terme  jà  l'autre',  l'exposant  de  x  di- 
minue toujours  d'une  unité  ,  2®.  que ,  dans  les  colonnes  verti- 
cales j  le  facteur  de  q  deyieut  si^ccessivement  iji^  m  —  1  > 


i 


/    ' 
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m— â.  ...â.t.  De  cette  âéfeoinposition  on  passe  aisjêment  à 
la  âiii?ante  : 

^  (xf-^  -f.  a:^-«  +  a:«-3  +  . +  i  )  x^i-^i 


+  (a:f-i-f.j:*-»  +  a;»-8+ ..4-i)x* 

+  (x»-«-f  a:^-^  +  a5-^  +  . ..: +1)3^» 

=  (x»-^  +  0:»-»  +  . . . . .  ..t .  x+  1 XX 

.    Qu  on  suppose  maintenant  m  =  3,  9  ^=-  S>  et  on  aura  cette 
décomposition 

x^^-fx'^  +  x"  +  .  ^ +  a?+  1 

enfoite  que  k  résolution  ffuhe  équation  complète  du  i4'"^ 
degré ,  dont  tous  les  coefficiens  sont  l'unité  et  tous  les  termes 
positiiFs  ,  est  ramenée  à  celle  de  deux  équation^. ,  Tune  du 
quatrième  et  l'autre  du  dixième  degré ,  laquelle  est  réduc- 
tible à  une  équation  .du  jsaçojnd  degré,  en  posant,  ^.^^^^J'** 
Passens à  l'équation     ,...:,...  . 

a:^  4.  A»-ti  4:  x*-^»* -I- i^-3»  + ...'.=îO, 

dont  nous  i^pposerons  le  nombre  des  termes  divisible  par  p  : 
elle  se  décomposé  ainéi  cltt*il  sulU  :  »   ^       r*      . 

etc. f    ,     *  ,  ' i 

p  étant  b  ùdiribré' dftrtennea  de  Aatrue  B^J  «t-  obs«T«n« 
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,  d'aillean  qae  le  nombre  total  des  termes  ,  ou  le  mukiple  kp 
qui  le  désigne ,  étant  diminué  d*une  unité ,  est  le  multiple  de 
n  dans  le  dernier  terme.  L'équation  précé(}ente  détient  encore 

etc. , 

ti)  étant  toujours  le  nombre  des  termes  de  chaque  ligne ,  et  c 
un  nombre  quelconque  «  On  a  donc 

x*-f.x»-»-+.a:»'^»  +  etc.={jc^*+a:C^-0»-f- -f.a;(*>-p4-0«} 

X  {a:*-''«+x*-<^-*-/')»+x*-C'^-^'')»-f.etc,}=o; 
ensorte  que  pour  it  =  i ,  é  =  5 ,  on  trouve 

X  C^c^^+«^^'"*^^+^i^'^*''^  +  etc.)  : 

''    le  nombre  des  termes  éta^t.  6 ,  on  peut  prendre  p=  3,  c = 5  ^ 
et  alors 

4  ^ 

parceque  p  étant  =  3  »  les  '  premières  décompositions  ne 
doivent  fournir  que  deux  lignes  ;  et,  d*après  (C)  ,  .on  ne  doit 
pas  aller  auHclelà  du  facteur  a:*— C«+p>.  On  peut  faire  aussi 
p:=d,    ^=^>  auquel  cas 

Je  suppose  dans  Téquatipp  ; 

I 

des  co^ciens  autres  que  l'uhite  :  la  décomposition  (JS)  ne 
«ehr~p!^sible  qu'autant  que  les  p  premiers ,  seconds»  troi- 
sième^ ^  etc.  termes  seront  affectés  des  mêmes  coefficiens , 


X* 


".        * 
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oti  4ue  les  rapports  entre  les  p  premiers^  seconds,  tr<n- 
siémes ,  etc.  coeÊciens,  seront  les  mêmes.  Supposons,  pour 
âonne]^  un  exemple  du  premier  cas ,  qu'on  ait  1* équation 

aa^  +  éx* -f- cx^  +  or*  +  ft X  +  c=o; 

la  décomposition  sera,  dans  la  première  des  deux  hjpolhèses 
faites  précédemment,  ^ 

(ar3+ftx*+ca?)âî»       )  \  '  /^ 


Si  Ton  prend 
et  qu'on  ait  a'z=zna,  Vz=znb,  c^nc ^  la  décomposition  sgra 

Soit  réqpatiojûi 

X**  ^s  x"""«  +  x*"*-|-  x*^  + .+ 1  : 

le  second  membre ,  pris  en  s^is  inverse ,  forme  une  progrès^ 
sion  dont  le  facteur  Constant  es^  x,  ensorte  qu'on  a 

jî«— 1 


#    -  9     -  y X —  — --   — 

-cx)x*      1  ((n+OCox^  +  ix^  +  cx) 


X*= 


ië=r' 


multipliant  de  p^  et  d*autre  par  x— - 1 ,  et  faisant  passer 
tous  les  termes  dans  le  premier  membre,  il  vient 

x"^*  —  ax*  +  1  =  G , 

équation  qui  a  de  plus  que  la  proposée  la  racine  xr=z\  ^ 
qui  s*est  introduite  par  le  fait  de  la  multiplication.  Qu'on  sup- 
pose maintenant 

y 

Ja  précédenta  deviendra 


X 


L'équation 


■M 


x-.==:  x*^*  —  x""^  +  o:""^  —  etc ^  1 1 

dont  le  second  niembre  est  une  progression  ayant 
tem,  constant —07,  est  réductible  à  deux  ternies 
devient   •'       . 


07»=-^-- — ,    d'où     x""*"' 3:  i  =;.  o , 

en  pcênslnt  le  dernier  terme  avec  le  signe  sup^nenri  Ibrsque 
m  est  un  nombre  pair ,  et  avec  le  'signe  inférieur,  si  m  est 
impair. 

La  proposée  étant 

a:"»  =  —  a;""*  -|-  x^f^  —  af^"^ ±:  i , 

on  l'écrira  de  <;ette  mainière  : 

—  x"'  =  x"""*  — ac»-*  -f. =F  1-* 

et  on  aura  la  transformée 

le  signe  supérieur  du  dernier  terme  ayant  lieu  lorsque  m  est 
un  nombre  pair ,  et  Tîtiférieur  si  m  est  impair.   En  posant 

a:  =;  -j  la  transformé^e  préc^d^te  devient 

Ces  transformations  seraient  encore  possibles  dans  le  cas  où 
af^  aurait  un  coeiIiciex;vt>  tous  Les.  tenues  diu  fec^pd  membre 
ay4^t.  même  un  autre  coçlKcùsnt. 

INous  reviendrons  dans  la  seconde  section /suv  là  résolution 
des  équations  binômes  et  tiinom^s 


«:?±i=o,  "'  a?'"±:!w?4^içfi(^- 


■t  -■ '.- 


•" 


/ 
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C  H  4l  P  I  T  RE     XXI  V. 


Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 

des  polynômes  algébriques. 

5o5.  XjorsQUE  AetB  représentent  deux  polynômes  algé- 
briques ^  ou  qui  ne  renferment . pas  de  logarithmes^  sinus , 
cosinus^  etc.  ^  on  les  ordonne  par  rapport  à  une  même  lettre; 
alors  le  plus  grand  commun  diviseur  est  le  facteur  commun 
qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  cette  lettre  :  le  plus 
grand  des  deux  polynômes  est  aussi  celui  dans  lequel  se  trouve 
la  plus  haute  puissance  de  cette  même  lettre. 

So4'  La  règle  donnée  (  chap  6  )  s'applique  sans  restri^ioa 
aux  polynômes  ,  ensorte  qu*on  divise  le  plus  grand  par  le 
plus  petit ,  et  on  con^nue  la  division  jusqu'à  ce  qu*on  obtienne 
un  dividende  teste  dans  lequel  Texposant  de  la  kttre  pac 
rapport  à  laquelle  on  ordonne ,  soit  moindre  que  celui  de  la 
même  lettre  dans  le  diviseur ,  ou  toiit  au  plus  égal  à  Texpo- 
sant.de  cette  lettre ,  ensorte  qu'on  ne  rencontre  pas  d'exposant 
négatif:  ce  reste  devient  diviseur^  et  iainsi  de  suite. 

On  pourra  aussi  dans  le  cours  de  ces  divisions,  à  l'efFet 
d'éviter  les  quotiens  fractionnaires,  et  de  faciliter  la  recherche 
du  plus  grand  commun  diviseur,  supprimer  ou  introduire  dans 
le  dividende  un  facteur  qui  n^  soit  pas  commun  au  diviseur ,. 
et  réciproquement  (86). 

3o5.  Lorsque  les  polynômes  sur  lesquels  on  opère  >  sont 
composés  d'un  grand  nombre  de  teriBtes ,  il  est  quelquefois 


\ 
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difficile  de  découvrir  le  facteur  commun  à  tous  les  termes  > 
chacun  d'eux.   Alors  i!  faut  chercher,  d'après  la  règle  dons 
(chap.  6),  le  plus  grand  conlmpn  diviseur  entre  tous 
termes  de  chacun  des  polynômes  pris  séparément ,  ayant 
soin,  comme  nous  Tavons  déjà  recommandé  de  les  ordonx 
par  rapport  à  une.  lettre ,  et  de  réunir  en  ui»  seul  terme  to 
ceux  de  même  puissance  de  cette  lettre  ;  et  si  ces  divisée 
n*ont  pas  entre  eux  un  facteur  commun ,  on  peut  les  su 
primer  sans  craindre  d'altérer  le  plus  grand  commun  divisr 
dont  la  recherche  devient  alors  plus  facile  ;  si  au  contraire 
en  admettent  un  ,  celui-ci  doit  faire  partie 'du  plus  grand  coi 
mun  diviseur  :  on  peut  encore  TefFacer ,  en  observant  de 
mettre  à  part ,  et  de  le  faire  entrer  en  facteur  du  plus  gra 
commun  diviseur  entre  les  quotiens  (86). 

3o6.  Ainsi ,  pour  rendre   moins  pénible  la  recherche 
plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  polynômes,  on  pou 
détailler  l'opération  ainsi  qu'il  suit  :  chercher  le  plus  gra 
commun  diviseur  entre  les  coefficiens  numériques ,  et  divit 
les  deux  polynômes  A  et  B  par  ce  nombre ,  ce  qui  donnei 
jt  ff.  B^  \  f^,  supprimer  dans  A'  et  Bf  toutes  les  lettres  con 
munes ,    ensorte  que  les  polynômes  deviendront  jf  tt  El 
3^.  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  coefi 
ciens  algébriques  deia  lettre' par  rapport  à  laquelle  on  o 
'  4onne,  que  je  suppose  être  la  lettre  a,  et  diviser  par  ce  j 
lynome  ,  d'où  résultent  ^  et  iB* ,  et  4**«  enfin  chercher 
partie  de  ce  plus  grand  commun  diviseur  dépendante  de 
lettre  a ,  qu'on  obtien^t  par  la  méthode  donnéç  plus  haut, 
plus  grand  commun  diviseur  cherché,  sera  le  produit  de  te 
Ces  communs  diviseurs  partiels. 

Appliquons  ce  procédé  aune  suite  d'exemples^  et  proposco 
nous  d'abord  de  résoudre  la  question  sur  les  deux  polynois 
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plus   grand  commun  diseur  numérique  est  ^"^  tt  A  et  B 
t  en    outre  divisibles  par  b^c^  y  ensorte  qu*en  divisant ,  on 


^'  =  4^?  —  flû*  —  3a  +  I , 
jB' =  5a*  —  aa  —  1.    ' 

division  de  ^  par  B'  donne  pour  plus  grand  commun 
4eur  â-—  1  ^  ce  qu'on  aurait  pu  découvrir  indépendamment 
la  division ,  en  obtervant  que  jf  ,  B'  etce  plus  grand  com- 
%  diviseur  doivent  être  nuls  en  même  temps ,  d*où  résulte 
ces  trois  pol3momés  admettent  quelques  racines  com- 
ies^(â84)*  Pour  les  trouver^  ou  posera 

3a*  —  itt  —  1  =  o , 

a  Ton  déduit  a  r=  ^  ^  racine  qui  rend  ^  =  ô  :  Tàutre 

me  doit  être  rejetée ,  parcequ*elle  ne  donne  pas  jf:^  q; 

ic  a-^i  est  le  plus  plus  grand  commun  diviseur.  Dans  cet 

mple ,  où  la  somme  des  ooefficiens  pris  avec  leurs  signes  ^ 

ai:iUe  tant  dans  A'  que  dans  B' ,  il  est  très-facile  de  dé^ 

rrir  la  racine  a=i.  Le  plus  grand  commun  diviseur  eét 

y  le  produit  g&^a^(a— i)^^  et  les  deuxquoliens  sont 

Q  '=z4ai'  +  2a  —  1 , 

fous  supposerons  en  second  lieu  les  polynômes 

' = (gi»—  1 8ic)a3  +  (a  1 6=»_4aft*c)a*  +  (Z6b^c — 1 8M)a  ; 
—  (i56*~3oic)a»  -f-  (^iib^c—Qb^)a  : 

rouve  sur-le- champ  3a&  pour  un  plus  grand  commun 
eur  partiel  3  d*où  résultent  après  la  division  ;,  ces  quotiens 

r=z{5b  —  6c) a*+  ( 7.J*  —  i4ic) a  +  i aS'c  - 64*^ 
?'  =  (53  — ioc)a+6ic— 3K 
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S*U  doit  emtèrt  un  pliu  *  grand ,  commun  diyheur  entre 
coeiEciens  de  a  daVis  jf^  B! ^  ces  coef&cien»  deviendront  ni 
en  même  temps  que  ce  diviseur  ;  et  comme  'Sb  -—  6.c  est 
plus  simple  de^ces  coefficiens^  on  posera 

36  =  6c,  d'où  &•=  flc  : 

•         ' 

et  en  effet  pour  cette  valeur  de  6 ,  on  a  en  même  tempa 

ensorte  que  divisant  ces  polynômes  par  6  -^  âc ,  on  obtient 

2^  =  5^-3». 

Gomme  l'hypothèse  ^ 

5a  — 3i  =  o,  d*ou  ô  =  |a, 

HP  donne  J>as  -/Z'  =  o ,  i5"  =r  o ,  on  en  conclut?  qu'il  n'existe 
pas  de  plus  grand  commun  diviseur  complexe  dépendant  de 
a,  conclusion  qu'on  déduirait,  mais  plus  laborieusement,  de 
la  division  de  >/'  par  &*.  Ainsi  le  plus  grand  commun  diviseur 
est  Zah^h  —  2c). 

Soient ,  en  troisième  lieu ,  les  polynômes 

:/rf=(c— £i)a*  +  (26c-raW)a  +  (6*c— W), 
j5=(6c— W+c*— C£i)a  +  (6V+6c*^i*c  — ficci): 

on  apperçoit  sur-le-champ  qu'entre  les  coel&ciens  de  a,  il  ne 
peut  exister  dé  diviseur  commun  plus  grand  que  c  —  c2,  ensorte 
que  s'il  y  a  lieu  à  un  seul  diviseur ,  tous  les  coefficièhs  doivent 
devenir  nuls  dans  Thypo thèse  c  =  rf,  ce  qui  arrive  effective- 
jnent;  on  divisera  donc  A  e/t  B  par  c — dy  ce  qui'  4onner2^ 

>/  =  a*  4-  26a  +  i*  , 

B^  =:(6Hi-c)a  +  6(c-^*>,, 


L 


d'algèbre;  ZGi 

et  il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  polynômes  ti*adii|etteiit 
pas  de  plus  grand  commun  diviseur  dépendant  de  a  ^  ce  qu'on 
reconnaîtra  d'ailleurs  par  la  division.  On  a  donc  c  —  d  pour 
plus  grand  commun  diviseur. 

Prenons  encore  ces  deux  polynômes  dans  lesquels  on  ren- 
contre des  puissances  négatives  de  la  lettre  par  rapport  à  la*- 
quelle  on  ordonne  ^ 

j5  ==  (a  1  l^cd — iJ^cd  + 1  oSicrf—-  4accO 
+  (496*crf  -*  ^ibcd  +  49crf)cr» 
—  (ai  i^cc/— 356»crf-h  jMd  +  7cd)ar^. 

On  multipliera  d'abord  -^  et  -^  par  a* ,  afin  de  faire  dispa^ 
Tàître  le^  exposans  négatifs,  mais  on  aura  soin  de  diviser  le 
plus  grand  commun  diviseur  par  a*.  On  remarquera  d'abord 
que  ^cd  divise  exactement  A  et  B  ,  ensorte  qu*on  aura  après 
la  division ,  •  , 

jy =(3i3-i  ai*-f- 1 56-G)a»+(7i*-i4i+7)a-(363-5i^+i+ 1  ). 

Le  diviseur  des  fT^rffiritfjft  de  a  ne  peut  être  que  b-^'i  ou 
h — 1  ,  puisqu'il  doi^Hiviser  le  coefficient  3(6*— 'i);  or 
l'hypothèse  &  n:  i  rend  nuls  tous  les  coefficiens  des  polynômes 
AetB:  donc  é  — - 1  est  diViseur,  et  il  est  le  seul ,  et  on  trouve 
les  quotiens 

^"=: (ai*— ai— 4)a3+3(i  + 1) a*— (ai"*+6— 0  , 
,     ^"  =  (3i»— 9i  +  6)a*  +  7(fc— Oa  —  (36*— ai— i).  . 

Reste  à  obtenir  la  partie  du  plus  grand  commun  diviseur ,' 
qui  est  en  a.  D'abord  on  découvre  aisément  que  i  =  —  i 
donne  A*'.  =  o ,  sans  rendre  nul  le  polynôme  B"  j  et  que  pour 
i  ==  1  i  on  a  i5*=o  sans  qu'il  en  résulte  A"  =z  o.  Donc  on 


* 

/ 
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I 
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#  peut  diviser  jf  par  ft  -}-  i  et  jB^  par  ft  -*  i  ;  'sans  altérer  le 
plus  grand  commun  diviseur;  et  on  obtient  après  ces  ré- 
ductions 

ur  =  a(6  — a)<T»  +  3a*  — (ai— 1), 
^=3(6  — a)a»+7a  —(36+0- 

Comme  la  somme  des  coefiiciens  de  a ,  pris  avec  leurs  signes , 
est  nulle  dans  jf  et  dans  ff'^  on  conclut  sur-le-champ  que 
pour  a  =  1 ,  on  aura  A*  =  o  ,  B  =  o\  qu'ainsi  a  —  i  est  Je 
plus  grand  commun  diviseur  entre  ji^  et  B^.  Donc  le  diviseur 
comnmn  le  plus  grand  est 

m 

7îi(tz^S^=i> ,  ou  7ci{(i-o^'r(*-»Jr}- 

307.  Si  les  deux  polynômes  entre  lesquels  on  cherche  le 
plus  ^and  commun  diviseur  ,  renfermaient  des  puissances  • 
fractionnaires  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  ordonne , 
que  je  suppose  être  a  ;  on  réduirait  les^exposans  fractionnaires 
d»Qs  Tun  ist  l'autre  polynôme ,  à  une  commune  dénomination; 
on  représenterait  par  une  nouvelle  lettre  ,  la  lettre  a  élevée 
à  l'unité  divisée  par  le  dénominateur  commun  des  exposans 
de  a  ^  et ,  par  cette  préparation ,  il  ne  resterait  dans  les  deux 
polynômes  que  des  exposans  ^tiei^^  a;  enfin  on  rempla- 
cerait dans  le  plus  grand  commun  Wriseur ,  la  lettre  intro- 
duite par  la 'puissance  fractionnaire  de  a ,  qu'elle  représente. 

Soient  tes  deux  polynômes  ^ 

A=— 4f^ca^  + 1  ^l^ccc'  —  1  à  Jco*  —  jb^d'é  + 1 4lb<^(f , 

• 
La  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  jietB, 

par  la  méthode  ordinaire ,  c'est-à-dire  par  la  division ,  est 

très-laborieuse  ;  c'est  pour  cette  raison  que  nous  avons  choisi 

de  préférence  cet  exemple  que  nous  avons  traité  dans  le  tableau 

ci-joint  avec  tous  les  détails  nécessaires.  Mais  nous  devons 
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observer  qu*^  est  facile  d*abréger  Topération  par  des  décom- 
positions qui  font  découvrir  des  facteurs  commune  aux  deux 
pdlynomesy  lesquels  sont  (3o5)  des  élémens  du  plus  grand 
diviseur  commun.  Qu'on  reprenne  les  polyhçmes  déjà  sim- 
plifiés        -^         - 

on  découVrira  aisément  cette  décomposition  du  second 

qui  devient  nul  par  ai  =  a  ;  on  wouVe  que  le  premier  se  ré- 
duit à  zéro  dans  la  même  hypothèse^  et  on  en  conclut  qu'il 
est  divisible  par.  ab  —  a  qui  est  conséquemment  facteur  du 
phis  grand  commun  diviseur.  Les  deux  polynômes  débarrassés 
de  ce  facteur^  deviennent  i 

—  4ia3  +  6a*  —  7c;  — a»(a6  +  0+**> 

et   ces  quotiens  n'admettent  pas  de  commun  diviseur.   On 
conçoit  en  effet  qu'il  ifaut  pousser  ces  décompositions  en  fac- 
teurs aussi  loin  qu'il  est  possible ,  puisque  si  on  pouvait  assigner 
tous  les  facteurs  simples  des  deux  polynômes ,  on  aurait  sur- 
le-cliamp  le  plus  grand  facteur  commun.  Dans  le  second 
exemple  du  tableau  ci-joint  ^  tons  les  termes  detchacun  des 
deux  pdl}momes  sont  de  même  degré  ;  ils  ne  renferment  que 
deux  lettres ,  et  de  plus^  la  somme  des  coefEciens  numériques 
est  nulle  dans  les  deux  ;  donc  Tltypothèse  ^  =  x  les  réduira 
en  même  temps  à  zéro,  c'est-'à-dire  qu'ils  ont  x — y  pour 
commun  diviseur. 

Proposons-nous  de  réduire  à  'sa  plus  simple  expression  la 
fraction 

60*+  i5&a^—  4c*a3_  loJc^o* 


»  '"F  ■ 


^ba?  —  fifbca^ — Sbc'a  +iSbc^  ' 
ce  q€à  revient  à  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
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seâ  ddnx  termes  :  on  trouve  avec  un  peu  d'habitude  du  calcul, 
que  les  deux  polynômes  admettent  ces  décompoâtions. 

qu'ainsi  û— •Se  n étant  pas  £icteur  de  3a*— ac*  ni  do 
2a^-f-56a*,  on  peut  supprimer  a  — 3^  au  dénominateur 
puis  le  diviseur  commun  3a*  —  ac*  dans  les  deux  termes  ,  ce 
qui  ramène  aux  polynômes 

ao^+Sia*;  36, 

qui  n'admettent  plas  de  ^facteur  commun.  La  fractipn  réduit» 

est ^T .  On  aurait  pu  parvenir  à  la  décomposition 

9ia*(a— 3c)  — Sic*(a— 3c)      ' 

alors  il  aurait  été  permis  de  supprimer  le  facteur  a  -—  3c  étran- 
jger  au  numérateur ,  et  on  jurait  eu 

(aa^-f  56a*)(3g*~ac*) 

4 

Le  facteur  3a*  —  ac*  commun  au  dénominateur ,  est  le  pltis 
grand  conunun  diviseur. 

En  examinant  avec  le  même  soin  la  composition  des  deux 
termes  de  la.  fraction 


4da^ — 4cda — ac*a  -f  ac^  ' 


on  découvrira  sur-le-champ  le  plus  grand  facteur  commun 
et  cette  plus  simple  expression 

(if  —  c>)-(a-f  c) 
Aad  —  ac* 

3c8.  Nous  aurons  très  souvent  occasion  pas  la  suite  de 


(^ 


i 
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tecourir  à  cette  méthode  que  les  élèves  n'emploient  pas  heu-*- 
reusement ,  parcequ'ils  ne  font  pas  assez  d'exemples.  Les  pré- 
ceptes que  nous  en  ayons  posés  et  les  applications  que  nous 
en  ayons  faites^  quoique  bien  propres  à  les  diriger ,  ne  peuvent 
cependant  remplace^  la  pratique  que  noua  leur  recommandons 
particulièrement* 

309.  Cette  méthode  iert  encore  A  trouver  les  conditions 
sous  lesquelles  un  plus  grand  commun  diviseur  existerait , 
lorsque  les  polj^ntmes  proposés  n'en  admettent  pas.  Soi^^t , 
par  exemple ,  tes  deux  polynômes  ^ 

•  » 

ils  ne  comportent  pas  un  commun  diviseur  ;  car  en  divisant 
le  premier  par  le  second,  on  trouyele  reste  ^''—6*  par  le- 
quel ac^a  n'est  pas  divisible,  >et  oe^  reste  s  oppose  à  l'exis- 
tence du  commun  diviseur  en  question.  Mais  qu'on  pose 

et  «  sous  cette  condition,  *x-^a  serale'plus  grand  commun 
diviseur.  En  effet  t)Our  y  :i=  ziz  & ,  le  premier  polynôme  àt^ 
vient  ^JC*  +  agJ?  +  a'*,  aPfré  de  x-^'a,  lequel  est  exactement 
divisible  paf  x+-'a'. 

Appliquons  cette  remarque  à  la  résolution  de  deux  équa- 
tions 4^  p^^er— dégi4  ^ntre  deux:  .ia^oanues ,  dé)à  traitées 
(chap.  17J  par  différens  procédés.  La  propriété  qui  carac- 
térise éssentieliément  la  valeur'dey  dtêdiiite  de  l'équation 
finale^   est  de  faire  acquérir  aux  deux  équations 

« 

ax+by — c=o,      û'a;  +  ^^-"c'  =  o*  ' 

ilne;mêmis^F4<^ia0'a>^  i^'d'inttodui^'^â^^  'ces  équations  un 
commun  diviseur  x  moins  cette  racine.  Mais  comme  cette 
valeur  de  y  n'est  pas  connue  ,  on  est  condiijt'  â  rechercher  la 
condition  sous  laquelle  les  deux.  é4uatians^récédentes  admet- 
traient un  commun  divisetur  du  pretnier  degré  en  x,  A  cet 
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effet  I  on  divisera  la  première  équation  par  la  seconde ,  et 
on  trouvera  ppur  reste 

Ce  reste  ne  pouvant  être  diviseur  de  la  seconde  équation^  doit 
être  égalé  à  zéro  pour  remplir  cette  condition  ;  eosorte  que 


( 


»-^),-.+^'= 


ou 


est  la  condition  requise  pour  l'existence  d'une  racine  x  com- 
mune aux  deux  équations,  La  valeur  de  y  qui  l'introduit, 
est  donc 

ax!'^dc        j,  .  cV — hc^ 


aff^bd 


,Nous  rechercherons  encore  la  condition  d*où  dépend^  pour 
le  polynôme  j?  +  Px*  +  Qx  +  fl ,  l'existence  d'un  commun 
diviseur  du  second  degré,  tel  que  3^  +  Ax  +  Bf  P,  Ç,  il 
étant  des  nombres  donnés^  et  A,  ^  des  coefSciens  à  déter* 
miner  de  manière  que  la  conditiçiHj^oneée  soit  satisfaite. 
£n  divisant  le  premier  polynôme  j^ft  le  second ,  on  arrive 
à  un  reste  di^  premier  de^é  en  a:|. 

.{A^—PA^Q^B)x^BA^BP  +  R, 

qui  s'oppose  à  l'existence  du  polynôme  a^-^Ax'^B  comme 
diviseur  ;  mais  en  le  faisant  =0,  la  divi^on  se  fera  sans  reste. 
Or  X  n'étant  pat  zéro ,  on  doit  avoir  ces  deux  -équations 
séparées 

la  secojide  donne 


JBâs  — 


R 


(0; 
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substituant  cette  valeur  pour  B  dans  la  première,  et  faisant 
disparaître  le  dénominateur  A,  on  trouve 

^  — flJP^  +  (Q  +  P»)^  +  B— ÇP=o....(a). 

Les  équations  (1)  et  (a)  servent  à  évaluer  les  coefficiens  BetA 
au  moyen  des  nombres  connus  P ,  Q  et  R.  Par  exemple ,  le 
polynôme  a^  ^af  — x  —  1,  divisé  par  jc*  +  Ax  +B,  donner 
pour  conditions 


u<3_fl^»=0,       B=: 


A—i 


i 


La  première,  mise  sous  la  forme  A\A^^aî)=;io.  donne  ces 
valeurs  de  ^  : 


A  =  o  \  /^  =  —  1 

^  =  o  >  auxquelles  correspondent  /  j&  =:  —  1 
^  =  a  )  (  i?  =  +  1  ; 


enaorte  que  le  polynôme  x'  +  a:*— a;^—  1  est  divisible  par 
les  facteurs  du  second  degré  x*—  1,  a;*  —  ij»  x^  +  ^x-^i; 
couséqueuunent  deux  des  trois  racines  de  Téquation 

c^  +  a^-x-i-o, 

sont  années  par  l'un  0bl,  l'autre  des  facteurs  du  second  der- 
gre,  égalé  à  zéro 

X*— 1=0,      aï* -f- ax4- i==o, 

desquels  on  déduit  x=i,  x^— 1  et  x=— 1,  et  les 
trois  racines  de  la  proposée  sont  fournies  par  la  réynion  ûe 
ces  deux  équations. 

Si  Ton  avait  à  résoudre  la  même  question  sur  les  pci^ 
nomes  x^+Px^+Çx^+ftc+S,  et  a^+Ax^^Bx+C /^n 
serait  condu^  à  un  reste  du  second  degré  eu  x,  lequel  devant 
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être  égal  à  zéro  /  donnerait  trois  équations  qui  serviraient  i 
éyaliier  les  coeiBciens  inconnus  A^  B^  C^  au  moyen  des 
coefficiens  donnés  P,  Ç,  ^  et  5^  et  par.  là  on  ferait  dé- 
pendre la  résolution  d'une  équation  du  quatrième  degré,  de 
celle  de  deux  équations ,  l'une  du  troisième  et  Vautre  du 
premier.  Nous  reviendrons  sur  cette  question  dans  la  seconde 

«ection  de  ce  Traité. 

• 

Sic.  Ce  que  nous  venons  de  dire  est  le  complément  né- 
cessaire  de  la  métjiode  du  plus  grand  commun  diviseur,  et 
le  germe  de  celle  que  nou»«xposerons  dans  le  chapitre  sniyant. 


r 


I     ' 


^ff» 


i 
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ÇPAPITRE    XXV. 


De  V élimination  entre  deux  équations  d§  4^gV^4 
quelconques  à  (feux  incçnnues. 

3ii.  JuORSQu'oN  a  deux  équations  du  premier  degré  entra        v. 
deux  inoonuee  X   et  w  ,  rAlîipînatîon  de  l'ime  des  ioconnues  ^ 
est  toujours  facile  ^  et  Y  équation  finalf ,  c*est-â-dira  caUavv 
qui  donne  l'autre  inconnue;  est  aussi  du  premier  degré.  Mais 
il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  ces  deux  équations  sont  d'un  degré 
supérieur  au  prçi^ier  :  i}  ffiut  entendre  par  le  degré  d'une  équj)-* 
tion  qui  contient  plusieurs  inconnues  ^  la  plus  forte  somme  d#8 
exposans  desinçonnue^  dans  unmêi^e  terme. 

'  3ia.  Soiejnt  entre  les  iiK^Qx^iuês  a;  et  j^  d^ux  égii^t^pn?  ÇkOV^r 
plètes^, l'une  du  de^é  m^  Ta^ti^p  du  degré  n  ;  cç^  dfu^  ^9H^9IV* 
le^ront  tQujours  réductible^  ^  Ifi  fQrmp 

4.  Top  +  r fc=o. .:.;.... (^ 

±^J^P^jf^'+  Ç'x»^^  /rx«-3-|. 

H- Tx+  /^=o. . .  * .{B) 

Q  Vêtant  de  la  forme  7  c-f-rfj^  +  ejf^ 
etc.  *  etc. 

etc.  eitc. 

â4  • 


V 
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les  coeificieiis  ^et  y  pouyant  renfenntr  jusqu^am^puissancei 
ihet  nde^  (*). 

3i3.  Supposons  que  ces  deux  équations  soient  résolues  séparé- 
ment par  rapport  à  x,'en  regardant,  pour  un  moment,  y 
,  comme  un  nombre ,  et  représentons  par  a,  dy  a^^  etc.  les  ra- 
cines de  la  première ,  etpar  «,  d,^ ^  etc.  celles  de  la  seconde  : 
\A\  et  {B)  prendront  la  forme. 

{Â) . . .  (x— a)  {x — tC)  (x— a')  (x— o*^  etc.=  o 
(5) . . .  (a>^)  (X-*')  (a:-*')  (x-.")  etc.=  o. 


• 


Si  maintenant  on  égale  l'une  quelconque  des  racines  a>  d ^  d, 
etc.  à  Tune  quelconque  des  racines  «,«',«',  etc.  ,  on  aura 
ime  équation  en^ 


par  exemple  ,  qui  danneria  pour  y  une  ou  plusieurs  valeurs 
fit  ^,  &*9  etc.  ,  telles  que  substituées  dans  {^A)  et  (JS)  ^  ces 
deux  équations  acquerront  un  commun  diviseur  a>— ^  ou  x — /t  : 
ensorte  que  la  valeur  y  =^  déduite  de  a  =  « ,  et  la  correspon- 
dante x=a  ou  fit /après  avoir  remplacé  dans  cette  fonction 
y  par  ^  ,  réduiront  simultanément  les  équations  (^A)  et  (^)  â  la 
forme  qc=o.  Réciproquement,  siron  substitue  l'une  des  valeurs 
fi  dey  dans  les  deux  polynômes  (A)  et  (^)  >  ce  qui  changera  les 
coefficiens  P,  Ç,  R,etc.,y,(y,  R,  en  (P),  (Ç),  (fl) , etc. 
C^)  >  (Ç')  >  W ,  les  résultantes 


x»«+(P)x— '4-(Ç)^-+-..+  (T)x+(/»)=o...(0 
«•  +  (P')x»-'  +  (Ç')x»-. . . .  ..i;(r)x  +(^)=o. .  .(D). 


'.       'I  I      ■   ' 


(^)  Il  est  visible  qu'après  les  mnltipUcatioDS  faites  de-a:"^*,  jr*— *,  etc. 
parles  polynômes  coefficiens,  le  deuxième  terme  en  donnera  deux^  que  le 
'troisièifie  en  donnera  troif,  ei  ainsi  de  swte,  ensdrte  ^pie  le  nombre  total 
des  tenues ,  sera  le  mâme  qnèc^iâ  de  la  suitt  des  noiiJ»«s  i,  a,  3. . .  jn-hr« 

t'cst-iedirt.  ^ \ 


9 

4 


« 
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filetant  plas  qa'jBn  :t ,  deyrônt  être  satisfaites  par  x=t=a  Ou  a  ; 
c'est-à-dire  >  qu'elles  acquerront  un  commun  diviseur  du  pre- 
nier  degré  a? -^  a  :  On  chercherait  donc  entre  les  résultats  (C) 
et  (Z>)  le  plus  grand,  commun  diviseur  ,  lequel  égalé  à  zéro , 
donnerait  x  =a,  tt  étant  Un  nombre.  On  opérerait  de  la  même 
manièr%pour  avoir  la  valeur  de  x  correspondante  à  la  seconde 
valeur  0  Aey  ^ét  ainsi  dès  autres.   Ce  qui  ptéc^de  suppose  les 
valeurs  j3  >  0 y  |â^,  etc.  dej^  déjà  obtenues ,  et ,  dans  cette  hypo- 
thèse y  Topération  qui  donneitdt  le  plus  grand  commun  diviseur 
a:  -—  a  /  se  terminerait.    Mais   si  Ton  ne  suppose  plus  cette 
marche  de    calcul  ,    très -laborieuse  \   et  qu'on    opère   sur 
les  deux  poljmomes  proposés  comme  pour  en  trouver  le  commun 
diviseur  x  —  * ,  *  étant  alors  une  fonction  àey ,  on  trouvera  un 
reste  qui  ne  renfermera'^quey  ;  c'est  ce  reste  qui ,  pour  toutes 
les  valeurs  C  ,  C;  etc.*  de  y ,  devient  nul  ;  qu'on  le  pose  donc  égal 
a  zéro ,  et  on  en  déduira  pour  y  ces  mêmes  valeurs  :  maintenant 
reportant,  chacune  d'elles  dans  le  commun  diviseur  que ,  pour 
plus  de  généralité  ,  nous  représenterons  par  Ax  -^B  ,  Aet^ 
étant  des  fonctions  de  j^ ,  et  posant ,  après  chaque  substitution , 

A^B:^o\      ^         . 

conditîonrd'^irès.  laquelle  les  deux  pblyhomes-^devientient  nuls , 
on  aura  pour  x  les  ^pmbres  «t  ^  a  ,  àt!'  ^etc,  ,  qui ,  pris  avec 
fi,  1?,  ^,  etc. ,  satisfont  aux  deux  équations  proposées.  Tout 
ce  que  nous  venons  de  dire  se  trouve  résumé  dans  ce  qui  suit. 

3i4*  Une  valeur  dej^  serait  bien  choisie, si,  substituée  dans  (^  ,  ^ 
et(i^)  ,  les  "équations  résultantes  avaient  une  racine  commune  , 
puisqu'alors  ces  deux  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y, 
substituées  simultanément  dans  les  deux  équationa  proposées  , 
réduiraient  chacune  d'elles  à  0=0.  L'équation  finale  en^  doit 
donc  avoir  potir  racines  toutes  lès  valeurs  de^  qui  jouissent  de 
la  propriété  énoncée  :  d'où  résulte  un  moyen  bien  simple  d'ob^ 
tenir  cette  équation.  En  effet,  les  deux  équations  résultantes  d'une 
substitution  convenable  pour  y ,  idevarit*  acquérir  un  diviseur 
commun  >  A  Xon  cherche  par  U$  méthodes  connues,  le  commun   , 
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diviseur  entre  les  équations  (^A)  et  (B)  ordonaé'e^  par  rapport 
à  X,  on  parviendra  nécessairement  i  un  reste  indépendant  de  x, 
ou  qui  ne  contiendra  plus  que  j^ ,  lequel  égalé  à  séro,  doimen 
^équation  finale  cherchée.  Sdit 

cette  équation  en  ^  :  sa  résolution  fera  comudtre  les  valeots  de 
y,  et  on  obtiendra  celles  de  x  qui  leur  correspondent,  en  snbsd* 
tuant  8uccessiv,ement  chacune  de  eeUes-4à  dane  le  reste  du  pre-- 
mier  d^é  en  x  y  qui,  i  cause  de  it  ^s-o  ,  devient  !•  comanin 
diviseur  entre  (ji)  et  (B)  :  d*ailtetra  ce  coitunksi  di^fîsenr  doit 
être  supposé  égala  zéro,  ensorte  qu  ma  eett». seconde  équation 

Ax-^B  =:o. 


A  et  B  étant  des  fonctions  de  y ,  de  laquelle  on  déddt  «ne 
leur  de  x  pour  chacune  des  valeurs  dejf.  B  est  clair  que  le 
commun  diviseur  «n  x^  n  a  lien  qoe  dans  l'éteadoederéqui^tt 

finale.  * 

Soit .,  pour  exemple,  fe  sjrttème  des  ^nx  équations 

(0 X»  +  Syx»  +  3y»x  —  98  =5  o 

(a)... x»  +  4y4?-^a^  —  io«cô; 


en  divisant  (1)  par  (s)  ,  et  continuant  la  division  jusqu'à  ce 
qu'on  parvienne»  un  reste  sans  x,  conformément  à  la  méthode, 

on  trouvera  pour  équation  finale 

.  •  '•  . 

/^+  34^—  1960^3  ^.  75qy«  w  «94Qy,^aa  =* 

I^e^iseter  commun  du  premier  degré ,  ouréquation  qui  don- 
nera les  valéws  de  X,  est 

Soit  encore  le  système  *   ' 

(3) x'+mx^+'up  +  P»»^ 

(4) a?*-*  àc  ^  a  — j'xiO,     . 
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oùm,i»,p^<i«t&  aoot  des  nombres  :  en  «ppBqaatfi  la  règle , 
on  trouvera  ppur  U  reste  au  prsmier  degré  ea  x 

et  pour  réquation  finale  tny   \ 

—  P  (  **  +  'wi*  +  ni  H-  p  )  =  o ^S). 

3i5.  Avant  deprocéder  à  Véamaér^Hoa  et  à  l'exameft  de  tons 
les  cas  qui-peuveat  se  vreneontrer  dans  lee  applications  de 
cette  méthode ,  \*iaàiqjaeisà  un  moyea  de  consposer  à  yoloaké 
des  systèmes  d'équations^  daos  lescmels  ils  ^ent  lâaa;  cou*- 
cpiemment  il  sera  facile  d'introduir  Aeux  de  ces  cas  dont  je 
n'aurai  pas  tenu  compte  «  et  de*  eompléter  ainsi  cette  disons* 
sion.  D'ailleurs  ce  procédé  montrera  qu* ua^lbiême  équation 
finale  et  un  même  diviseur  commun  peuvent  convenir  à  un 
nombre  indéfini  de  systèmes  de  deux  équations  de  même  degré 
et  de  degrés  différens ,  et  à  cet  égard  nous  relaterons  une  ob- 
servation de  Mq^ge  >  (  n*.  8  des  feuilles  d'Analyse  >  à  Vusage  des 
élèves  de  FEcole  polythecnique  )  u  Lorsqu'une  propriété  esf 
Y)  exprimée  par  une  équation  unique  ^  cette  équation  eif.  néce»- 
n  saire  et  ne  peut  être  supplééie  par  aucune  autre  équation 
n  unique  de  même  genre  :  majs  lorsqu'elle  est  exprimée  par  le 
»  système  de  plusieurs  équations ,  aucune  des  équations  de  ce 
t  système  n'est  nécessaire,  et  il,  existé  toujours  une  infinité 
Ti  d'autres   systèmes  d'équations  ^   absolument  équivalens  n. 
Monge  cite  des  exemples  pris  dans  la  Géométrie. 

Qu'on  se  propose ,  par  exemple ,  de  former  deux  équation» 
ayant  pour  diviseur  commun  du  premier  degré  x  '^^y  ,  et 
Jl'*  — •  1  =  0  pour  équation  finale  :  au  produit  de  x' — y  par 
nn  facteur  quel^nque,  fonction  ou  de  or,  ou  de  a?  et  de  y"  ^  on 
djoiUera^^-—  1^  et  ^ors  on  aura  un  polynôme  du  second  aegré  ; 
au  produit  de  ce  polynôme  par  une  fonction  en  x,  ou  en  x  et  y, 
on  joutera  le  polynôme  qdiM»iviiMpde4MMeV|r^t  ainsi  de  suite. 
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peux.queilcon<Iue8  de  ces  polynômes  conâécutifs  seront  de 
degrés  différens^  et /.sous  le- même  degré  ,  on  pourra  varier  à 
volonté  leur  composition.  M^s  deux  quelconques  de  ces  poly- 
nômes successifs ,  égalés  à  zéro ,  admettront  les  mêmes  solu- 
tions et  en  même  nombre  ;  ce  qui  résulte  nécessairement  de 
leur  formation.  Il  sera  donc  facile  de  composer  des  exemples 
qui  offrent  toutes  les  circonstances  possiblçs ,  et  de  prendre 
pour  chacune  les  conclusions  du  calcul  ^  si  on  n'a  pu  l'es  porter 
à  priori.    • 

3 16.  On  remarquera  d'abord  que ,  généralement  parlant^  le» 
couples  de  vale^irs  de  a?  et  à&y  ^  qui>satisfont  aux  proposées , 
seront  en  même  nombre  que  les  'racines  de  l'équation  finale, 
jftiisqne  chacune  d'eUes^  reportée  en  place  de  y  dans  le  divi^ 
seur:  commun  ^ 

donne  une  seuljP'valeur  de  x.  Desorte  que  ces  couples  ne 
poyfraient  se  multiplier  qu'autant  qu'à  Tune  ou  à  plusieurs 
des  valeurs  àey  y  correspondraient  des  valeurs  multiples  de  x^ 
C'est  donc  la  première  particularité  quç  nous  aurons  à  exa-^ 

miner. 

317.  Supposons  donc  qu'à  une  même  valeur 

racine  de  l'équation  finale  ^  doivent  correspondre  plusieurs 
valeurs  de  j?  ;  dans  ce  cas  ^  la  substitution  de  cette  valeur  de  y 
dans  les  deux  proposées  y  donnera  deux  équations  qui  ne  con- 
tiendront  plus  ({Ue  x  avec  des  nombres  ^  et  qui  auront  entre 
elles  uu  diviseur  commun  d'un  degré  supérieur  au  premier , 
en  observant  que  ce  diviseur  n'aura  lieu  que  pour  la  valeur 

y^C\ 

et  comme  ces  valeurs  de  x  ne -peuvent  être  données  par  une    ' 
équation  du  premier  degré  en  x  ^  le  reste  du  premier  degré 
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lera  nul  de  liû«-mème  on  indépendamment  de  x  :  on  asira  donc  ^ 

pour  y  =zC  , 

^=0,  ^=50,  d'oùx=f  : 

ce  qa*Qn  peut  encore  démontrer  ainsi  qu*il  suit.  Soient  «ej  «' 
les  deux  valeurs  de  x^  correspondantes  i  jf  =  C ,  et  on  conçoit 
que  la  conclusion  sera  yraie  ,  à  fortiori,  dans  le  cas  où  il  y 
aurait  plus  de  deux  valeurs' pour  x ,  qui  répondraient  à  une 
racine  y  :  en  reportant  cette  valeur  C  pour  jr  dans  -A  et  B  ,  on 
aura 

(^*  — (20=0,  (^*'— (5)=o, 

et  retranchant ,  il  vient  p^ 

Or  comme  nous  ne  supposons  pas  qu*à  la  même  racine  y 
correspondent  plusieurs  valeurs  égales  de  x,  circonstance  que 
nous  examinerons  plus  loin ,  on  n'aura  pas 

il  faut  donc  qu'on  ait,  ipoury=Ç^ 

{A)  =  0,  donc.(-5)  =  o- 

Réèiproquementy  toutes  les  fois  que  >  pour  une  même  valeur 
de  y  tirée  de  l'équation  finale 

jR=o, 

le  facteur  du  premier  degré  en  x ,  égalé  à  xéra^  c'est-i-dire  ; 

Jx-^Bzzio 


domina 


x  =  ^\ 


on  conclura  avec  certitude  qu'à  cette  valeur  dey  correspondent 
des  valeurs  multiples  de  x  ;  il  faudra  donc  rej^ortei; 
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dans  lé  MMè  |»éc4deht  Ai  èéiâôiiâ  dèg^  >  j^  «èliaê  U  l>Hile 

» 

lé  i^êsukttt  de  Cette  stibsiiliitJDii ,  égàié  à,  siro  ,  fouiuîiî'ft  les 
deux  Tsieurs  de  x.  Si  cette  équation  donnait  encAH 

on  sei!iit  averti  y  comme  datiB  le  cil  ptéciAwt ,  ^'à  dette 
valeur 


correspondam  plus  de  deux  valeurs  de  x,  Efi  «ffet  q^^â  y^^^C, 
doivent  correspondre 

/  '  '  *  '  . 

oa  aam doac)  par  la  snbsdtntion  âè  dette  yt&tsàx  y  date 

e«8  trois  équations  en  x  et  en  nombres, 

(^)  «»  +  (5')  «  +  (O  =  o 

(^)  «'»  +  (*)*' 4- (tr)  ==  0 

•  (^)  *"•+ (iT)  V +<C)  =  o  ; 

soustrayant  la   seconde  de  la  première  \  et  la  troisième  de  la 
première  ^  on  obtiendra  ces  deux  râsultantes 

dont  la  première  divisée  par  es-^t!-,  donne 
et  la  seconde  ditîsée  par  <e  —  *",  donne 
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Retranchant  eaoore  cette  deraière  de  la  prieédtfate  j  oa 

obtient 

(^){^-*'}2ao; 
et  comme  on  n'a  pas 


«^'sa«' 


il  faut  nécessairement  conclure 


(^')  =0  ;  dona  (B')  =  0  et  (O  =  o  » 


donc  ansai 


s*  —  â 


pour  la  valenr  C  à  laquelle  doivent  correspondre  plus  de  deux 
valeurs  dè'ji;.  On  efl^ctuerait  alors  cette  substitution  dans  le 
reste  du  ttûisièmô  degré 

lequel ,  égalé  i  zéro ,  donnerait  les  trois  valeurs  de  x  ^  qu'on 
doit  prendre  avec 

■ 

5i8.  C%  résultat  f ,  Ait  Lagrange  dans  k  Calcul  des  fonctions  ^ 
a  lieu  dans  les  formules^  lorsqu'il  y  a  des  cas  qu'elles  ne 
peuvent  représenter;  c'est,  pour  ainsi  dire,  le  moyen  que 
l  analyse  emploie  pour  échapper  aux  contradictions.  Les  ra^ 
cin^  imaginaires  n'indiquent  pas,  à praprmnent parier,  lutê 
contradiction^  mais  «ne  impossibilité. 

319.  n  est  essentiel  d^observer  que  les  diviseurs  des  premier , 
second^  etc*  degrés,  ne  s'anéantissent qtie pour  les  valeurs  de^, 
auxquelles  correspondent  des  vdeurs  multiples  de  a: ,  et  que^  pour 
te  surplus  des  racines  jr,  le  divisent  du  premier  degré  existe. 

3ao.  l^ous  sommes  naturellement  conduits  A  examiner  le  cas 
où  à  toutes  les  racine;}  j^  correspondraient  des  valeurs  multiples 
de  X  ;  et ,  pour  prendre  un  exemple  simple ,  nous  poserons  les 
deux  équations  ^ 


s 
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a;^+2yx*+3»y*a:+J'^+3y'— 8 1=0: 
•n  trouye  le  diyiseiir  du  second  degré  en  gc 

et  le  reste  correspondant  est 

•.  ay*-8i; 

ensorte  qu*i  cliacune  des  valeurs  y=z±5 ^  déduites  de 

ay»— 81  =  0, 

correspondent  deux  valeurs  de  x.  On  voit  qu'on  ne  rencontre  pas 
ici  de  commun  diviseur  du  premier  degré  ;  généralement  sui- 
vant qu'à  toutes  les  racines  y  de  l'équation  finale^  devront 
correspondre  deux  ^  trois  ,  etc.  ^  valeurs  de  o?^  le  diviseur 
commun  en  x  sera  du  second,  du  troisième^'  etc.,  degré, 
ensorte  que  l'opération  s'arrêtera  d'elle-même  à  ces  divîseurs.^ 
En  eifet,  supposons  une  équation  finale  du  troisième  degré,, 
et  qu'à  ^chacune  de.  ses  racines  doivent  correspondre  trois 
valeurs  de  x,  on  aurait  donc ,  dans  toute  l'étendue  de  1  e- 
quation  finale ,  deux  fois  le  résultat 


x=i 


donné  par  les  diviseurs  des  premier  et  second  degrés  ,  égala 
à  zéro,  et  comme  alors. ils  seraient  inutiles,  on  doit  conclure 
qu'ils n%  paraîtront  pas  dans  l'opération  qui,  conséquemm^nt, 
s'arrêter^  d'elle-même  au  diviseur  du  troisième  degré. 

,3âi.  Mais  il  peut  arriver  qu'à  quelques-unes  des  racines 
de  Téquation  finale ,  correspondent  des  valeurs  multiples  de  x^ 
tandis  que  chacune  des  autres  racines  j^  ne  dpnnerait  qu'une 
seule   valeur   de  cette  inconnue.   Alors   oui  doit  paryenir  au 
diviseur  du  premier  degré  en  x  ......  \^ 

Ax—Bl  . 
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puisque  lui  seul  peut  donner  les  valeurs  non  multiples  de  a*. 
Mais  pour  celles  des  yacinesjr  que  nous  désignerons  par  C,  C ^ 
etc.  auxquelles  correspond 


o 


les  fonctions  en  y  ,\A  et  B  renferment  en  fad^nr  commun 
{y — ^)  (^  —  C')  ,  etc.  ;  conséquenunent  si,  ayant  de  faire  la 
division  du  diviseur  du  second  degré  par  celui  du  premier , 
on  supprime  ces  facteurs  que  nous  supposerons  n'être  pas 
communs  aux  fonctions  jf  y  ff  ^  C  de  -^a7*+5'a?4-C^>  l'é- 
quation finale  sera  dépouillée  de  toutes  les  racines  C,  C  ^  etc. , 
et  seulement  de  celles-là ,  ensorte  qu'elle  né  contiendra  plus 
que  celles  des  racines  y  qui  donnent  une  seule  valeur  de  x. 
Si  donc  on  a  découvert  et  supprimé  ce  facteur ,  il  faut 
tenir  compte  de  |||ites  les  v^eurs  de  jf  qui  le  rendent  nul,  et  ' 
en  faire  les  substitutions  dans  le  diviseur 

La  même  réduction  aurait  lieu  dans  les  coeiEciena  ^ ^  ff 
et  C  y  dans  le  cas  où,  à  quelques  racines  de  l'iéquation  finale ,  ~ 
correspondraient  plus  de  deux  valeurs  de  x\  alors  il  faudrait 
tenir  compte  des  valeurs  de  y  qui  rendraient  nul  le  facteur 
commun  supprimé,  parceque  l'équation  finale  serait  encore 
dépouillée  de  ces  racines  qui  lui  appartiennent ,  et  on.  les 
reporterait  dans  le  divi2»eur  du  troisième  degré,  et  ainsi  de 
suite.  S*il  arrive  même  que,  pour  quelques  racines  j^.  Tune  des 
deux  proposées  devienne  diviseur  de  l'autre,  alors  tous  les 
diviseurs  jusqu'à  celui-là  exclusivement  ^  donneront 

Il  est  facile  de  généraliser  cette  observation.  Dans  tous  ces 
cas  ;  le  degré  de  l'équation  finale  est  abaissé,  lorsqu'on  opère 
conformément  à  l'esprit  de  la  méthode  du  plus  grand  commun 
diviseur. 
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PtenoBs  pour   exemple    le  système  des  deœc  équation* 

3X»+ (5y  — 'ay  )  X  —  3/5=  o 
a:»4-(3  — .ay)x  — 6y  =  o: 

en  divisant  la  première  par  la  seconde ,  on  obtient  ■ 

j'observerai  qu'en  posant  ^ 

on  trouve  que  ces  deux  équations  s'accordent  à  donner 

et   que,  pour  cette  valeur^  les  deux  p|^>08ées  ont  Iicu> 
puisqu'elles  deviennent 

a(x» — ar— 12)=0;    «*— jc— ia=o, 
et  qu'eUet  sont  satisfaites  par 

On  peut  donc  reconnaître  de  cette  manière  qii*i  «ne  valeur 
de  y  doivent  correspondre  deux  valeurs  de  x ,  et  on  cAservera 
que  le  caractère 


a  lien  pour  cette  vakurv. 

Cette  valeur  de  y  doit  donc  faire  partie  des  racines  de  Fé- 
quation  finale;  si  Ton  divise  par  j^— -a  chacun  des  deux  poly- 
nômes 

on  trouve  pour  quotiens 
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easorteque  le  diviveur  commun  du  premier  degré  en  x^  est 

en  observant  que  les  signes  ont  été  changés  ;  et  l'équation 
finale  correspondante  devient 

et  ne  contient  plus  la  racine  jr=à.  Sa  résolution  donne 

valeurs  auxquelles  correspondent 

a?s=o,  xrac— 5. 
Si  on  n  eût  pas  supprimé  le  &ctear y-^e  >  on  avait  ea   ' 

équationi  finale  plun  élevée  d'un  degré  que  la  précédente. 
Dana  cât  exemple^  si  le  facteur^ — a  commun  aux  deux  fonctions 
A  et  B,  et  qui  fait  nécessairement  partie  de  Téquation  finale  com- 
plète, ne  se  reprodmtpas  dans  les  diviseur  s  plus  élevés,  c^  est  que 
la  fopctioii  en  x  tty  par  laquelle  cm  a  rauhiplîé.le  diviseur,  est 
fractionnaire  enjr,  et  contient  en  dénominateur  le  facteur  j^ — a  : 
ensorte  qnejf -«-' 9  ne  se  trouve  plus  diviseur  dans  la  somme 
de  ce:  produit  et  du-  polynôme  ^ 

On  conçoit  donc  que ,  si  pour  des  racines 

par  exemple,  de  Téquation  finale  1  les  diviseurs  des  premier, 
second  et  troisième  degrés  |  ont  donu^é  ,  .    . 


auquel  cas  cBacune  d'elles  fournit  quatre  valeurs  de  sC^le  pt6^ 
duit  ^'—  1  facteur  commun  dans 

a  cessé  de  Têtre  dans  les  tenues  du  poljmome  du  quatrième 
degré  en  x ,  qu^ainsi  celui  du  troisième  se  trouve  multiplié 
par  un  facteur  fractionnaire,  ayant y^--i  en  dénominateur 
seulement» 

Nous  observerons  que  si ,  dans  l'exemple  précédent^  et  pour 
favoriser  la  division  ,  on  multipliait  le  dividende 

0 

par  le  facteur  ^y— 2y*-*-S ,  on  introduirait  une  fois  de  plus  le 
facteur  jr — a  ,  et  conséquemment  la  racine^  ==  a  dans  l'équa^ 
tion  finale  qui  se  trobverait  trop  élevée  de  Ce  facteur  répété. 
A  la  vérité  y  il  ne  résulterait  ^  dans  ce  cas  ,  aucun  inconvénient 
de  l'introduction  de  ce  facteur  dans  les  termes  du  diviseur 
précédent  y  pu^aqu'on  retrouverait  les  mêmes  sjstènîês  de 
valeur  pour  x  etj^  ,  et  en  même  nombre^  en  ne  prenant  qu'une 
fois  ceux  qui  se  répètent. 

Passons  à  un*  autre  exemple  qui  offre  dés  circonstances  ana- 
logues ,  et  proposons-nous  le  système  des  deux  équations 

Jf^— 6^  _' jx  +  6   =o. (i) 

flx'r—  3y^  —  aj*a?+  3y  =  o (a)  : 

on  trouve  pour^  le  reste  de  la  division  du  premier  polynôme 
par  le  second 

(3y— iayx^+ (ày""— ay)  a^—sy  +  la. .  .(3) 

et  continuant  l'opérâftlon  d'après  les  règles  données ,  on  par- 
vient aux  restes      ./..,•  ' 

(_i3/+4oy)a;*+(aA^— a4)a;+9y^-.5ey .(4) 

(aSy^— 34y^— a8oy+i88)x--iay--9Gy5+588y---48oy . .  (5) 


/, 
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Je  cherche  s'il  existe  on  pkis  grand  -càmmun  diviseur  entre 

aG/— 34y*— a8oy*+fl88  et  —  lay — 96/+588y— 48oy,. 

et  je  trouve  2(y-|-i)(j''-"i)»  facteurs  qui  ne  sont  pas 
dans  (4)-  Après  avoir  supprimé  ces  facteurs  dans  (5)  ^  on 
obtient  pour  diviseur  du  premier  degré  en  x , 

(i3y<— 4^-i44)x-6y»-54y  4.34oy. . .  .(6); 

achevant  l'opération^  on  parvient  à  l'équation  finale 

--a43;r»+3Qa4j^'*— 4aoiay--«8ia8y«+459648y*-^4649Cy» 

+24883a=o, 
laquelle  divisée  par  vj  devient 

+  a7648jf»  — 9ai6  =  o....(7); 
cette  équation  traitée  (chap.  a8),  donne  les  racines 

jr  =  ±a;    ^  =  ±^,    jr  =  zh/G;    j^  =  ±:  V^^T, 

dont  la  première  double  ±:a  se^  répète  trois  fois  :  la  substitua» 
tion  de  ces  valeurs  de^  dans  (6)  donne  ces  valeurs  correspon-* 
dantes  de  x  '  ' 

a?  =  ±3;  x=iti;  a?=±:|/G;  xr=zzçLV — G. 

On  a  trouvé  de  plus,  en  égalant  à  zéro  le  facteur  commun 
supprimé  dans  (5)^  ces  racines 

^  =  +i;jf  =  — i; 
auxquelles  correspondent  les  suivantes  pour  x^ 

X'=.±i\\     X-=L±L\. 

Tels  sont  donc  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de^ 
qui  satisfont  aux  deux  équation^  proposées  ,  en  observai^t 
que  les  deux  dernières  racines  y  ne  se  trouvent  plus  dans 
Véquation  finale, 

•a4  * 


Nous  JPerons  reinarquer  que  Téquation  Gaaie  précédente 
est  véritablement  du  quatorzième  degré ^  tandis  quelle  ne 
devrait  être  au  plus  que  du  douzième  (a«  sect.).  Ces  ra- 
cines superflues  ou  étrangères  à  la  question^  qui-yiehneat  ainsi 
compliquer  cette  équation^  proviennent  dès  facteurs  en  v 
introduits  à  l'effet  de  favoriser  les  divisions  des  premiers  termes, 
dans  le  cours  de  l'opération  ;  et  on  conçoit  que  si  Ton  peut  au 
système  des  deux  proposées ,  siibstituer  delui  de  deux  diviseurs 
consécutifs  ,  la  chose  n'est  plus  permise  quand  l'un  d'eux  a 
été  multiplié  par  une  fonction  en  y ,  puisque  ce  second  sys- 
tème comporte  plus  de  solutions  que  le  précédent ,  excepté 
dans  le  jcas  où  pour  les  racines  du  facteur  introduit ,  a:  vient  a 
disparaître  dans  les  deux  diviseurs^  puisqu'alors  on  ne  peut 
attendre  de  solutions  que  de  ces  deux  diviseurs  eux-mêmes. 
Pour  éclaircir  la  chose ,  soient  f(^x ,  y)  et^{x,y)  deux  divi- 
seurs consécutifs  r  si  on  multiplie  le  premier  par  Fy,  on  aura 
le  système  plus  étendu     • 

pour  lequel  on  a^  en  sus  des  solutions  données  par 

celles  qui  résultent  de 

Py—o,   (p(x,  y)  =  o, 

à  moins .  cependant  que  les  racines  de  ty^fO^  substituées 
dans  ^(x,  jf^)=o,  ne  rendent  cette  équation  indépendante 
de  se ,  ce  qui  motive  l'exception  énoncée.  On  trouvera  de 
plus  amples  détails  sur  ce  fait  dans  la  sedonde  section  ;  à  roc- 
casion  du  degré  de  l'équation  finale. 

32a.  L'examen  précédent  nous  conduit  naturellement  à  celui 
d'une  particularité  dont  ce  système  d'équations 

f{y'^i)x^+y{y^i)x* 
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Dons  offrira  nn  exemple.  On  trouyeia  le  di^Mor  ^du  premier 
degré  eux , 

et  si  on  «  découvert  et  sapprimé  le  facteur^— ».i  ^  cedîyi-i, 

leur  devient 

yx+i. 

Dans  les  deux  cas ,  on  obtiendra  la  même  équation  ^nale 

qui  âonne  les  deux  tacines 

Ces  racines  substituées  dans 

yx-fi—o; 


X 


Nous  reviendrons  sur  ces  couples  de  yal^s  \  après  avoir 
examiné  ce  qui  résulte  de  la  substitution 

pour  laqueQele  diviseur  immédiat  en  x  du  premier  degré,  donne 

Qn  on  porte  cette  valeur  j^=i  dans  le  diviseur  4n  second  degré  j 
^  est(â),  et  on  trouvera  pour  résultat 

^^0^  +  0  =  0,      ^ 

^  ne^  donne  pas  de  valeur  de  jp  :  l'éi^aation  (i).se  Iréiduit  par 
cette  substitution .  i 


\ 
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de  joM  qnepoiir  B/àm^  4*féâwF6  (i)  jet  (a)  i  zéro,  3  £aa- 
drait  poser 


ce  ^  9  estpbis  9«9mi>  p^àtif»^  y  dpît  mwenm  aa  yaHtBoc 

â  l'unité  qui  réduit  les  proposées  à 

r 

ax  =  0 ,  a  ==  o  , 

.        1 

ré^uKats  contradictoires  désquek.on  doit  conclure,   i*.  que 
^  y=zi  ne  satisfait  pas  >  >ii^    qae!  U  v^eur  de  y  qui  donne 
X  :b=  f  ne  fait  pas  toujours  partie  des  splutioqs. 

Sous  la  double  condition  du  diyîseur  commun  égalé  à  zéro , 

savoir  :  . 

^x=— 1, 

et  de  l'équation  finale 

les  proposées  devieânenf       ^  ^ 

* 

et  alors  elles  s'accordent.  /  ' 
Anss^*  agotHcUer  a^tufakoa  p9t  la  eoiipla  lia  valcrani 

Bouc  montrer- qii'diesïe  sont  aussi  par  y  =2=  o  et  xaa—  i, 
faisons  dans  les  proposées  x^~.;  é]j['es  deyiendront 

/  ■  '  • 

•r  ^  =  o  lef  changé  dans^  ceUésrcL- 
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qui  sont   satisfaites  par  ft  =r  o  ou  par  x  s:  -  =  -. 

é 

3a3.   Nous  supposerons  ici  1  inversé  du  cas  précédent ,  et 

nous  rechercherons  le   caractère   auguel  on  reconnaît  au'à 

une  valeur  de  x  rspndent  plusieurs  valeurs  de  j:^  où  ;  ce  qui 

revient  aii  mêinè^  qua  plusieurs  valeurs  de jr,  répond  la  inèma 

valeur  de  x.  Cette  circonstapce  a  visiblement  beu  .  lorsque  le 

diviseur  du  premier  degr^  eh  x^  est  indépendant  aie  j^^,  car 

puisqu'alors  il  ne  varie  pas  par  j^ ,  on  a  même  valeur  de  ^ 

pour    toutes  les  racines  y  déduites  âe  réquati9n  Iina^.  S| 

dans  ce  diviseur  coknmun^  que  je  supposerai  renfermer  y  >  les 

fonctions  A  et  B  sont  y  à  un   facteur  numérique  près ,  les 

mêmes ,  et  si  de  plus  elles  ne, deviennent  pas  nulles  dans  toute 

rétendue  de  l'équation  finale,   alors  en  posant,  ainsi  qu'on 

doit  le  îtàré, 

^a;— ^=0,  ,  • 

on  pourra  diviser  par  cette  fonction,  sans  changer  i'jB/^pjatîoi^ 
£aalê ,  et  on  aura  .2;==  un  nombre  qui  restera  le  même  pour 
toutes  les  valeurs  de  j^.  Il  est  d'ailleurs  manifeste  que  cette  , 
fonction  ^'pfr^ùppirîme  ,\iiè  pê.àt  éxi  faetetfa-  Commun  dans 
le  diviseur  du  second  degré. 

3a4.  Enfin  il  pourrait  arriver  qu'à  plusieurs  racines^,  repon- 
dissent  une  lîi^mè  valeur  dé"  3?^  îStAÙ  que  pour  le  Surplus  de 
ces  racines,  on  aurait  des  valeurs  de  .a?  diff^fçn|es  eng;'el}es^ 
Cette  circonstance  est  complètement  exprimée  par  un  diviseur 

en  ac ,  tel  que  \^  '      ^  .* 

n  étant  un  nombre ,  et  ^  (^expréésion  oufontUon  èi^y  )  de-* 
venant  nulle  pour  un  certain  nombre^  de  racines  de  l'équation 
finale ,  et  prenant  des  valeurs  traméiiqués  différentes  p«ur 


> 


t 
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les  autres  :  car  ^  pour  les  premières  yal^iirs  de  ^ ,  on  anrait 

p:— /i=o,  d*oua:=n. 

j   : 
On  yoit  donc  que  ^  doit  être  le  produit  de  tous  lep  factenn 

correspondans  à  celles  des  racines^  qui  donnent  même  valeur 
numérique  de  x.  Ensorte  que  si  le  commim  diviseur  en  a:  peut 
Stre  mis  sous  cette  forme  ^  et  que  çy  soit  un  diviseur  exact  de  R, 
on  sera  assuré  que  la  circonstance  en  que^Bn  a  lieu.  Lorsque 
^  est  nulle ,  toutes  les  racines^  donnent  la  kiême  valeur  pour  x  ; 
G*eât^en  effet  le  caractère  auquel  nous  avons  dît  qii* on  recon- 
naissait que  la  valeur  x  restait  la  même  dans  toute  l'étendue 
de  l'équation  finale.  Si,  dans  ce  cas^  on  cherchait  l'équation 
finale  en  x  et  le  diviseur  eny^  on  aurait  ppur  cette  racine  x 
qui  reste  lan^ême^  le  résultat 

t 

f  •      ♦ 

qui  servirait  alors  de  caractère.  Mais  on  n  est  pas  supposé  con« 
naître ,  à  priori ,  cette  particularité. 

Quon  prenne ,  par  exemple,  les  deux  équations 

4.y+2/— y»— .ay=0 

On  trouvera  pour  dernier  diviseur  en  x 

•''    ■*  ■        • 

et  pour  équation  finale 

Ensorte  que,  sous  la  réserve  de  cette  équation,  le  diviseur  pré* 
cèdent  égalé  à  zéro  se  réduit  à 


l 
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On  a  donc  les  systèmes  de  valeur^ 

^=    o,    x=^— 3,    4:=o 


Ainsi  a»x  deux  Valeurs  jr~  1  et  y  =  —  1  correspond  la 
valeur  x  =  s. 

La  yaleur  •-  "  ' 

s 

prise  avec  chacune  des  quatre  valeurs  de  ^^ '^ati#fait  aux 
deux  proposées;    car  d*abord  par  x  =  o>  la  seconde  devient 


0S=:O 


et  la  première  se  rWuit  i  Téqua^tion  fii^U  qui  sWantit  par) 
ces  valeurs  de  jy.  Ainsi ,  dans  cet  exemple  ^  pour  un  certain 
nombre  de  valeurs  de jr^  on  a  mêmes  valeurs  de  i?,  et  pûur' 
d'autres  ^valeurs  de  y,  On  a  une  même-  autre*  valeur  dé'  x.  * 
Cette  circonstance  aura  lieu^  lorâjue  Téquation  finale  étant 


/y><9y—9> 

'  •   .                       u    • 

It  divisem:  en 

PO ^ sera         .j  '-  ^        '' 

t 

.  '   -  ■ 

+^)«    . 

Eq  effet ,  pour 

'  fy-szo  f  on  aura 

%       »       m             » 

\ 

\ 

xi^n,         xrs^n'" 

-0»y)i 

et  pour  4)y  = 

0 ,  on  aura 

\ 

'  \ 

;    <sts:  n',      a: issu— 

m'. 

(^y)  et  (j3')  désigrtant,  la  première  ce  que  dévient  4>y  en 
remplaçant  y  ^par  tgutes  les  racine*  de  j^'  :=  o,  et  Çfy)  c^ 


5gO  i   t  4  »f    ^   ?   J8 

que  devient  jS'  lorsqu'on  nibsl^l^e^  ^P}Vy  ^  racine»  âç  ^y=o: 
Dans  l'exemple  précédent,  le  diviseur  en  x  peut  s'écrire  ainsi: 

*{j;  +  a  +  (i-y)}  =  q;    • 


'     , 


OÙ  1—^*  est  le  produit  de^  deux  tacteurs.i— ^  et  i  +^ 
de  l'équation  finale^  qui  deviennent  nuls  par^=  i  /y= — i, 
valeurs  auxquelles,  correspond  la^^racine  doubla.  j??=;—^ a.  Il 
sera  maintenant  facile  de  généraliser  ces  consid^ations* 

3a5.  Il  pourrait  arriver  que  les  deux  équations. «eussent  on 
facteur  commun  introduit  .par  la  question ,  lequel  pourra 
être  fonction  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  inconnues^  ou 
fon6ti6ii'dés  deux  àUa-foisy  ""  "^  '.    '      ' 


I  •  <<  t 


>  I 


3a6.  Dans  le  cas  où  le  facteur  commun  serait  fonction  dex, 
Seulement  ^   les  deux  équatipiis  ^durraient  être  supposées 

(1).  ^. :./(^)X*?(*,>^=o',    /<ic)Xf  (a:,»:i=o. . .  (a) 


:.ii  T 


•'"^   .  j  > 


•  f         #«!■*        ■-►•     • 


op/j,/?^ç  4p4i9^*^*l*^?>  cQçnpflsitiQps  algébriq^Q^eo  i:,  xety. 
Or  çef  éqjifi^ons  serajfiiiJ^^ifjÇaiJe^  paf  -    •  ^^ 


■  •        ».      r- 


'» 


/(x) =  G, 


d'où  l'on  déduirait  un  nombre  déterminé  de  valeurs  de  x,  qui 
satisferaient  au  système  des  proposées,  indépéi^jtoméht  de  tonte 
valeur  dey.  Mais  les  équations  Çiy  et  (a)  seraient  «ncors 
satisfaites  dans  les  hypôtiièsês  suivantes  :      '^ 

f(^x)=:oetp(x,y)  =  Xi;   ...   (3)   ' 

et  enEn  dans  celles-ci  '  ..... 

^(^*J'J  =  <?et«(a:,j')=i;.Q::....   (5). 

I^e  cc«pj[^  de  f^çtçur^  (3'j),,Qe,  dQUi^earait  pas.  àf  noureaux 
«jfstèfuesdf ^valeurs de V et,d^: Y  i e» .effet prenant learadae^x 
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dues  & 

et  les  reportant  dàûs  Tuile  étf  fautif  dè^  éiqiiàtions  ccmjuguéet 

on  aurait  des-équalioBs  d'un  degi^  âétenanûé  en'^y^  qnidoQ- 
neraient  un  nombte  défiai  de  vacùné^j)*,.  tuadié  «pie-  l'uniipla 
oondition 

satisfait  aux  prqpiotéê»'  sasid  reétKeth>fi'âF  Têtard' de^^. 
On  ne  peut  attendre  de  novreUer  solutkms  que  des  facteurs 

F(ar,yy^ô,*   ?^at,yy:feo, 

traités  par  k  méthode  ordinaire.   £à  elf^t'  £^ii^  Vâle^é'  dé  y 
déduites  de  Téquation.finalf^. répondront,  en  général  ,  des 

râleurs  dé  x  données  par 

''   '.     '  » 

valeurs  différentes  de  celles^  qui  sont  fourmes  par 

;  jf(f ),7=p-  .    • 

Par  rapport  qu  facteur  coynmunyx  introduit  par  la  qnes^on; 
réquation  ânàle  ne  devant' pas  *  exister  ,  eif  consé^enuueat 
dûnnet  dé  valeurs  poiiiry,  'doît'êffedè^la  forme 

ensorte  qu'après^avôîr 'opéré  'stbr'  Ikà'  déitk'  itfdt)(58êës' à  l'effet 
d'en. trouver  le  çonamun.  diviseur ,  et  découvert  qu'il  tstfx 
avec  un  reste  xiul,  oii  délit  compte  delsolution^  données  par 


■\ 


i     t  il 


fx-^o, 


/ 


puis  on  divise  Fune  ^t  lantte  éq^atio^i  par  fx^  et  oo  appUqae 


,r« 


\ 
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la  méthode  générale  axa.  deux  ^juotieiis  égalés  à  zér» 

qui  donnent  le  surplus  des  solutions^  en'obseryant  qa*aIors 
on  trouve  une  équation  finale.'  »    ^ 

327.   Si  le  facteur  commun  est  en  x  et  y  ^  ce  dont  on  àera 
encore  .averti  par  une  équation  finale 

alors  les  deux  équations  seront  de  la  forme 
-1'  -/(ar,j^)><F(x,j^)  =  o 

et  on  pourra  d'abord  poser      . 

en  prenant  pour  y  tous  les  nombres  possibles  sans  aucune 
limitation ,  on  aura  pour  chacun  d  eux  un  nombre  déterminé 
de  valeurs  de  ce.  Les  deux  hypothèses  •  -^^ 

f(.^»y>=o  et  *>  (x,  j')=o, 
.       fi^yy)=o  et  F(x,^)  =0, 

qui  satisfont  aux  proposées,  ne  donnent  pas  de  nouveaux;  sys* 
tèmes  de  valeurs  pour  x  et  y.  puisque  le  nombre  de  ceux 
qui  répondent  à ' 

« 

est  restreint  par.  Tune  ou  Vautre  condition  - 

On  ne  doit  attendre  des  systèmes  differens  que  des  fac-: 
teurs  égalés^  à  zéro  * 

-  <p(a:,^)±5  0  et  J*'(a:,^)=o,         ' 


^ 
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lystèmes  parmi  lesquels  il  peut  s'en  trouyer  qui  aient  déjà 
été  fournis  par  le  facteur  commun 

«  ,  .  - 

Soit  le  couple  id^équations  n 

3^3 — 3yx*+3ya;— 5r*+ioyx+6x— y— 5y*— Gjf=o  . 
a;3~5yx?+fy»x—  a:  T-  i^ -f-  j^=o  : 

^  la  troisième  division,  on  trouve  pour  commun  diviseur  du 
premier  degré  en  x 

iy^ — 1  oy^+  SSy^-*-  5oy +fl4)  07— ^*+ioy^ — 35)^+  5oy*— a^y 

et  pour  ^quation  finale 

'  '     o==o 


f 


ce  qui  annonce  un  facteur  commun  préexistant.  En  égalant 
à  zéro  le  polynôme  précédent  en  a;,  on  obtient 

d'où  résulte  .  v,  ^         : 

a;  =  y  :    /  • 

par  ce  facteur  cptt  y  \^  proposées  admettent  un  nombre 
indéfini  de  solutions.  Qulou  divise  jnaintenant  les  deux  poly- 
nômes proposés  par  oc-^y,  on  x«»ncontrera  le»  deux  quotiens 

■ 

a:*-.(i2y  +  5)x-fy  +  5j+G=o'         .. 
ac^— ./^ar+i^— 1  =0. 

Si  l'on  cherche  les  solutions  qui  conviennent  à  ces  deux 
facteurs,  on  parviendra  m  diviseur  du  premier  degt^ 

et  à  l'équation  •  finale 

,         •  '1         »•  4 
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€[01  4  pour  racines 

,j^  :=  a  r    au^eleiâ  J  ^  =  5 
^y—^  ( corretpond^rtîl: »  =5. 

antres  solutions  detâeiuc  (reposées,  qui  aes  sMt-  pat.  00Bq>ri5es 
dans 

.  lie  système  des  deux  équations  « 

admet  d!abard  un  nomtae..  indéfini.  de.-sQlutiou&,  donoé^  par 
le  facteur  donji^iun  fdi^ctipp  deo'  ef:.de  y       ' 

faais  des  facteurs  égalés  à  zéro 

•        .  - 

on  déduit  ces  aûf^s^^lutions  diiFérentes  des  premik-^s 

jf=zfc:V/6 x=±:v^6 

j^  =  +      1 x=-4t{      i., 

3a8.  Supppsoats  enfin^ctseJiBb jaotvitvCOtniiiQO  introduit  par 


O        -^    j:  ■-■  '         .  .        -o 


<v 
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la  queistioA ,  sçjjt  fç^ptâgn  4fi^y,  ^4^i«f9t.  Sx  Voa  ftdiooay«rt 
ce  facteur  da^  lea,  de^^^  ViTPpçftà^il»  ^.  ^^  fmsftal  :??  o^  on  aara 
un  nombre  défini  dqydi$9|l|  4$Ji«  ^$^QOtaiita)»tde  aolutions^ 
iadépendamment  de  toute  valeur  de  x*  illiiVi^afldich^ciine  des 
équations  par  cette  fonction  ^iiy, ,  égalant  les  quotiens  à  zéro  ^ 
et  leur  appliquant  la  méthode  générale ,  on  aura  tous  les  couples 
de  valeurs  de 'x  et  dey  ,  qui  satisferont  encore  an  système  des 
deux  équatioiiis.  Il  est  presqu*inutile  d* observer  que  ^  =  o , 
prise  avec  l'un  ou  l'autre  des  deux  autres  facteurs  égalés  à 
zéro  ,  ne  donnerait  que  des  solutions  comprises  dans ^:=ro. 

Mais  si  Vop  ii'ajp  découvrir  ce  &fitjçi^r.cai,j(,,  il  rest^^a  dans 
toustles  diyj^ev.»  sïjiccçsgiff ,  c,t  il,  slia^rp^^a^dap^  l'^quatioa 
finale*;  epftoflLe^qjgiç,  Ips,  rapines^  qi^;^ifww^>TPPOJ^€^  daas 
les  diviseur.^  sucçç;^^  ^1^1,4^^  ^  BT^c^9^9#e»  4f^a^iC)ât.tQa-« 
jours 


De  ce  qnecette  indétermination  de  o^ëèt  absolue^,  il'fournéce»- 
saireipent  conc^rf^.qpç^c^^  rapinejjJ^f^pis%nJ;  d'ejk^mânles 
au  ^st%^  di^  ^eppcpègjijaj^onfj;  aBteeijifii|};,c^,d^ 
des  valpurg  çoujjigii^^  ppuf.  x„  c^.  qi^,  u arriva .  pfts,  .  ï^oui: 
for'njer  ce  fact^^^j:,^.,  o^  multip}}pr^çs,fttr^,  eu^Ç;to«ft;le%fac- 
teup^^cprrJeJp9l}fi^.  ^pC^^raçiiips,  j?r  q^if  49nnf^t,  continu^- 
ment  i  =  |^  jiuis^,  ^^îl^f  ^^^  :  djçp3ç,  prpppfté^  pV  J^>,  on 
traitera  les  quotiens  ^j^àj: ^l^.nxèihpi^^Q^^r^^ 

5ag.  Si  fy  n'était  facteur  que  de  r«R{b;df#  piropoMOS  ,  en 
l'égalant  séparément  à  zéro  ,  on  en  déduirait  un  nombre 
déterminé  de  valeur^ -dey  >,  le^elles  sucçessîvenîeqt  reportéjBS 
dans  Tartre,  domierjaient^a^taptrdléqHatiQas.  en  x iteuleinent  , 
dont  les  racines  seraient  les  conjuguées  dfi  celles  de  fy  =  o: 
puis,  divisant  pai>j3'^  ètprenantld- quotient  égalé  àséro  avec^ 
l'autre  équation^  donnée  ,  on  trouverait  le  surplus  des  systèmes 
de  valeurs  dés  deux  inconnues. 

Que  si  n'ayant  pas  découvert  ce  facteur  fy  ,  on  avait  , 
pqiu:  fi^vpris^r  la  drtrûiç^  des  premix»  tscitt&  >^mult^é  T^utr  # 
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équation  psr  j3^ ,  on  ainrait  iiitroduit  ce  facteur  dans  les  divi- 
seurs isuccessifs  et  dans  Téquation  finale  :  ensorte  qu'elle  auïait 
donné  en^  sus  de  celles  qu'on  obtiendrait  en  mettant  à^pàrt  j3^^ 
toutes  les  racines  de 

lesquelles  reportées  dans  tous  les  diviseurs  et  dans  celle  des 
proposées  qui  contient  ce  facteur  y  auraient  toujours  donné 

Mais  comme  Vautre  équation  ne  s'anéantit  pas  pour  ces  valeurs 
de  y  ^  on  peut  en  déduire  les  racines  x  correspondantes  ^  les- 
quelles prises  avec  les  première^  ^  donnent  lîne  partie  des  solu- 
tions. Le  surplus  est  fourni  par  les  autres  racines  de  l'équation 
finale. 

Nous  laissons  a  discuter  les  cas  où  l'une  des  équations  seu- 
lement aurait  pour  facteur  soit^i:,  soit  /"(a:,  y). 

*  3So.  Nous  examinerons  avec  quelque  détail  une  circonstance 
qui  peut  ■'  se  rencontrer  souvent ,  et  dans  laquelle  les  Elèves' 
sont  facilement  induits 'en  erreur  par  une  fausse  application 
de  ce  pt^dpe  /  qii'on  peut ,  dans  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  ,  sùpprinier  dans  un  diviseur  vn  facteur  com- 
mun  qui  ne  le  sei^iEÛt  pas  au  dividende.  Pour  plus  de  clarté  y 
nous  noUs  expliquerons  £ur  des  exemples.^ 

Soit  dona  ce  système 

j  ,  t  .  ... 

Jfjc^  +  3y^'^y^+  (y+  ï  )  :r— J^=  o (1)  ' 

jra:4\^  (Sy  — 1)  jc* — ^^jc-f-y — i=b....(2): 

.  ^n  trouvera  les  di\jseiirs  successifs  des  troisième    et  second 
degrés  ,  ,    • 

(3) x'+ax-^i   (4), (y_i)x»+:(jr-0; 

I 

.  Lorsqu  avant  de  procéder  i  la  division  de  (3)  par  (4)  1  on  ent> 


\ 
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lève  le  f acteur j^«-ij  on  trouve  le  diviseur  du  premier  degré  en  x 

x-jf=o, 
et  réqnation  finale 

qui  donnent  ces  couples  de  valeurs  .         ' 

J'=-f  |/— »,  x=+l/— i;jr=— V^— i,x=— »/— 1. 

f 
\ 

Si  au  contraire  ,  i  dessein  de  faire  la  division  et  n*ayant 
pas  découvrit  ce  commun  facteur ,  on  multiplie  (3)  par  y— 1 . 
on  parvient  à 

(y— i)x— y(y— 0=0 
la  valeur^ 

reportée  dans  les  diviseurs  des  premier  et  second  degrés , 
donne 


e 


et  celui  du  troisième  devient 

diviseur  exact  des  deux  proposées.  Gonséquemment  cette 
valeur  y  =  1,  prise  avec  les  trois^. racines  de  jc^  +  flop— 1=0, 
sont  autant  de  couples  de  solutions  qu*on  perdrait,  si  l'on  su^ 
primait  le  facteur  y  -—  1  sans  en  tenir  compte  ;  c*est  une  erreur 
daus  laquelle  il  est  facile  de  tomber.  An  reste  ;  d'après  ce  qui 
a  été  observé  (  n^,3i5  )  ,  le  système  des  équations  (1)  et  (2) 
peut  être  remplacé  par  celui  des  polynômes  (3)  et  (4)  égalés 
à  zéro  y  et  alorà  on  retombe  sur  deux  équations,  dont  l'une 
est  multipliée  par  j^.  Ce  cas  a  été 'développé  précédemment. 

^  Confirmoiis  cette  observation  par  un  "  autre  -exemple  ^  et 
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supposons  qtion  nk  à  traiter  les  deux  é^Atioi» 


ya?  +  (iiy  +  i)x3— j^x»-/jc  —  (jf  +  i  )  =  ô (2)  i 

oa  trottve  les  diviseurs 

et  faisant  cette  division  en  supprimant  le  facteur^ -}-i  ^  on 
parvient  enfin  à 

^*x— 1=0,    jf*— 1=0.         • 

La  valeur^  =  — 1  ne  se  trouve  ici  ^'accidentellement  dans 
réquation  finale  ,  ou  plutôt  lé  facteur  jr  4- 1  de  cette  équation 
n  est  pas  le  même  ^ué  celui  qu'on  à  sûpprtiné.  On  trouve 

et  le  surplus  des  racines  y  est  donné  par 


t  - >■/  .  *. 


Qu'on   n'enUve  plus  j^  +  ^  9  11^  qu'on  l'introduise  dans 
le  dividende  \  on  trouvera  , 

y  (  jr  +  O  *  —  Ci' +  O  =^  ô 

Pour^  s»-^  1  ^  les  £Kteiti»  des  premier  ^  tecoiid  et  ttdisîéme 
degrés^  âoBfleraîeiit!  '     ' 

celui  du  quatrième  qui  serait  alors 

^ -^  jî* -^—'x  ^^  1  =  0 
de]riexidrait  diviseiur  exact  déis  deux  proposées  après  y  avoir 
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fait  la  même  substitntion  pour^.  Il  fournirait  donc  les  ^atrb 
vaUurs  de  ;i:  à  prendre  arecj':^— i. 

33 1.  Il  peut  arriver  encore  que  l'un  des  dirbeun  qu'os 
rencontre  dam  le  coure  de  l'opération  à  faire  à  l'effet  d'ob- 
tenir l'équation  finale  ,  renferme  un  facteur  commua ,  fonction 
des  deux  inconnues;!;  et  ^;  drconstance  que  nous  avons  intro- 
duits dana  les  deux  syrtèma  d'éqnttioiiB  que  noni  ajlon*  tnittf- 
successivement. 

âoit  d'aberd  le  suivant 

y'x^+j'?;*— (jr*+y— -i)x+j'— 1  ==o: 
on  trouve  pour  diviseur  du  sepofid  d*gr4 

j'x'  +  a:— >*-/,        ■ 
ijai  a'èat  Hatte  chose  que 

j'C^-j^)  .+  »->/ 

où  x—y  est  facteur  commun,  ji  l'on  coiitîiiue  la  division  lani 
ôter  ce  facteur ,  on  obtieat  pour  i^visAïc  du  premier  degré  , 
égalé  à  zéro  ,  - 

■  *+j'— 1=0," 

ctpônr  éqvatlotn  Enale 

ensorte  que  les  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  jp  aOM 

■  ■  r=f 

Si  l'on  supprime  le  facteur  x~y ,  on  panrient  tOHJOora  «u 
mCme  dî^seur  du  prcnj^  degcé ,  qui  dtimc 

■  *+>  — 1=0,.      . 


=-'\e.r=' 


^ 


n^ 
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et  à  réquation  finale  .    '• 

.  •     •   • 

et  n'obtient  que  le  seul  couple  de  yaleurs , 
/  1  .    ..      r 

Le  couple  qu*on  ne  retrouve  pas  est  précisément  céliii<'Ci 

( 

.  qui  rend  ^ul  le  facteur  commun  ^  . 


•       ^ 


qn  on  a  mis  a  part. 
Soient  /  pour  second  exemple  ,  les  deux  équations 

H-Cy'— y*-^— 0^— (J^— l)a?:SO.  .....  .  .  .  .(l) 

y^—  (y— ^— 0  a?*-^»i— y =0  : (a) 

on  trouye  pour  premier  reste  ^  ou  pour  diviseur  du  lîoisième 
degré  • 

qui  revient  à 

où  x-— ^  se  reproduit  en  facteur  commun:  Si  l'on  divise  par 
ce  polynôme  ,  on  parvient  à  ce  diviseur  du  premier  degré 

—Xy—y—i^x—y 
et  au  reste  en  ^  '  .      • 

) 

les  couples  de  valeurs  cherchées,   seront   donc  données  par 
les  équations      . 
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A  ces  deux  racinet  de  l'équation  Ênale  , 

^  °  }  correipondent  {  ^^° 

Le  surplus  des  Taleurs  de  y  serait  ^iiné  par 

équation  que  nous  n'entreprendrous  pas  de  résoudre. 

Qu'où  fasse  maiateaant  la  division ,  en  débarrassant  le  di^ 
viseur  dn  troisième  dep'é  du  facteur  conunm  x—y,  on 
trouvera  ce  commun  dinseur  du  pranièr  degré  en  x  ' 

diiTéroi^t  du  premier ,  et  Ce  reste  indépendant  de  fC 

Eusorte  qu'on  aiva  les  deux  éqtiatiottS 

^-^  +  ^+1=0 

^  nfi,  donnent  plus  les  deux  systèmes 

^=oL 3:=zo 

V=:i x==i, 

•  ^ 

qui   sont  encore  précisément  ceaic  qiâ  Rendent  nul  le  facteut 

X -y  supprimé  dans  l'on  des  divisturf.   H  faut  donc  oenservei 

ce  facteur,  ou  l'égaW  à  zéro  et  It  combiner  avec  ki  deux 
équations  proposées  pour  avoir  les  systèmes  de  yaleiffs  qtt'«tf 
perd  en  le  supprimaAt.  Eu'effet ,  la  ndMdtuttfui  de  jf  fvi^  n 
dans  (a) ,  donna 

tf'-'-s-jrso ,  â'oJlt  x^o  et  àz—x 

at  conséquemn^at 

j=o    et_y=i. 
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S3fl.  Dans  le  cours  des  divisions  qu*oa  est  obligé  d*etfectaer  pouf 
parvenir  au  diviseur  du  premier  degré  en  a:  ^  on  peut^  lorsqu'on 
parvient  à  tin  reste  de  même  degré  que  le  diviseur ,  prendre  ce 
reste  pour  le  dividende ,  ou  le  conserver  pour  diviseur  dans 
cette  division.  Les  systèmes  de  valeurs  restent  les  marnes , 
quoique  le  diviseur  commun  et  TéqUation  finale  puissent  chan- 
ger de  forme  :  c'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer  sur  quel- 
ques exemples  particuliers ,  composés  comme  nous  l'ayons  dit 
plus  haut.  Soient^  par  exemple^  les  dei||^  équations 

yû^+yx  -f- 1  =o ,       jfjc*  +\y^,+  1=0: 

îl  vient  après  la  première  division,  le  reste  — y^+Cj'— i)x+i 
à  diviser  par  yx^  '{-y oc  +  1  ;  si  l'on  continue  en  conservant 
toujours  pour  dividende  le  reste  lorsqu'il  est  de  mêmt  degré 
que  le  diviseur,  on  parvient  à  l'équation  finale 

et  au  diviseur 

Si  au  contraire  on  diviseyx*+j^j?4-i  par  — ^•3C*+(j'-i)x-î-i) 
on  trouve  l'équation  finale 

et  pour  diviseur 

(ay— -ijoî  +  assro. 

La  première  équation  finale  réduite  devient  la-  seconde.' 
3S3.<  Lorsque  l'équation  finale  est  indépendante  de  j^,  ou  plntôt 
lorsqu'elle  ne  renferme  que  des  nombres  qui  ne 'se  détruisent 
pas  y  on  en  conclut  qu'il  j  a  absurdité  dans  la  question  ;  ou , 
en  d'autres  termes  ^  que  les  deux  équations  sont  en  contradic- 
tion.  Pour  mettre  cette  proposition  en  évidence ,  posons  les  deux 
équations 
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l'équation  finale  isera 

et  le  facteur  commun 

or  si  on  fait,  /...,: 

x—y^Q    et    xy=Q% 
on  trouvera 

ensorte  que  Ta  seconde  équàtioà  est  ta  première  multipliée 
par  Q^f  plus  la  somme  ^'-^yy  ^ûi  ne  se  troùyiè  que  dans  le  pre- 
mier meni)ré  de  celle-là ,  et  c*ésï  en  cela  qiië  consiste  la  con*- 
tradiction ,  ou  i  mcompatibilitê  dîes  deux  équations.  L'algèbre 
dit  que  si  le  nombre  3  né  se  trouvait  pas  dans'  là  première 
équation ,  la  somme  x+y  se  produirait  comme  diviseur  com- 
mun» ce  qui  est  vrai;  mais! cependant  oii  ne  peut  anéantir 
le  liombre  3. 

334-  ^e  pense  que  ce  que  nôîis  avons  dit  sera  sulfisant  pour 
familiariiser  lés  élèves  avec  ce  genre  de  discussion ,  et  pour  bs 
mettre  en  état  de  la  compléter;  puisqu'ils  saufont  maintenant 
tréêr  dés  systèities  d'équation ,  qui  comprendront  le  cas  pa* ti^ 
culier  qu'ils  ont  en  vue. 

335.  £n  partant  des  mêmes  principes ,  Euler  réduit  )a 
recherche  de  l'équation  Ênale^  à  TéUmination   d'inconnues 

«ntre  des  équations  du  preuiier  degré.  Il  suppose 

•  » .  • 

x^,  4*-  jPx"-"  +  Qx"-^'  4-  etc. 

~  (a>— *)  (x"-*»  +  ^x«-»  4-  B:^-^-^  etc. }...:(  AT) , 

a;» -.}- p'x»-' +  Q^a;»-*+ etc. 

=  (a?— «)  {x^'  +  A'x^"''  4-  iB'x«-3  -f:  etc. }....( A^)  , 

*  • 

P,  Q,  R,  etc.^  JP',  Q',  R\  etc. ,  ayaiit  même  définition  q\ie 
ci-dessufr  (  3i2  ).  Pour  évaluer  les  indéterminées  Ji,  É , 
C,  etc. ,  udf ,  iK,  (7i  etc. ,  on  multipliera  (Af )  par  x""*  -f- 
^Vr*+etc./tt  (iV)  pair  x^^^  +  Ax^T*  +  etc.,   ce 
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qui  donnera  l'identité 

(x"  +  Px^»  +  etc.  )  (a^-'  +  Aoà"^  +  etc.  ) 
=  (x«  +  jP'a?»-»+etc.)(a;^'  +  ^JC*'^ +etc.)T 

'Effectuant  les  produits  et  comparant  les  coefficiens  des  même» 
puissances  de  j:;  ^  on  aura  m  +  '^  ~^  ^  équations  entre  les  in- 
déterminées Ai*B  ^  C,  etc. ,  jf^  ff  ^  C ^  etc.  :  or  le  nombre 
de  ces  indéterminées  est  m«f-n-*4,  il  suffira  donc  de  m'\-n — a, 
équations  pour  W  évaluer vcimséqnemmentilTestefà  usé  équa- 
tion entre  P,  Ç ,  il,  etc. ,  P',  (X,  K^  etc. ,  qui  detra  être 
satisfaite  pour  que  les  proposées  (^If)  et  C'^)  acquièrent  un 
commun  diviseur  :r— -«;  cette  équation  de  co^tion  sera 
réquation  finale  chercliée.  Les  inconnues  A  ^  B  y  C,  etc.  ; 
A,  ff  y  Cy  etc.  n'étant  pas  multipliées  entre  elle^^  les  équa- 
tions résultantes  des  comparaisons ,  seront  du  premier  degré. 
L*équation  tinale  étant  résolue  ,  on  substituera  successivement 
cliacuhe  de  ses  racines  jr  dans  AyB^C,  etc.  ;  A  y  ff  y  C\  etc.  > 
on  aura  donc  ainsi  les  quotiens  dès  polynômes  (^M)  et  (iV) 

Î")ar  le  £viseur  commun  x  —  a  qu'on  obtiendra  en  effectuant 
a  division. 

'On  peut 2  au  moyen  de  IJ^aly^e  précédente >  résoudre  ce 

problème  :  Deux  équationi  algéhriciues  entre  x  et  j  étant 

données ,  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les 

~  coefftdens ,  fonctions  de  y ,  pour  que  ces  équations  admettent 

un  commun  diviseur  du  deuxième  degré, 

.  En  étendant  la  question  précédente  à  deux  équations  ,  Tune 

du  degré  m  et  lautre  du  degiié  n y  on  obiiendra m -f* n a 

é^iUtés  entre  les  eoelficiens  des  puissancea  de  a:  ;  et  comme 
jfl  lie  slnfroduit  dans  les  comparaisons  que  m  +  « — 4coeifi- 
ciens  indéterminés  ji ,  B ,  etc. ,  A\  Bf,  etc.,  iî  restera  deux 
équttioos  entre  les  coefficiens  ^es  {iropofliééâ^)  qui  exprimeront 
]es  conditions  d'existence  de  deux  racines  communes /et  leur 
ploa  grand  commua  diriiéitr,  «ei^'I'éqtifition*Gnal«  qd  y. 


I 

I 
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CHAPITRE    XXVI. 

Rechsrohc  des  racines   entières  inégalée  des 

équations  numérie/ues. 

336.  JL 1  ous  distinguerons  quatre  classes  de  racines  :  i^.  les 
racines  inégales  commensnrabl^s  ;  a*,  les  racines  égales  ;  3^' 
les  racines  incommensurables;  4^.  ]és  raqii)Q9  imaginairet 
égales  et  inégales.  Los  chapitres  suivans  seront  consacrés  i, 
Fexposition  des  méthodes  qui  servent  à  obtçnir  les  trpb  pre-* 
mières  espèces  de  racines  :  nous  renverrons  la  rçcherche  dea 
racines  imaginaires  à  la  seconde  section  de  ce  Tj:aité> 

337;  Une  équation  alg^Wîq^ia  étant  donnée ,  00,  peut  tou- 
jours par  ]e$  trawfozuiati^<is  enseignées  (  chap.  s^)»  U  réduire 
à  la  forint  A 

dont  les  coefficiens  sont  des  nombres  entiers ,  et  on  a  vu  (29S) 
qu'une  équation  ainsi  préparée,  ne  peut  avoir  pour  racine 

« 

une  fraction  irréductible  ti  et  d'ailleurs  il  ne  s'agit  ici  que 

des  racines  entières.  Soit  donc  a  une  ^Pracines  de  l'équà— 
tioa  (1)  ;  on  aura  par  la  substitution  de  a  pour  x, 

^—Aar^^+BàT^'^Car^^'^ —Ta^V=r>. . .  (2). 

On  déduit  de  (2), 
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Le  leeond  membre,  étant  entier  ^  F'^  c'est-à-dire  le  terme 
tout  connu  ^  est  divisible  par  a  ;  ce  qui  résulte  d'ailleurs  (387) 
de  la  composition  du  dernier  terme'  en  racines  de  Féquation. 

n  suit  de  la  qu'en  cherchant  tous  les  dwiseurs  du  dernier 
terme  ^  et  essayçnt  successivement  ehacmn  d'eusr,  comme  ra- 
cine ,  sous  les  signes  -f-  ff  — •  «  on  trouvera  toutes  les  racines 
entières  .<&  la  proposée  ,  si  elle  en  admet  de  telles  :  si  aucun 
des  diviseurs  du  dernier  terme  na  la  propriété  de  satisfaire 
à  la  proposée ,  on,  sçra  assuré  qufi  çeUe^  ne  comporte  pas 
de  telles  racines. 

Soit ,  pour  exemple  ,  l'équation 

.    op^  — 7^*  + i4:r^ — 8=s:o: 

Fes  diviseurs-  du  dernier  terme  ,  pris  sous  les  signes  -f-  et  -*, 
«ont  I,  fl,4>  8,  —  1,  —  a,  *"4>  —  8:  faisant  lés  substita-. 
lions  de  ces  nombres  pour  x ,  on  trouve  que  -|-  »  ,  -f-  a ,  -f-  4 
réduisent  *le  premier  membre  à  zéto^  d'où  l'on  conclut  que 
ces  nombres  sont  racines  de  la  proposée.   ^ 

^8.  Mais  lorsque  le  dernier: terme  de  l'équation' donnée 
comporte  un  grand  nombre  de  diviseurs ,  le  procédé  ci-rdessns 
devient  très-laborieux  :  ^||k  vérité ,  on  peut  quelquefois  dimi* 
nuer  ce  dernier  terrojef^fea  un  artifice  de  calcul  ^  que  bous 
alloDS  faire  Connaître  sui  âètpc'éi^éibples.  Sojtt  d*abord  l'équa- 
tion 

x^  —  72a:*  — 3i6x  + 1396  =  0  ; 
en  portant  .  '        1 

on  a  la  transformée 

»  ^_ 

if  -faSSy*  —  452y  +  1396  =  ô , 
t  '•      ■  '         '      '' 

laquelle  est  divisible  par  8  ;  ensorte  qu'elle  devient 

y3_36y»  — 54x4- 163=0. 
.  Par  rapport  à  l'équation 

^--7G''^-h24o.=?o, 
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on  remariera  que 

fl4o  =  8x3o  et  76  =  4X  19;/  ^ 

^onc^  ei^  posant  ^=xây^  la  transformée  sera  divisible' |iar  8; 
et  deyiendra  .  '       ^  '.  e    / 

équation  dont  le  dernier  terme  est  imoii\iâ[^e  qa^  celui  de  l£( 
proposée.'  •  . 

33g.   Nous  allons  faire  connaître  }es  conditions  auxquelles 
doivent  satisfaire  ceux  des  diviseurs  du  dernier  terme  qui  sont 
racines   de  l'équation  ,   et  on  rebonnaitra  que  tout  nombre . 
autre  qu'ijne  racine ,  ne  peut  V€|f ifier  ces  condition^. 

Comme  la  généralité  def  l'analyse  que  nous  emploirons,  ne 
dépend  p^  du. degré  dé  Féquatioâ^  nous:  yappliqn||oii0  à  uns 
équation  d'un  degré  défini^  pour  que  les  calculs  tfèviennent 
plus  simples.  ^ 

Soit  -—  a  un  diviseur  dv  dernier  terme  ^  eq  mê,n^e  temj^s 
racine  de  l'équation  f  on  aura  (i)83) 

faisant  la  multiplication  indiquée  dans  le  second  nofembre  dé 
cette  identité  y  et  comparant  les  cojéfficiens  çtes'mêmeft  pnis^ 
sances  de  x  (267) ,  on  trouvera 

«=,«<?       \       [  c  =  '^ 


a 

a 
B—ff 


C  =  C4-  oBT  l  \  B"  = 

donc 

I        ''    J  ^ 


',  I.IIU 

a 


Cç|L  conditions   exîgQ9^  dpnc.^    i\    qv^  lea   qootiens  -^ 


>^ 
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^  '  f  ^   ■  soient  des  ^ombres  entiers,  puisque    ^^, 

B'f  C  sont  entiers ,  et  qae  de  plus  il  s*agit  d'une  racine  entière, 
çonsécp^ifce  cpiVn  peut  déduire  des  valeurs  de  jfy'B^,  Cf^ 
tirées  des  relations  précédentes  ou  de  celles  qui  ont  été  trou* 

▼ées  généralement  (267)  ;  fl^f  que  le  quotient soit  Tu— 

nité.  On  peut  s^assurer,  comme  il  suit,  que  toute  racine  vé- 
rifia effectivement  ces  cpnditions.  Soient  -^a,  —  i,  —  c, 
-*<2.1es  racines  *de  ^  proposée  :  on  a,  d'après  la  composi*' 
tion  connue  des  coefficiens, 

D=zahcft  )  f  ^  =  ^^  =  ^^ 

Il  a 

A                                  \        y    }                  a 
^  7  d'pii  \  ,     j ^' 

'  ^  »  •         .  •         1      *  I  Jw.-'-'Jm  €t 

J  l  *  ^ 

Avjùit  d'aller  plus  loii>,  nous  ferons  remarquer  que  les  trois 
pren)iàres  i^eç  combinaisons  ci-deasus,  donnent  le$.  cpeflSçiens 
A  y  ff  ^Ç  du  ^otient.  Qu'on  a^t  donc  l'équation 

x'  — 2X*— i3a?+6=o, 
et  qu'on  pose 

en  obtiendra 


eBl  ^         6  à  i  Bf  =  - 


ff-^-  a^  ^—  i5  >  dont  <  ^  = 


— 15— ** 


^ 


t"     =- 


a 

'   —  a— ^, 


J 


< 
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X.es  ddriseun  du  dernier  terme ,  etatets  que  -f- 1  et  -^  i  ^ 
sont,  a,  3,  6,  —a,  —3,  —6,  et  on  trouve  que  -f  3  est 
le  seul  qui  -  satufiuse  à'  tpHte^  «les  conditioiit  oi«4e98U8  \  û 
donne  d'ailleurs 

^  =  ^5,        J'  =  a, 

et   conséquemment  pour  ff^Dteur  4u  second  degrés— Sx+s, 
ensorte  que 

a? — âj^— i3x-|*Ç  =  (x4-3)(a^— ByC  +  aJ  =  0. 

Essayons  le  diviseur  n^S,  qm  u^ustifw^w^Siipii— ,  et  nous 
trottT0raiia 

la  domièrfs  condition  n*est  pas  satisfaite.  Ces  substitutions 
donneraient 

s:?  ^  fijt;»  —  iSb  -f.  6  =  (x  —  S)  («•+  Af  jf  —  3) , 

identité^  q«i  n*est;  pas  vraie  et  qui  ne  peuSa^oir  Usp.  En  elFet, 
on  sait  â'ayfuiee  qus  lorsqu'un  dindsçu^^  da  p^remier  degpré  est 
de  la  foirm^.  <x:±:  nn  aoo&bFe,  le  paJ^ome  ^fuotieut  ae  doit 
pas  renSermer  de  coslEcions  fractîqnnaires ,  que  la  âyision 
se  fasse  exaetesient  ùvL  nqn.  Si  Vcoi  ^ffeoti»  la  difôion  de 
ap^*--aa:*/T-fi3j:-f-fi  par  x— 3,  oa  troi|Te  pour'/piotient 
x^  +  oè  -— 10  y  et  pour  ^te  -t-s4(  ce  jc99bt  a*est  antre  chose, 
que  1^  proposée  dans  l^ells  04  éçrff^t  3  fpju:  op  (98s). 
Ensortci  qu'on  a 

x^— aa:*—  i3x  +  6  =  (x--3)(x»4-x— 10)  —  a4  ; 

d'où  résdte  \   ^ 

.  ;xfl-::^ax^— i3x4.5o  =  (x— 3)(x»  +  !r— 10), 

"■*.*.■ 
On   Voit   donc   que  la  proposée  doit    être  modifiée ,  pour 

quç  le  diviseur  —3  da  deiiuer  terme  -satisfasse,  aox  coadtefeas- 
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données  ci-^e^ua  j  et  qu'ainsi  ce  nouveau  divineur  ne  doit  plti^ 
Içs  vérifier. 

On  observera  d'ailleni»  qo;  ^  dans  la  dernière  relation,, 


> 


'A  représente  là  somme  dé  toutes  les  racines  prises  en  signe» 
contraires,  et  jf  celle  de  toutes  ces  racines ,  moins  l'une  d'elles j, 
prises  aussi  ^ous  ()es  signes  contraires ,  et  qu^.le  nombre  qui 
divisant  cette  différence  y  doit  donner  l'unité  poui:  quotient  ^ 
ae  peut  être  qu'une  raetne  prise  aussi  en  signe  contraire.  Mais 
cette  dernière  condition  ne  peut  être  vérifiée  qu'après  l'éva- 
luation des  coefficiens  A^  ^..  • .;  ainsi  toutes  le  précédentes^ 
sont  nécessaires, 

Si  on  applique  cette  analyse  à  une  équation  d^in  degré, 
indéfini  m ,  on  est  conduit  à  cette  règle  pour  distinguer  ù 
le  nombre  a,  diviseur  du  dernier  terme,  esttracine  de  Véqua-* 
tien  :  après  avoir  divisé  le  dernier  terme  par  a ,  on  *reiran- 
chera  ce  quotient  de  l'avant-dernier  terme ,  et  on  divisera 
cette  différence  par  a,  puis  on  soustraira  ce  quotient  de 
l^ antépénultième,  ternve  »  et  ainsi  de  suite  :  si  tous  ce^  ^uotièns 
soht  des  nombres  entiers,  et  si  de  plus  la  différence  entre  le 
coefficient  du  second  terme  de  la  proposée  et  l^  quotient  pré^- 
cèdent  e{f  l'unité}  le  nombre  a  sera  racine  de  l'éqvtation ^^ 
dans 'le  cas  contraire,  il  doit  être  rejeté. 

340*  La  métbode  suivante /due  à  Newton,  mérite  d'être 
connue,,  et.  pcfut,  dans  plusieurs  caS|  être  employée  ayec 
ayantage._Soit  toujours  l'équation 

x^  +  ^x"^*+^a:«-*  + +  ^=0  *  . 

qu'on  suppose    exactement  divisible  par  le  facteiyr^^r  ±:  a, 
auquel  cas  —  a,  ou  -f-^  ^^^  ^uie  racine:  on  aura  donc 
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or  si  Von  suppose  dans  les   deux  membres  de  Tidentité  ci^ 
dessus  . 


a;=  1 .      xzzo 


07  = 1, 

les  résultats  numériques  de  ces.  substitutions  dans  le  premier 
membre,  seront  divisibles  p^  i.'jia,  ,ziia  et  ^idia^  nombre? 
qui  forment  une  progression  arithmétique  dont  la  différence 
est  l'unité. 

D'où  suit. cette  autre  règle  pour  trouver  les  racines  conii 
mensiirables  d'une   équation  :   Ecrivez    dans    la   proposée  i 
pour  X.  les  nombres  i^  o  e^  —  i,  cherchez  tous  les  diviseurs 
des  résultats ,   que  vous  écrirez   sur  trois   lignes   Vune  au-* 
dessous  de  l'autre  .*  si  de  la  première  à  la  dernière  ligne ,  on 
trouve   trois  nombres  en  progression,  arithmétique ,  le  nombre 
intermédiaire ,  ou  celui  qui  se  troui^e  parmi  les  diviseurs  de  V, 
•'  doit  être  essayé  en  r^-eten  —  comme  racine  de  la  proposée. 
341-  Si  Ton  ne  tr(îlive  aucune  progression  entre  les  divi- 
seurs  des  trois  lignes,  on  sera  certain  que  la  proposée  n'ad- 
met aupuœ  racine  commensurable.  Mais  de  ce  qu'on  trouve 
une  ou   plusieurs  progressions  de  cette  espèce ,  x)n .  ne   doit 
pas  conclure  que  la  proposée  admette  ifne  telle  racine  :  c'est 
ce  qui  motive  cette    restriction  de  Newton  :  il   faut  essayer 
chaque  nombre  intermédiaire ,  ou  le  diviseur  de  F'  qui  est 
enchâssé  dans  cette  progressît^p. 

Faisons  une  application  de  la  règle  à  Véquation 

a^  —  Sjc*— 1807-1-73  =  0  : 

les  substitutions  x=i,a:=i=o,  x  =  — 1,  donnent  les  résul- 
tats 5o,  72  ^t  84  :  à  côté  de  ces  nombres,  je  dispose  hori- 
zontalement leurs  diviseurs,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  le  tableau 
çi-joint  :         / 


5o 
72 

1,  a,  5,  10,  a5,  5o                                           | 

i,  a,  3,  %    6,    8,    9,  12,  i8,  24,  36,  72 

U4 

1,  a,  3,    4,    6,    7,  13,  14,  21,  28,  4a,  84 

■"  <■ 


BPB« 


V 
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Je  trouve  parmi  les  diviseurs^  les  progressions  i,  9>  et  ?; 
5^  4  ^^  3;  5^  6  et  7^  dans  lesquelles,  les  termes  moyens 
4-3^  — 4  et  +6  satisfont  à  la  proposée. 

34s«  Souvent^  ainsi  que  nous  Tayon^  observé^  on  trouve 
plus  de  progressions  arithmétiques  que  Téquation  n'a  i^e  ra^ 
cines  :  afin  de  réduire  les  épreuves  au  plus  petit  nombre  pos— 
sible^  on  fera^  par  exemple,  x:=za.  Par  cette  nouvelle  sup— 
position  ;  le  diviseur  de  Téquation  devient  adza,  qui^  étant 
en  progression  arithmétique  avec  les  précédens,  avertit  que 
parmi  les  progressions  déjà  trouvées ,  il  ne  faut  admettre  quo 
celles  qui  sont  continuées  par  les  diviseurs  du  nombre  qu'on 
obtient  en  écrivant  a  pour  x  dans  la  proposée.  En  procé- 
dant de  cette  manière ,  on  réduira  successivement  1^  nombre 
des  progressions.  On  troiuvera  de  plus  amples  détaiU  «or  ce 
point ,  dans  TArithmétique  universelle  de  Newton* 


>^ii^ii<p 
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CHAPITRE  ;x:xvii. 

I 

Méthode  pour  obtenir  les  racines  égaler  des 

équations  numériques. 

343.  1^1  le  nombre  a  est  l'une  des  racines** de  Téguation 
'  a^^As^-'  +  £jcr«-»— ^  Tx^  ^=0. . . .  (Jlf)  , 

• 

le  premier  membre  sera  exactement  divisible  para: — a  (a83). 
En  eife^tuant  la  division  >  on  obtiendra  un  polynoiae  da  degré 
m —  1  ;  et^  d^uis  le  cas  où  ce  polynohie  se  réâniraiC  encore 
a' zéro  pçur  j;=:a,  la  proposéis  aurait  deux  roemes  ép\t% 
entre  elles ,  et  chacune  =  a.  Si  après  avoir  effectué  une  se- 
conde division  par  x  —  a,  le  poIynome^lÉpultant ,  du  degré 

'  m  —  ^  y^  réduisait  encore  a  zéro  par  la  substitution  xz=,a, 
la  proposée  aurait  trois  racines  égales  entre  elles ,  et  chacune 
=  a.  On  conçoit  sans  peine  que  cette  marche  suppose  la 
question  résolue  :  nous  nous  proposons  ici  d'exposer  suctessi- 
vement  diverses  méthodes  pour  découvrir  ces  racines. 
Daiis  l'équation  (  M)  ,  x  représente  l'une  quelconque  des 

.  racines ,  aoit  x'  une  autre  racine  aussi  quelconque  de  la  même' 
équatien ,  et  posons  * 

u  représentera  toutds  kif  di^renées  entré  toutes  les  racines 
de  la  proposée  :  si  après  la  substitution  x^'  -f  u  eu  place  de 
X  dawB  (  ^  )  ,  oii  ordotme  suivant  les  puissances  successives 
de  u  qu'on  prendra  pour  inconnue ,  on  obtiendra  la  trans^ 
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est  a-— &>  oua— -c^  etc^^  donc  ou  a=&i  ou  a:=zc,  ete.  Si 
Tes  trpis  équationâ 

jr  =  o,   K=o,  Z=sQ^ 

sont  satisEntes  i-ia-fois  par  un  môme  ooBxbrt  s^  On  démon- 
trera, comme  ciniessus,  que  ce  nombre  est  la  racine  triple 
de  la  propfosée. 

D  où  la  règle  suivante  pour  reconnaître  si  une  équation  a 
des  racines  égales ,  ou  un  facteur  multiple  tel  que  (x — a)": 
dérivez  de  la  préposée  les  polynômes  X ,  Y  ',!&,  U  >  etc. ,  et 
cherchez  s'ils  admettent  un  eeTnmun  diviseur  ;  s'il  existe ,  il 
annoncera  n  racines  éf^aUs  €iu  nenAfe  ^ui  U  rend  nul»  Dam 
le  cas  contraire ,  la  proposée  n^aura  pas  de  racines  multiples. 
Ce  raisonnement  et  cette  règle  s'étendent  à  toutes  les  racines 
multiples  que  pourrait  contenir  la  proposée. 

344-  Quoiique  la-  méjthode  précédente  résolve  la  question 
dans  toute  sa  généralité,  cependant  nous  exanÉnerons  plus 
particulièrement  le  cas  6ù  la  proposée  contient  n  racines  •:=,  a^ 
ri  racines  =  6  j  n^  racines  =:=  c ,  etc. ,  ef  nous  ferons  voir  qne 
1  analyse  que  nous  vesd&s  d'^oser  « .  est  pr<4»re  i  Us  ébimer. 
Soit  donc  Téquation  d'un  degré  défini 

(x — a)*(j:— i)^(j: — c)*(x— li)  («— e)=ro: 

nous  poserons,  ainsi  que  nc^  l'jtvônà  Séji  fiîit  ^ 

ensorte  que  la  transformée  sera  ^ 

[(o^-a) +u]4  C(a/-ft)  +  «]3  [(a/-c) +«]*C(^'-«') +«] 

•  ^dX-^iHi  +  Éu^^ ;..! û^'  =  o. 

On  a  d'AoM                        ' 
X2==  Q4^ay  {af^f  {jk'^Y  {j^-d)  («^-^0 (O- 
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Y  sera  la  somme  des  produits  de  tous  les  seconds  termes  pria 
nip-i  à  m — i^  ou  10  à  io>  ensorte  que,  dans  cesproduits^ 
chacun  des  seconds  termes  manquera  successivement  uno 
fois  :  on  aura  donc  i 


(a). 


etc. 

etc. 
+  (a/— ayCo/— ft)  V— 0  (x^— <î)(a^— e) 

etc. 
+  (a/— û)4(x'— i)3(x'— c)*(:c'~c) 

etc. 
+  (x^— ay(x^— 6)3(a/— cy(a/— <0 

etc. 

Pour  abréger I  )e  n*ai  écrit  qu'une  seule  des  lignes  dans  les^- 
quelles  le  même  second  t^me  ne  paraît' pas. 

2  étant  la  4ommé  des  produits  m^-*a  à  m*^9  oii  9  i  9 
des  seconds  termes ,  il  arrivera  que ,  dans  tous  ces  produits 
partiels  y  manqueront  toujours  deux  des  seconds  termes  :'on 
aura  donc  *  . 

etc. 

\        etc. 

etc. 

etc. 

Dans  17 1   trois    dai  seconds  termes  manqueront  successive^ 
ment,  et  on  trouvera 


(3). 
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U^  (pcf-^a)  (x'— tyCa/— cy(x'— d)(a/— c) 

etc. 

etc.  /  v4)- 

etc. 

On  voit  à  Tinspection  des  résultats  (1),  (a),  (S)  et  (4),  qiie 
a/— a  sera  seul  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  po— 
lynomes  Xy  Y^  Z  et  U,  ensorte  que  la  xacine  a  qui  est  ré- 
pétée quatre  fois,  se  trouvera,  en  égalant  à  zéro  le  plus 
grand  diviseur  commun  entre  ces  quatre  poljoiomes  ;  que  celui 
des  trois  polynômes  X^  Y^  Z  égalé  à  zéro^  est 


(pcf—ay  ipcf—h)  =  o  ; 
qu'ainsi  après  lavoir  divisé  par  (x'— û)*,  on  trouvera 

racine  triple  dans  la  proposée  ;  que  celui  des  deux  polynômes 
X  et  K,  égalé  à  zéro,  est  ' 


lequel  divisé  par  (x'-f-a)3(x'-^)*,  donne 

■ 

';  ocf — :c  =  o,         d'où         jf  -=,0 y 

racine*  double.  Enfin  si  Ton  diyise  le  polynôme  X  par 
{pd -^0)^3! ^}jf{pd — c)*,  on  obtient  le  produit  des  facteiu-s 
.  correspondans  aux  racines  inégales,  lequel  égalé  à  zéro  et 
résolu,  donne  ces  racines.  On  observera  que  cette  méthode 
8*étend ,  ainsi  que  la  suivante ,  aux  racines  incommensurables 
égales,  puisqu'elle  est  indépendante  de  la  distinction  des 
racines. 

Nous  ferons  une  première  application  de  cette  méthode  à 
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la  redierche  des  racines  égales  de  réquation 

a? — 4^ — i5a:3+ioGx* — i9Gx  +  i20=o=A'; 

après  avoir  formé  le  coeiBcient  de  la  première  puissance  de  u 
ou  le  polynôme  Y ,  qui  est 

5a:*—  i6x3— 45x*  +  aifii;—  196=  F, 

on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur,  entre  les  pa- 
lynolnes  X  et  F,  pour  lequel  on  trouvera  (x— a)*;  puii 
calculant  Z  qui  est 

ùotx?  — 48-ï^  — "  90-^  +  21a  =  a2f , 

en]  observant  de  Hiultiplier  de  part  et  d*autre  par  à ,  on  cher- 
chera le  plus  grand  commun  diviseur  entre  F  et  Z  ou  aZ ,  qui 
est  j?— a.  Le  polynôme  qui  suit  Z  n'étant  pas  réduit  à  2éro 
par  a?^=a,  les  trois  premiers  coefficiens  Xy  Y,  Z  sont  les 
seuls  qui  admettent  un  commun  diviseur,  et  on  en  conclut 
que  la  proposée  comporte  une .  racine  triple  a;  £=  a  :  qu'on  la 
•  divise  par  (x^^^y,  le  quotient  égalé  à  zéro^  donnera  l'équation 

a:*+âa:  —  i5  =  o, 

dont  les  deux  racines  a:=4-3,x  =  —  5* 
Soit  encore  l'équation 

x8--iax7+38x«+G4x5— 567a;*+764x5-fio56j[r*--33iaa5 
-f-ûi6o:=X=ô; 

on  en  déduit 

Sx'  — 7.1a. x6 +  6. 38x*  + 5.64x4—4.567x3 +  3. 764a:» 
+  a .  io56x  *-*■  33ia  i=  Y. 

Le  plus  grand  colnmtin  diviseur  entre    X   et   Y ,  égalé  à 

zéro,  est 

x^  —  7X*+ iGx— ia  =  o. 
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Si  on  forme  Z  ou  2Z,  gui  est 

7.8.0?*— 6.7.  lax* +  5.6. 38x*  + 4.5.64x5-^  3.4. 567x« 
4-a^.7G4^+a.io56=:aZ^ 

et  qu'on  cherche   le  plus  grand  commun  diviseur  .entre  les. 
polynômes  Y  et  -Z  ou  qZ,  ou  entre  sZ  et  le  diviseur  commua 
précédent,  on  trouvera  x — a.  Divisanto:'— 7X*+i6j>— la  par 
(^x-^ùy^-on  aie  quotient  x — 3.  Divisant  Xpar(a>-5a)'(x— 3)*, 
Oh  obtient  a:'— igx  — 3o.  Donc 


X=  (x— a)3(x— 3)»(x5— igxy-Sb)  =  o; 
or  X  = — a,  x=:— 3,  x=i+  5  sont  les  racines  de 

j^  —  1 9X  — •  3o  =  ô , 
donc 

*      X  =rs  (x— a)3(xu-3)«(x+a)(x+3)(x— 5)~=  o. 

345.  L'analyse  stuy^te  conduit,  dans  le  cas  général,  à 
deux  équations  séparées  dont  l'une  résulte  du  produit  its 
facteurs  multiples,  élevés  chacun  à  la  première  puissance, 
•t  l'autre  est  le  produit  des  facteurs  inégaux. 

Soit  donc 

(  [x"-^x'«'-»+  etc.  =  (x-c)"(x-ft)»'(x-c)"''(x-rf)(x-e)  etc.  : 

réquation  en  u  sera,  dans  l'hypothèse, 

xr=:a/  +  u, 
X+ra+Zu»+r/u3+ . .  .=[(x^~a)+u]«[(^— 6)+u3«'. . . . 
. . .  [(x^-c)+u]»''C(x'— cO+u]  Ct^-€)+u3  =  oî 


et  développant,  on  trouve,  après  avoir  ordonné  suiyaiit  les 
puissances  ascendantes  de  u , 
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(a/— a)«    (x^— *)■'    (a:'— c)»*    (a/— <0 


Comparant  X  et  K  avec  les  coelEciens  des  mêmes  puissances 
de  u  dans  le  second  membre  »  on  recoimaît  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  X  et  Y ^  se  compose  du  produit  de 
tous  les  facteurs  multipUs  é»  la  proposée ,  élevés  chacun  à 
une  puissance  moindre  d*ane  unité.  Soit  D  ce  commun  di^ 
viseur^   on  aura 


mais 

X  =  (x^— a)»(a/— i)»'(a:'— c)»''(x'— d)(a/— e)  etc.  ; 


donc  divisant  X  p^r  Z>  ^  et  désignant  le  quotient  par  Q ,  il 
viendra 


Q  =  (aî^— û)(x^— J)(x'--c)(x^--i)(a:'--e)  etc. , 

c'est-à^^dire^e  produit  des  factéftir^  égaux  dont  chacun  n*est 
plus  qn^à  la  première  puissance,  parles*  £soteurs  inégaux. 

Quon  cherche  le  plus  grand  coromun  diviseur  Z>^.  entre 
2>  et  Q;  on  trouvera 

ly  =  Ca/~a)  (a^— 6)  (x'-c). 
Divisant  Q  par  D^  et  désignant  le  quotient  par  Ç^^  on  aura 

(^  =:  (jxf—d)  (x^—  ^>  etc. 
Ensorte  que  des  deux  équations 
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qui  n'auront  que  des  racines  inégales^  la  première  donnera 
lea  racines  égales,  et  \à  seconde  toutes  le&  racines  inégale' 
de  la  proposée.  Il  sera  facile  .de  connaître  le  degré  de  mul- 
tiplicité des  racines  égales  >  ou.  le  noinbre  de  fois,  que  cha- 
cune d'elles  est  répétée. 

Faisons  une  application  de  ce  qui  précède ,  à  la  résolution 
dç  l'équation  trouvée  (  pag.  383  )  ,  laquelle  y  après  ayoîr  fait 

y*  =  - ,  devient 

v^ —  iiai/^  -f-  i4o4t^+  a64384i/^—  1241049^*^ 
+  1813385281;  —  544195584:=  o. . . . (O. 

La  reçlierc];ie  dei  iiàcïne$  égales ,  s*il  y  en  a ,  donne 

X  =  (i) 
y:t=  6vS—  56oi^+5G  1 6i;'4-793 1 5av*— ^48209921/+ 1 8  iSgSSaS 

et  on  trouve,  après  trois  divisions^ le  rest;e 
7465779 1 2492001^— 53753Go9699424ooi/+9S7564974589632oo; 

*      • 

Ai  on  le  divise  par  le  coefficient  de  v*,  il  devient 

ZJ=v^— !-7av+i296.*.. x.(2iv*  . 

«  '  '■  •  *       '■  ■    ^  . 

et  il  f^t  ex^cte.mept  sa  division.  Qu'on  divise  Xjfax  D^  et  oa 
trouvera  pour  quoti^t ,  ^  ^ 

»  __ 

.    QsciA — ^4^»^— '•2773V'*+n664ot'— '4*99o4 (3)- 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  Cet  D est 

'..        .       '  ''•     '  \ 

b'=:— i/  +  36. (11). 

.    Divisant  Q  par  ZX ,  on  obtient  pour  quotient 

Q'=  —  v5+4t/» +a.9iSf  —  11664. . . . .  (4^1 
^=  O  donnQ 


'fr=3€.% 
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11  y  a  donc  trois  racines  égalés  entre  elles  et  dont  chacune|=3&. 
Pour  obtenir  les  racines  inégales ,  il  faut  résoudre  l'équâtiOQ 

xious  ferons^  àTeffet  de  diminuer  le  dernier  terme ^  (S58) 

v  =  aJ,  d*où  <=-        * 
^' OÙ  résulte  la  transformée 

0 

^3— ai»— 739^4.  i458  =  o. (5). 

Les  substitutions  1  et  10  pourf^  donnent  les  résultats  de  signes 
contraires  y\-  7^8  et  -—  5o3â  :  entre  ces  limites  on  trouve , 
(chap.  a8),  ime  racine  t= a.  Divisant  par  t— «a^réqua- 
tion  (5)  devient 

I»— 739  £=3  a, 
qui  a  pour  racinea 

t=dt:a7,  doù  i/  =  at=db54. 

Noua  ayons  donc  les  racines    •  > 

v=36,  v=+4,  v=-f  54  et  v  =  — 54, 

dont  la  première  36  est  triple  ^  et  d'après  la  relation 


y=ï,d'oùj,=:±p/i 


(ma 

et  chacune  des  deux  racines  =ha  doit  être  répétée  trds  fois^ 
ensorte  qu*on  a  les  douze  racines,  de  la  proposée. 

C46>  Nous  terminerons  par  Texposition  d'un  procédé  qu'on 
pu):  employer  ^ee  ayioitage^  et  qui  ramène  la  recherclle 
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des  racines  commensurablea  égales  et  inégale»  à  celle  des  ra« 
cines  inégales.  Un  exemple  particulier  suffira  pour  le  faire 
bien  comprendre.    ' 

Soit  l'équation 

— .43a=o (0  : 

on  trouvera',  d'après  la  méthode  donnée  (chap.  oG),  qne 
les  racines  commensurables  inégales  de  cette  équation  sont 
«— 1,  +3,  +'»  ^^4>  desôrljs  qi^e  la  pro'pQsée  peut  s'écrire 
ainsi  qu'il  suit  :  , 

(a?4.  i)(x--<i)(x--3)(a?+4)(j5?*-7a7'-fi3irH-5^-i  8)=o..  .(2)  : 


et  il  reste  à  chercher  les  racines  du  polynôme  j[^-^-7a;^-f-i3a^ 
-|-3a:— l8,  en  observant  que  s'il  en  admet  de  commensurables» 
celles-ci  ne  peuvent  plus  étire  que  des  racines  égales  de  la 
proposée ,  puisque  toutes  les  racines  commensurables  inégales 
sont  déjà  obtenues.  On  ne  doit  donc  essayer  çonmie  racines 
de  ce  poljmomé  que  ceux  des  diviseurs  de  18,  qui  se  trouvent 
parmi  les  diviseurs  de  43a,  .c'est-^r^dire,  rrr.i,  ^^9  -^h^i 
et  on  a 

x^---7x*+ »  3qp*+ 3x— 1 8^(a>^Ti  )  C^--û)  (j:v-73)  Ç^^ 

le  dernier  facteur  a>*"3  étant  le  résultat  de  la  division  du 
polynôme  précédent,  par  le  produit^  (x-=(ri)(x — 2)(x— 3); 
c'est  en  égalant  ce  polynôme  à  zéro  qu'on  trouve  la  der- 
nière racine  x=  3 ,  et  qu'en  général  en  découvrirait  les  ra- 
cines égales^  qtie  ecimportfrait  encore  la  piopo^.  Ob^  j|  donc 
trouvé 

On  remarquera  surtqqt  que  le  noio^re  de^  dii^s^rs  du  der^ 
wer  terme  à  e^saj^er  çomiyi^  r«içiiïfit  j  «J  pas^^t  de  la  po^ 


posée  anxpoljrnottefi  sacceMifs^  dimiaue  tott)oiirs,  poisqu'on  n*a 
plus  à  se  décider-  qu*eix^e  eeux  de  eea  diviseiHFs  qui  sont 
diviseurs  du  dernier  terme  du  pol3mome  précédent.  D'^Ueurs, 
ainsi  qu'on  l'a  observé  (66) ,  oai  ae  doit  chevehar  les  divi- 
seurs nombres  premiers  du  dernier  teme^  qn'auTdespqus  d& 
sa  racine  carrée. 

'  Nous  terminerons  par  une  observation  qui  peut  èpre  atile^ 
puisqu'elle  offre  ua  caractère  auqael  on  v^oemnait,  à  priori  ^ 
que  telle  équation  ne  comporte  pas  de  racines  égales;  cas! 
ce  qu'on  peut  aifirp^  de  tonte  équation  dont  le  dernier 
terme  et  le«  coei&cient  de  l'avant-^lernier  sont  des  nombres 
premiers  eritrie  eux.  A  la  seule  inspection  des  formules  de 
ceÉ  deux  derniers  coeiBciens  en  racines  de  l'équation ,  on  re- 
connaît que  si  deux  ou  plusieurs  racines  deviennent  égales, 
ces  coefficiens  acquièrent  un  commun  diviseur ,  ce  qui  peut 
encore  avoir  lieu  lorsque  toutes  les  racines  sont  inégales , 
ensbrte  que  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

347*  La  question  suivante  trouve  naturellement  place  ici,: 
trouver  la  condition  d*où  dépend  l'existence  de  deux  racines 
égales  dans  l'équation 

a:*  -f-  P^  +  9  =  o  : 
on  forme  les  polynômes   ' 

X  =  x^  +  px  +  ç  ===  G, 

opérant  sur  ces  deux  résultats  comme  pour  en  trouver  le 
plus  grand  conmiun  diviseur ,  ainsi  que  le  prescrit  la  méthode , 
on  obtient  un  reste  indépendant  de  x ,  qui  est  4p^  +  27c*  : 
donc  les  deux  polynômes  X  et  K  n'admettent  un  plus  grand 
commun,  diviseur,  qu'autant  qu'on  a 

4p3+fl7q*  =  o,  d'où  —  £^=r2!. 

37     4 
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jEHiFectivement ,  sons,  cette  condition ,  les  deux  dernières  des 
tr(M8  raeines  de  la  proposée  «ont  égales  entre  elles,  (a'  sec-^ 
tion).  , 

Les  conditions.  d*où  dépendrait  l'existence  de  trois  racines 
égales^  pour  l'équation 

x* +px* -f- ça:  +  ç  =  o, 

seraient  au  nombre  de  deux  :  en  effet ,  le.  commun  diviseur 
entre  X  et  K  exigerait  une  condition ,  et  le  commun  diviseur 
entre  celui-ci  et  le  polynôme  Z. en  requerrait  une  seconde. 


/. 


'^•'v^^'^ 
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CHAPITRE     XXVIII. 

KecJierche  *  de  la  partie  entière  des  racines 

incommensurables. 

r 

34s.  XJEs  racines  incommensurables  ont  été  comprises  dans 
la  troisième  classe  (336);  c'est  le  rang  que  leur  assignent 
la  diiEcuIté  et  l'étendue  de  la  théorie  qui  les  concerne  :  elles 
«e  composent ,  i*.  d  une  partie  entière ,  a*,  d'une  fraction 
décimale  infinie  ;  ce  chapitre  ne  se  rapporte  qu'à  la  partie 
entière ,  ensorte  qu'il  reste  à  compléter  ces  racines ,  ce  qui 
exige  des  méthodes  particulières  que  nous  exposons  (chap.  5o 
et  22'  sect.  ).  Comme  on  sait  changer  les  racines  négatives  d'une 
équation  en  positives  (298)  ^  nous  ne  considérons  que  celles-ci; 
d* abord  bjous  les  interceptons  entre  de^x  limités  ^  Tune  supé- 
rieure et  l'autre  inférieure ,  puis  ayant  reconnu  que  deux 
X^ombres  qui  substitués  pour  x  dans  la  proposée  ^  donnant  des 
résultats  de  signes  difFérens ,  comprennent  nécessairement  des 
racines  réelles ,  nous  cherchons  quel  doit  être  l'intervalle  à 
mettre  entre  les  substitutions  à  faire  entre  les  deux  limites, 
pour  que  les  couples  de  résultats  de  signes  contraires,  soient 
précisément  en  même  nombre  que  les  racines  réelles  ,  parce- 
qu'alors  les  dçux  substitutipns  correspojidàntes  uq  laissent 
plus  entre  elles  qu'une  racine ,  S' où  résulte  que  si  leur  dilFé— 
rence  n'excède  pas  l'unité ,  la  plus  petite  peut  être  prise  pour 
la  partie  entière  de  la  racine  interceptée  ;  et  comme  on  peut 
toujours  ramener  cette  différence  à  l'unité  et  même  à  un 
nombre  moindre  ^  la  question  est  ):ésolue^ 

Nous  commencerons  donc  par  fixer  les  limites  supérieure  et 
ii^érieure  des  rapines  positives  î  et^;  à  cet  effets  nous  démon- 


( 


V 
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trerons  que  pour  tout  polynôme  tel  que 

â;«— ^x*-»  -}-J?x"-»— Ca;*-3 ^Tx+Fl (O 

on  peut  toujours  assigner  pour  x  un  nombre  tel  que  le  premier 
membre  donne  un  résultat  positif.  Soit  S  le  plus  grand 
coefficient  négatif  de  la  proposée  :  on  aura  dans  le  cas  le 
plus  défayora^le^  à  résoudre  la  même  question  sur  le  po-* 
Ijrnome 

a;~— 5x«r'— 5a;"-*~iSx^"r» ^Sx^S (a), 

ou  à  satifaire  i  Imégalité 

ou  à  celle-çî  : 


en  observant  (907)  que 

a:"-::»  4.x-^4.. ....... +X4. 1  = 


x"*—  1 


x— 1 


Mais  Tinégalité  précédente  aura  Heu  par  la  valeur  de  x  qui 
donnerait 

a?— 1' 
d*où  résulte 

x±=5+K 

Pour  cette  valeur  de  x,  Im^alîté 

^  ■       X —  1 


devient 


(  ♦fO">       J  ■ — ^ 
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ensôrte  que  le  pol3mome  (a)  se  réduit  à  +  i«  Ce  nombre 
«S  4- 1  jûuit  donc  par  rapport  à  (i)  de  la  propriété  de  rendre  le 
premier  terme  op^  plus  grand  que  la  somme  de  ceux  qui  le  suivent. 
349-  Mais  il  peut  se  trouver  quelques  termes  positifs  inter- 
médiaires entre  x!^  et  le  premier  des  teAnes  négatifi^  auquel 
cas  le  nombre  à  substituer  pour  x ,  à  Teifet  d'obtenir  un  ré- 
sultat positif  ^  pourra  être  moindre  que  «S  -{- 1 .  Soit  m^-^n 
l'exposant  de  x  dans  le  premier  des  termes  négatifs  comptés 
de  a:"  :  si ,  pour  se  placer  dans  le  cas  le  plus  défavorable , 
on  fait  abstraction  de  tous  ces  termes  positifs  entre  x^  et 
a:"""*  ;  qu'à  partir  du  premier  terme  négatif^  on  suppose  tous 
les  coeiBciens  négatifs ,  et  chacun  d'eux  égal  au  plus  grand 
d'entre  eux^  que  nous  désigherons  toujours  par  iS,  on  aura  à   , 
satisfaire  l'inégalité 

a*  >  5  (  X"-»  + +a:*+a?+i), 

ou  à  celle^  : 


ensorte  qu'il  sui&ra  de  trouver  pour  x  une  valeur  telle  que 
L'on  ait 


x^  =  S^ 1    d'oùa^«  =  -^. 

X — ï  «-—  1 

Faisant  x«—  i  s=K ,  d'où  xzs^K+i,  cette  égalité  devient 

or  il  est  évident  qu'en  posant  /C"  =^  5  ^  le  premier  membre 
devient  plus  grand  que  le  second  «  et  qu'ainsi  les  inégalités 
précédentes  seront  satisfaites  ^  à  fortiori,  par  la  valeur  de  x 
dédlûte  de  K'  ==  S.  On  en  déduit 

Pour  nzszi ,  PU  retombe  sur  x  =s  t  •;f-  5  i  ainsi  qn*il  doit 


43ô  ^éLeMëKs  - 

^rqver.  Si  le  pretaier  terme  est  affecté  d'un  coefficient  positif , 

il  faut  diviser  ces  deux  limites  S  ou  {/S  par  ce  coefficient. 

35o.  Reprenons  le  premier  membre  ramené  au  cas  le  plus 
défavorable  ^ 

m      ' 

S  ayant  Tacc^tion  conyenuç  :  on  pourra  écrire  ce  polynôme 
fious  la  forme 


07™ 


D-<i+è"+^+è-+ +è)]= 


à  partir  de  la  Valeur  x:=zS^  i  *oua:=:i  +  V^S  po^r  la-' 
quelle  ce  produit  est  positif^  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  ,  le 
nombre  substitué  pour  ce  étant  positif^  que  parpequ  on  a 


1 


><i+F+ +^)' 


êi  Ton  suppose    que  x  Croisse  Continuellement ,    le  second 
membre  de  Tihégalité  précédente  décroîtra  et  s'approchera  4e 

plus  en  plus  .de  zéro  ;  donc  le  facteur  i  — 5  ( -X^era 

toujours  positif,  ainsi  que  le  produit  de  ce  facteur  par  x". 
C'est  ce  qu'on  ne  pourrait  plus  dire  de  tout  nomj^re  •<  «S  -+•  i , 

ou  que  1  +  ]/iS  qui  rendrait  positif  le  polynôme  a;"*—  A^if^ 
-f.  Bx^"^ —  Tx  4-  Vy  sans  rendre  positif 

35 1.  Puisqu'une  équation  ne  peut  être   satisfaite  lorsque 


» 


pour  X  on  écrit  5  -f-  i ,  ou  i  +  y  S  et  tous  les  nombres-au- 
dessus ,  nécessairement  ses  racines  réelles  positives  doivent  être 

n 

toutes  plus  petites  que  5  -f-  i ,  ou  que  i  +  ^S  ;  doue  Tun 
ou  l'autre  de  ces  deux  nombres  est  plus  grand  que  la  plus 


d'à  l  g  ë  b  r  e.  43i 

grande  racme  positivé  :  il  reçoit  dé  cettâ  propriété  la  déno- 
mination de  limite  supérieure  des  racines  positives,  . 

352.  Cherchons  une  limite  inférieure  des  mêmes  racines  ^ 
c'est-à-dire  un  nombre  plus  petit  que  la^plus  petite  racine 
positive.  A  cet  effet ,  de  Téquation    .  \ 

of*  — ^07"-»  — J?x"«-*+ —Tx^  ^=o; 

on  déduira  une  transformée  d'après  la  relation 


x  =  -; 


1 

y 

prenant  un  nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  racine  po^ 
çitive  de  cette  transformée ,  et  l'écrivant  pour  y  dans  la  rela- 
tion pré^dente  ^  le  résultat  sera  évidenmient  plus  petit  que 

la  plus  petite  racine  positive  x.  Ce  nombre  qui  sera  -^ri — * 
oa  ^  S^  étant  le  plus  grand  .des  coeificiens  négatifs 

de  réquation  en  y,  est  donc  la  limite  inférieure  dés  racines 
positives  (*). 


MMEMMBMMIMBiWMMiWMMII^ta 


(*)  Si  on  yonlait  avoir  la  limite  iafërieare  immédiatement  en  coi^iem 
^e  relation  d<}nnëe  * 


/ 


la  transformée,  d'après  la  relation'x=:-— sendr 

T 

yj»*'*****'**        y  M-.»  •  •  •  •         ym—  r  *  *  * .' 

OU 

•iV  P 

r*----- ^ST'^'"--'*"ST*-^,' -f-i^o. 

Et  supposant  /*  et  iV  les  plas  grands  coeffîciens  positif  et  négarîfi  de  4a 

P         N 
proposée  y  ceux  delà  transformée  senûent^-  yi  ■*  ar  V^^    &.  ^?    ** 
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353.  Ceis  limites  supérienres  etiaférienrè»  obtenues  de  cette 
manière;  ne  sont  pas  généralement  aussi  rapprochées  (|ii*elle8 
peuvent  l'être  ;  on  les  trouvera  telles  au  moyeu  de  l'analyse 
suivante  qui  est  due  à  Newton.  Reprenons  Téquatioa 

oc^ -^  Jx"^"' +  Sx^-^ —  Tx  +  F=  o  : 

si  -ron  pose 

a:  =  z  +  /,   d'où  «^a?  — /, 

/  étant  un  nombre  indéterminé ,  les  racines  de  la  transformée 
en  z  seront  plus  petites  que  celle»  de  la  proposée  -,  de  ce  nom- 
bre l  ;  si  donc  on  détermine  /  par  la  condition  que  tous  les 
termes  de  la  transformée  aient  le  même  âgne ,  cette  trans» 
formée  ne  pourra  comporter  que  des  racines  négatives^  et 
parcodséqueïit  le  nombre  l  qui  dora  eatis&it  à  cette  cx^nd^- 
tion ,  surpassera  la  plus  grande  racine  positive  x.  La  transfor- 
mée en  z  sera  (5/0). 

XJ^ Yz  +  Z&^+'Vz^-t^ J^x^  =  o, 

dans  laquelle 

X  = /"•  —  >rf/*-*  + -©/«^ ^Tl^f^^r] 

r  =  Z»^»  —  (?n— I  )  ^i"»-»  +  etc. 

Z = ^!^^^!i=:JÙ  /^^-^(^-O  (^">  Jln^-^^  etc. 

1  .â<a  etc. 


•■  ti    ■  r 


ê r  ■ 


P        N 

—  p->  -♦-  j^  pour  —  F":  ainsi^  dans  le  preaûer  cas,  la  linûlé  inférieure 

des  racines  positives,  sera 

t  r         • 

et  dans  le  second. 


s 
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On  charch^a  donc  un  nombre  /  qui ,  substitué  dans  ces 
pol3niome8  >  les  rende  tous  positifs ,  en  commençant  ces  essaisi 
sur  le  plus  petit  poljmome ,  et  remontant  jusqu'au  plus  grand* 
De  cette  manière,  on  déc<ouTrira  le  plus  petit  nombre  l, 
limite  supérieure  des  racines  positives.  Cette  analyse  appli- 
quée à  Téquation  dent  les  racines  sont  réciproques  de  celles 
de  la  proposée ,  donnera  la  substitution  à  faire  pour  y  dans 

1 

y 

a  TeSPet  d'avoir  un  nombre  immédiatement  moindre  que  la 
plus  petite  raciite  positive  x.  Cette  méthode  n'a  pas,  comme 
la  précédente  ,  l'avantage  d'être  exempte  de  tâtonnemens  ^ 
mais  elle  est  précieuse  en  ce  qu'elle  resserre  les  limites. 

Nous  en  ferons  une  application  à  l'équation 

tt^-:- gu*  +  ||u  —  :iJj  =  o  : 
la  substitution  u  =:  f  -f"  ^  donne 

r=3^— 18/+^, 

Z=3/— 9; 

on  trouve  que  ces  coelliciens  deviennent  tous  positifs  pour 
/  =  9  ;  tandis  que  par  la  première  méthode ,  on  aurait  pour 
limite  supérieure  5+1=9+1  =  10. 

354.  Nous  énoncerons  quelques  remarques  qui  trouvent  natu- 
rellement place  ici.  Lorsque  tous  les  termes  de  réquation 
donnée,  sont  positifs  ,  ces  limites  supérieure  et  inférieure  , 

déduites  de  5  +  1  et  de  -^t] —  *  se  réduisent  à  l'unité  ;  aussi, 

6  +  1     . 

dans  ce  cas,  la  proposée  ne  peut-elle  admettre  que  des  ra- 
cines négatives ,  si  cependant  elle  en  a  de  réelles.  Lorsqu'une 
équation  n'a  que  des  racines  imaginaires,  on  peut  bien  obteak 

a8 
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à 

des  liimtes^  ptiisqa'il  snfRt  pour  cela  qu'il  se  trouve  d^ns  la  pro- 
(>osée  ua  coefficient  négatif,  auquel  cas  la  transformée  déduite 

de  X  =  -  >  contient  un  tel  coefficient.  Donc,  de  ce  qu*il  existe 

des  limites  des  racines  ,  on  ne  doit  pas  conclure  que  Féquation 
comporte  des  racines  réelles.  Lorsqu'une  équation  ne  renferme 
que  des  puissances  paires  de  Tinconnue ,  et  que  tous  ses  termes 
sont  positifs  ou  de  même  signe ,  on  ne  peut  assigner  les  li- 
mites des  racines  positives ,  ou  plutôt  elles  coïncident;  il  en 
est  de  même  de  celles  des  racines  négatives ,  puisque  le  chan- 
gement dé  4'X  en  f— x  n'en  âppofte  pas  dans  les  signes  de 
l'équation  :  les  racines  d'une  telle  équation  ne  peuvent  donc 
qu'être  imaginaires. 

355.  C'est  entte  ces  limites  qu'on  doit  chercher  les  parties 
entières  des  racines  réelles  positives ,  sauf  ensuite  à  assigner 
les  approximations  avec  toute  l'exactitude  que  requiert  la  ques* 
tion.  • 

Nous  démontrerons  d'abord  que  deux  nombres  qui  substir- 
tués  pour  X  ,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires ,  inr- 
terceptent,  au  moins,  une  racine  réelle,- 

En  effet ,  désignons  par  P  la  somme  des  termes  positifs  de 
l'équation ,  et  par.  Q  celle  des  termes  négatifs ,  mais  pris  abs- 
traction faite  du  signe  ,  ensorte  que  la  proposée  soit  repré- 
âentéfe  par 

et  supposqns  que  les  deux  nombres  p  et  </  qui,  substitués  pour  x , 
donnent  des.  résultats  -^f-  et  — ,  soient  positifs;  que  p  soit  le 
plus  petit  et  q  le  plus  grand,  et  que  pour  a:==^,  on  ait  — 
^et  -)-  pour  X  =:  7 ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  Ijue 

tl  résulte  de  la  forme  des  polynômes  P  et  Q^  qui  ne  rtXH 
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fermant  que  des  puissances  entières  et  positives  de  x ,  que 
ces  fonctione  croîtront  continuellement  à  mesure  que  x  aug- 
mentera y  et  que  faisant  augmenter  x  par  des  degrés  extrê- 
mement rapprochés  depuis  p  jusqu'à  q ,  elles  augmenteront 
par  des  degrés  très  -  rapprochés  aussi  ,  mais  de  manière 
cependant  que  les  accroissemens  de  P  seront  plus^rapides  que 
ceux  de  Q ,  puisque  de  plus  petit  qu'était  le  polynôme  P , 
il  devient  plus  grand  que  Q  :  donc  le  polynôme  P  a  été  égal 
à  Q  ,  et  conséquemment  entre  les  deux  nombres  p  et  q  sul> 
stitués  pour  ac,  il  s'en  trouvera  nécessairement  un  qui  corres- 
pondra à  P  =.  Ç ,  ou  qui  donnera 

P~Ç=o: 

ce  nombre  sera  donc  racine  de  l'équation  (*).  Quoique  les 
polynômes  P  et  Ç  croissent  continuellement ,  lorsqu'on  va  , 
pour  X ,  de  p  k  q ,  cependant  ils  peuvent  coïncider  plusieurs 
fois  entre  ces  substitutions  extrêmes,  et  c'est  cette  circons- 
tance qui  motive  la  restriction  au   moins,  énoncée  plus  haut;; 

356.  Nous  n'examinerons  pas  ici  les  cas  où  les  substitutions 
qui  donneraient  des  résultats   de  dilTérens   signes,  auraient, 
elles-mêmes  des  signes  différens  çu  toutes  deux  le  signe  •—  ; 
car  nous  n'aurons  jamais  o.ccasion  ,  dans  ce  qui  «uit ,  de  faire 
de  telles  substitutions ,  puisque  l'une  d'elles  ou  toutes  deux 

'  sortiraient  des  limites  qui  comprennent  les  radnes  positives , 
et  c'est  seulement  entre  ces  limites  qu'on  doit  substituer  ^  pour 
reconnaître  la  présence  et  le  nombre  de  ces  racinea\ 

357.  Le  but  des  substitutions  successives  entre  les  limites^ 
cst.d'olitenir  précisément  autant  de  couples  de  résultats  de 
signes  différens,  que  la  proposée  comporte  de  racines  réelles 


(  ^  )  On  pourrait  assimiler  ces  denx  polynômes  à  deux  mobileii  assujétii 
Il  se  mouvoir  sur  une  même  droite ,  dans  le  mène  sens ,  et  dont  le  moii^k» 
ayancé  dépasserait  l'autre^  ttvc«saiRiremeot  ils  s«  reacontrenûent. 


^ 
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positives  :  nous  aurons  donc  à  rechercher  quel  doit  être  l'in^ 
tervalle  à  mettre  entre  ces  substitutions  pour  satisfaire  à  cette 
condition;  mais  avant,  et  parceque  cette  recherche  ne  porte 
que  sur  les  racines  réelles,  il  sera  bon  de  supposer  Téqua- 
tion  décomposée  en  deux  facteurs  dont  Fun  ne  renferme  qae 
les  racines  réelles,  et  l'autre  les  racines  imaginaires,  et  d'exa- 
miner eh  partictdier  l'influence  des  substitutions  sur  ce  der* 
nier  poljmome. 

358.  Les  racines  réelles  tant  positives  que  négatives  de  la  pro- 
posée ,  étant  en  nombre  n  et  représentées  para,  b,  c,  etc.,  si  on 
divise  le  premier  membre  par  le  produit  des  facteurs  x— a,  x — b, 
X— >c,  etc.,  je  dis  qu'on  aura  pour  quotient  un  polynôme  du  degré 
711^*7»,  lequel  ne  deviendra  jamais  négatif,  quelque  valeur  qu'on 
donne  à  x^  En  effets  s'il  existait  un  nombre  qui ,  substitué 
pour  X,  le  rendit  négatif^  comme  on  pourrait  toujours  assi- 
gner pour  X  un  autre  nombre  qui  le  rendrait  positif,  oa 
connaîtrait  donc  deux  substitutions  qui  donneraient  des  ré-^ 
sultats  de  signes  differens  ^  et  conséquemment  la  proposée  ad* 
mettrait  encore ,  au  moins ,  une  racine  réelle  en  sus  de  celles 
tpion  a  supposées  (355).  Ce  polynôme  quotient  ne  doit  donc 
jamais  changer  de  signe  par  toutes  les  substitutions  qu'on  fera 
pour  X.  C'est  cette  propriété  qui  nous  servira  dans  la  suite. 

II  est  facile  de  démontrer  que  ce  polynôme  quotient  sera 
de  degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif,  ce  qui  revient 
à  faire  voir  que  s'il  était  de  degré  impair  ayec  un  dernier 
terme  ^  soit  positif,  soit  négatif,  ou  même  de  degré  pair  avec 
un  dernier  tenue  négatif,  il  admettrait  une.  ou  plusieurs  ra- 
cines réelle^.  Je  dis  donc: 

1®.  Que  toute  équation  de  degré  impair  admet,  au  moins, 
une  racine  réelle  de  signe  contraire  à  celui  de  son  dernier 
terme, 

-  Nous  supposerons  successivement  le  dernier  terme  négatif 
et  positif.  Dans  le  premier  cas,  les  nombres  o  et  la  limite 
supérieure  des  racines  positives,  substitués  pour  x  dans  la 
proposée ,  do^^ent  des  résultats  de  signes  dilFéreus  ;  il  faut 


/ 
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donc  conclure ique  la  proposée  admet,  aa. moins ^  une  racine 
entre  zéro  et  cette  limite  supérieure  qui  est  un  noiubre  positif  ^ 
et  qu'ainsi  elle  a ,.  au  moins ,  une  racine  réelle  positive^ 

I>ans  le  siecond  cas  ^  en  changeant  -f-^  ^^  — ^>  ^^  ^^^^  ^^^ 
transformée  dont  le  premier  terme  sera  négatif  >  et  dont  toutes 
les  racines  ppsitives  seront  les  négatives  de  la  proposée  ,  et 
réciproquement  ;  changeant  ensuite  tous  les  signes  >  ce  qui 
revient  a  transposer  tous  les  t^mes  d*uji  membre  dans  un 
autre  ^  le  premier  terme  deviendra  positif  et  le  d.ernier  négatif. 
Donc  la  transformée  rentre  dans  le  cas  précédemment  exa-* 
xniné  ;  elle  a  donc,  au  n^oins,  une  racine  réelle  positive,  et 
eonséquQmment  la  proposée  admet,  ^u  moins ,^  une  telle  ra- 
ciue  nég.ative^ 

â\  Que^  toute^  équation  de.  degré  peur  dont  le  dernier  terme 
est  négapf y  comporte  y  au  moins,  deux  racines  réelles^  l'une 
positive  et  l'autre  négative.         -  '    ^ 

En  elFet ,  pour  iv  =  o  ^  i*équation  se  réduit  au  dernier  terme 
qui ,  par  hjrpdthèse  ,  est  négadf  ;  prensit  ensuite  pour  x  la 
Kmite  supérieure ,  on  trouve  .un  résultat  positif  :  donc  lia  pro* 
posée  admet,  au  moins,  une  racine  réelle  positive  «  Si  l'bn  change 
dans  la  même  équation  le  signe  des  puissances  impaires,  les 
racines  négatives  seront  changées  en  positives,  mais  d*iailleurs 
ie  premier  et  le*  dernier  terme  conserveront  le  liiêrae  signe-*: 
donc  ,  d'après  ce  qui  vient  d^être  démontré,  la  ^ansfomiée 
auA;  aur  moins  1^  une  racine  véelte  positive  ,  et  la  proposée^ 
au  moins,  une  autre  racine  réelle  négative*.  / 

Lorsque  l'équation  de.  degré  pair  à  son  dernier  terme  po- 
sitif,  les  substitutions  précédemment  employées  donnent  deux 
résultats  de  même  signe  ;  ensorte  (pi*bn  ne  peut  phis  conclure 
nécessairement  Fèxistence  dluie  racine  réelle  ;.  cependant 
réquation  peut  en  admettre  dé  telles,. mais  aassi  elle  peut  ne- 
comporter  que  des  racines  imagiùaires  ^  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu 
(aSy^à  regard  de  celle-ci,  x*  -f-poR  +  9:=o  ^  sous  Ia.relatipsk 


^ 
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Le  polynôme  quotient  ou  celui  qui  ne  renferme  plus  que 
les  racines  imaginaires  de  la  propo9ée ,  ayant  son  dernier  terme 
positif,  on  conclura  que  le  terme  tout  connu  d'une  équation^ 
sera  positif  ou  négatifs  suivant  que  les  racines  réelles  positives 
seront  en  noTnbre  pair  ou  impair.  En  eiFet ,  le  dernier  terme 
de  ce  polynôme  ,  multiplié  par  le  produit  des  seconds  termes 

des  facteurs  (x. —  a)  (x-^ft)  (x  — c) (a:+c)  ,  etc., 

donne  le  terme  tout  connu  de  la  proposée,  dont  le  signe  ne 
dépendra  plus  que  de  celui  du  produit  des  seconds  tenues  dei 
facteurs  correspondans  aux  racines  positives. 

Oii'peut  encore  déduire  de  li  cette  antre  conséquence  qni 
trouve  son  application  dans  la  Géométrie  analytique  ,  pdr 
Biot^  chapitre  de  la  discussion.  Sii'oA  sait  d'avcmce  qu'un 
pofynome  ne  comporte  que  des  racines  ùnagintûres ,  on  fera 
assuré  qu'il  doit  t^nserver  le  signe  du  premier  tenne  pour 
toutes  les  substitutions  faites  pour  ^.  Car  d*a]»ord,  supposant 
le  premier  tenae  positif;  pour  x=o,  im  tdi  polynôme  se 
réduit  à  son.deitnier  terme  qui.  est  positif  dans  notre  hypo- 
thèse ;  toutes  les  autres  substituttoas  doivent  donc  dbimer  des 
réisultats  positifs  ou  de  même  signe  que  le  prenier  terme.  Si 
ce  premier  iejme  est  négatif,  le  polynôme  «et  tel*,  par 
exemple»  :qii^  ctehû-ci  —  jIx^  +  Bx?  — -  Cx^  +'  Dx — F,  tpi'on 
fieut  écrir»  ainsi  :  —  (^Jx^ — Bx^+  Ca^-^Dx+F)  \  donc  à 
cause  ^u  signe  —  qui  eit  ea  defaiCMrs^  les  résultats  stfont 
constamment  négatifs. 

359 .  Nous  avons  insinué  que  deux  substitutiona  qui  donnent  des 
résultats  de  signes  contraires,  peuvent  comprendre, entre  elles 
plusieurs  racines  réelles  positives,  et  que  de  telles  racines  peu- 
Vent  ^ussi  se  trouver  entre  des  substitutions  qui  fournissent  des 
résultats  d'un  même  signe  :  ce  sont  des  circonstances  qu'il 
importe  d'examiner  plus  particulièrement.  A  cet  effet ,. soient 
o,  by  c,  etc.  toutes' lés  racines  réelles  d'une  équation  :  son 
premier  membre  sera  de  la  forme 
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(*  — a)(x—ft)(x  — c) XK, 

Y  é^tant  nn  poljnoiqe  qui  ne  change  pas  de  si^e^  qaeUe  que 

ipsaleur  qu'on  attribue  à  x.  Si  Ion  prend  pour  x  un  nomt^re 

plus   grand  ou  plus  petit  que  Tune  et  Fautre  4^»  rapines  a 

et     b  y    et  pour  a;  un  nombre  q  plus  petit  Ou   plu9  grand 

que  chacune  des  mêmes  racines  >  et  tel  que  le  produit  des 

autres  facteurs  soit  le  même  que  pcpur  ar=p(^)  »  les  rér 

;9ult:ats  dûs  aux  deux  substitutions  ,   seront  dp  même  signe  ^ 

quoique  les  noml^res  eubstifnés  comprennent  déu^  raoines.^ 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  deux  nombres  qtli 

donnent  des  résultats  de  même  signe ,  penyent  intercepter  un 

nombre  pmr^.ou^  en  général^  nfc  racines  réelles.  On  conçoit 

qii*il  peut  arrhrer  de  plusieurs  manières  que  deux  substitutiona 

qui  donnent  des  résultats  de  même  signe  ,  ne  comprennent 

pas  de  racines.  Si  Ton  prend  pour  x  un  nombre  [dus  petit  on 

plus  grand  que  chacune  des  trois  racines  a,  b,  c,  puis  pour  x 

un  nombre  q  plus  grand  ou  plus  petit  que  chacune  des  tCM 

mêmes  racines ,  et  tels  que  le  produit  des  facteurs  x^^d  ^ 

jù — e,  etc. >8(nt  de  même  signe  que  pour  x=p,  on  aura 

des  résultats  de  différens  signes  :  donc  deux'  nombres  qui 

donnent  de  tels  résultats  ,  peuvent  comprendre  lin  nombre 

ûnpair  ^  ou  s&  -f^  i  racines  réelles.  C'est  cette  circonstance 

qui  motive  la  restriction  ,  au  moins  ,  dans  Vénoncé  iQi55}> 

S&o.  ÂmA  de  ce  que  deux  substitutions  n^  donnent  p^  d^ 
résultats  ide  signes  contraires^  il  ne  faut  pais^ conclur,e  quelles 
ne  comprennent  pas  de  racines  ;.  ^t,  d'aytre  part,  si  Téqua-r^ 
tion  a  plusieurs  racines  réelles  dont  la  diif<^rence  soit  ni^oiiiidre 
que  Vunité  ^  en  prenant  Tunité  pour  Tintervalte  ex^tre  Jes  sul>-- 


{*)  Pot^c  mjiei^x.  .«yUtefW&ee  la  diofte^  on  pourcait  conoeroir  Içs  racine» 
icelles  rangées  par  ordre  de#graadèui j  en  commençant  par'  la  plus  grande^ 
cnsorte  que  pétant,  par  exemple,  •<« ,  K^Jf^,  pourrait  être  ^c  ,  ^^>  ^tc. V 
«i  q  ëlaat  ]>«,  >-^  sfra,.  à  fortiori  f.  '^Cy  ^df^  etc» 
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stitndons^   le  nombre  des  résultats  de  signes  différens   sera 
moindre    que  celui  des  racines  réelles.  On  conçoit   que   le 
seul    moyen   d'éviter   cet  inconvénient  ,   est    de    dimimier 
rinteryalle  entre  les  substitutions  succesâves,  au  point  que 
celles  qui  donnent  des  résultats  de  difFérens  signes^  ne  com- 
prennent jamais  qu'une  seule  racine;  car  alors*  on  ne  sera 
jamais  en  erreur  6ur  le  nombre  des  racines  réelles ,  et  je  dis 
dé  plus  qu'on  pourra  toujours  assigner  la  partie  entière  de 
chacune  d'elles  ^  ce  qui  est  le  véritable  objet  de  la  rechercbe. 
En  effet  ^  si  les  deux  nombres  f  et  f  qui  donnent  des  ré-' 
aftltats  de  différens  signes ,  n'interceptent  qu'une  racine  ,  le 
J>lus  petit  de  ces  deux  nombres^  s'il  est  entier,  ou  le  nombre 
entier  immédiatement  an*^essous  ^  s'il  est  une  fraction  ^  sera 
la  valeur  la  plus  approchée ,  en  moins-,  de  cette  racine  inter- 
ceptée. Si  la  différence  entre  ceà  substitutions  p  et  q  ,  est 
plus  grande. que  l'unité ,  en  substituant  successivement  depuis p 
que  je  suppose  pbis  petit  que  q  ,  jusqu'au  nombre  q ,  les 
nombres  p ,  p  -f- 1 ,  p  +  a» .  ••  • ?>  il  y  aura  nécessai- 
rement deux  dé  ces  nombres  consécutifs  qui  donneront  des 
résultats  -f-  et  —  ;  dpnc  puisque  les  substitutions  correspon- 
dantes ne  diffèrent  que  de  l'upité,  la  plus  petite  des  deux 
sera  la  valeur  la  plus  approchée  p^  défaut  de  la  racine  in- 
terceptée. 

•  ■  * 

36 1 .  Nous  nous  proposerons  donc  d'espacer  les  substitutions  à 
faire  entre  les  limites  supérieure  et  inférieure  des  racines ,  de 
telle  manière  que  celles  qui  donnent  des  résultats  -H  ^t  —,  ne 
comprennent  qu'une  seule  racine.  A  cet  effet,  nous  démon- 
trerons que  si  l'on  substitue  pour  x  deux  nombres ,  l'un  plus 
grand,  et  l'autre  plus  petit  qu'une  des  racines ,  et  qui  diffèrent 
en  même  temps  d'un  mtmbre^  moindre  que  la  plus^  petite  des 
différences  entre  les  racines  réelles  de  la  proposée,  ces  deux 
substitutions  donàeront  nécessairement  deux  résultats  de  signes 
opposés* 

En  efifet,  soit  a  la  racine  en  question,  b,  o,.d,  etc.  étant 
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Ifis  atitrea  Faciaes  réelles  ;  le  premier  membre  de  Téquation 
sera 

1^  désignant  toujours  le  produit  des  facteurs  simples  correspond 
dans  aux  racines  imaginaires.  Supposons 

^  étant  la  plus  petite  de  toutes  les  différences  entre  tontes  les 
racines  réelles  :  le  résultat  de  la  substitution  de  p  pour  x , 
dans  la  proposée ,  sera 

(PT-a)(/»-A)(p-0 XP (fl)i 

et  celui  de<^  pourx,  sera 

(9— û)(9  — *)(?— c) XQ...:...(5), 

P  et  Q  étant  ce  que  devient  la  fonction  Y  lorsqu'on  rem- 
place successiyement  x  par  p  et  par  q.  D'après  les  hypo- 
thèses faites  sur  p  et  <7^  les  deux  facteurs  p— a  et  </— a 
seront  de  signes  différens;  d'ailleurs  les  résultats  P  et  Q  ne 
peuvent  devenir  négatifs;  donc  (/i)  et  (5)  seront  de > signes 
différens^  si  chacun  des  facteurs  p — i,  p-^c,  etc.,  est  de 
même  signe  que  celui  qui  lui  correspond  dans  (<S).  Or  si 
P — ^>  7— ri  pouvaient  être  de  signes  différens ^  la  racine  b 
serait  intermédiaire  entre  p  et  (/  ;  donc  les  nombres  p  et  f 
comprendraient  les  deux  racines  a  et  b\  donc  on  aurait 

a^b^p-^q, 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse,  puisqu'on  a  supposé  p — </<  • 
que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines  réelles  a,  6,  c,  etc. 

Réciproquement ,  si  les  deux  nombres  p  e^  q  diffèrent  d'une 
quantité  plus  petite  que  la  plus  petite  des  différences  entre 
les  racines ,  et  donnent  des  résultats  de  signes  contraires ,  ils 
n'intercepteront  qu'une  racine^  En  effets  s'ils  ne  comprenaient 
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aucune  racine ,  les  résultats  conserveraient  le  même  signe,  ce 
qui  serait  contre  Tune  des  hypothèses;  et  s'ils  comprenaient 
plusieurs  racines  ^  la  différence  entre  ces  nombres  serait  plus 
grande  que  la  différence  supposée ,  ce  qui  serait  contre  l'autre 
hypothèse.  Donc  etc^ 

36a.  On  en  est  donc  maintenant  i  trouver  ua  nombre 
moindre  que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines  réelles 
de  la  proposée.  Pour  y  parvenir  ,  on  déduira  de  la  proposée 
une  équation  qui  ait  pour  racines  toutes  les  différences  pos- 
sibles entre  les  racines  de  celle4à>  puis  on  cherchera  (m) 
un  nombre  moindre  que  la  plus  petite  racine  de  la  dérivée. 
Nous  nous  proposerons  donc  la  solution  de  cette  question  : 

'Etant  donnée  une  équation  quelconque,  en  déduire  une 
autre  dont  les  racines  soient  toutes  les  différences  possibles 
entre  celles  de  la  proposée.  '  * 

Soit  l'équation 

af'—Ax^'-^  4.^x"«-*— —  7îc+^=o. . .C^)  : 

si  pour  x  on  écrit  af  +  z^  ou  si  l'on  pose 

ar=a:^-f-jB,      d'où      a=a;-^j:'^ 

X  et  a/  étant^les  représentations  des  racines  de  (^)  >  2  ex- 
primera toutes  les  différences  possibles  entre  toutes  les/racines 
de  {M),  et  ordonnant  le  résultat  de  cette  substitution  sui- 
vant les  puissances  de  z,  on  aura  une  équation  en  2  de 
xn^e  degré  que  la  proposée ,  laquelle^  en  commençant  par 
les  derniers  termes,   sera  de  la  forme 

X+  Yz+Zz*+^^^  + +z«==o. . . .(iV)  V 

ses  >coeiIiciens  Xy  Y,  Z ,  etc.,  fonctions  de  af,  A^^  B ^. ,  .T 
et  V y   ayant  pour  expression  (3â8) 

X  =  a?'»—  ^x'"-»  +  Boi'^-^  —  etc.      . 

r  =  mx'"--^—  (TTi^O^x'-'-^Cffi-^a)  -f-^jp'*»-^»— etc. 

a  ^  * 

.  etc^ 
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Les  racineade  Téquation  (M)  étant  a,  h,  c,  etc.>  celle» 
de  (A^)  seront 

2  =  a»— a?';    zz=:b  —  jf;    a=c — a/,  etc. 

puis  faisant  (l^)  afz=:a,  on  aura 

z  =  a^^a;    z'=.b — a;    a  =  c — a,  etc. 
(a®)  x'  =  i,  on  aura  *  - 

ar^a— 6;    «  =  i— 6;    z  =  c — 6,  etc. 

et  ainsi  de  suite.  Pour  chacune  de  ces  substitutions  pour  af^ 
la  transformée  en  z  s'abaisse  au  degré  m  — - 1  ^  ce  qui  doit 
arriver  puisquà  chaque  fois  on  a 

X=o; 

d'ailleurs  elle  se  change  en  une  .  fiuite  d'autres  transformées 
dont  les  racines  sont  les  valeurs  de  z  correspondantes  à 
x'^=iay  =i,  etc.,  et  il  resterait  à  les  résoudre.  Mais 
réguation  cherchée  doit  remplacer  toutes  ces  transformées , 
c'est-à-dire  qu'elle  doit  être  le  résultat  de  l'élimiiiation  de  x 
entre  (Af  )  et  (A^ ,  en  observant  que  x  etod  ont  même  ac- 
ception. £n  eifet,  on  sait  d*avance  que  les  systèmes 

X  =:  a  1  (a  =  ft— a,  2  =  0 — a,  etc. 
x  =  6jet/z=:a — bg  zz^c  —  b,  etc; 
X  =  c  J      (2=a — c,     a  =  i — c,     etc. 

etc. 

4  * 

satisfont  aux  deux  équations  (M)  et  (A^) ,  or  l'équation  finale 
est  en  z'y  donc  ,  d'aprè»  Ja  théorie  de  relimination ,  tons  Ie$ 
nombres  z  qui  font  système  de  solution  avec ,  les  nombres  x  » 
ne  peuvent  être  que  les  racines  de  l'équation  finale  >  et  de 
plus  ces  nombres  sont  les  seuls  qui  jouissent  dé  cette  propriété. 
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On    est    donc   conduit  pour  la  formation  de  réquationT  ' 
aux  différences  des  racines  à  cette  pratique  de  calcul  :  Rem- 
placez dans  la  proposée  x  par  x-f-z,  supprimez  dans  le  re— j 
sultat  le  polynôme  X  ^  éliminez  x  entre  celle-ci  et  lu  trans-^  j 
formée  y   et   l'équation  Jinale  sera  celle  à  toutes  les  diffé^-  . 
tences  entre  les  racines^  '^ 

363.  Cette  équation . finale  sera    dn  degré  m(ni — i)^^  car  ":l 
le  nombre  de  ses  racines      *  .a 

4  —  ff  ^    -c  —  a ,.    rf  —  a  ^  etc. 

a  —  b ,    c-^  b,    d  —  b ,  etc* 

c-— c,.    b'^-'Cy    d'-^c^  etc^ 

etc. 

-» 

est  le  même  que  celui  des  arrangemens  qu*on  peut  faire  avee 
771  lettres  prises  deux  à  deux  ;  ainsi  cette  équation  sera  de 
degré  pair  ;  de  plus\  ces  différences  sont  égales  deux  à  d^nx 
et  de  signes  différens;  d'où  résulte' que  féquation  &iale  ne 
doit  renfermer  que  des  puissances  paires  de  l'inconnue;  en 
cffet^  en  y  changeant  -f-z  en  — z,  les  racines  positives  devien- 
dront négatives,  et  réciproquement  ;  donc  les  racines  resteront  i 
les  mêmes  en  nombres  et  en  signes ,  conséquemment  le  premier 
membre  ne  doit  pas  changer;  partant  Téquation  aux  diffé- 
rences sera  de  la  forme 

et  par   la  substitution  y=:z^y.  elles   se   changera  dana    la 
fuivante  : 

y»_^y-i  +  iîyj-»—  Cy""-^  + .+  f^'=a,  ..(P)  ; 

et  comme  les  facteurs  de  (O)  sont 
z — (a — b),  z-'-^Çp — a) y  z — Ça — c),  a— (c— c}^  etc^ 
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iix  rapprochant  et  faisant  les  produits  de  ceux  qui  renferment 
es  racines'égales  «t  de  signes  contraires ,  les  facteurs  de  (P) 
»eroxit    \ 

y^(a^by,  jr— (a-*c)S  j^— (a— d)»,  etc. 

P  sera  donc  Téquatiop  aux  carrés  des  difiPérences  des  racines. 

364.  L'éqttation   (P)  sera  toujours  la  même ,  soit  qu'on 
augmente,  soit  qu'on  diminue  d*un  mêtue  nombre  chacune 
des  racines  de  la  proposée,   ensorte  que  si  cette  dernière 
contient  le  terme  oe^'^,  on  pourra  le  faire  disparaître ,  puis 
chercher  l'équation  aux  carrés  des  différences  de  la  transfor- 
mée, qui  sera  la  même  que  (P);  mais  le  calcul   sera  un 
peu  moins  long.  On    observera  seulement  que  le  degré  de 
réquation  (O)  sera  abaissé  dans  le    cas  de  quelques  racines 
incommensurables  égales;  ensorte, que  si  la  proposée  a,   par 
exemple,  deux  de  ces   racines  égales  entre  elles,   (O)  sera 
du  degré  a/t— *2.    On  reconnaîtra  donc  cette  circonstance  à 
l'inspection  du  degré  de  l^quation  aux  différences. 

365.  Ayant  ainsi  obtenu  l'équation  aux  carrés  des  différences 
des  racines,  pour  trouver  d'abord  un  nombre  moindre  quô 
la  plus  petite  de  ses  racines,  on  posera  (299) 

1  • 

et  substituant  dans  (P)  ,  on  aura ,  après  les  réductions , 
i^A'u  +  B'u!'--Cu^+ +  ;^a»==o, 

«t  divisant  par  /^',  il  vient 

» 
w«— ^"'u—^  +  ^'u— *—  C^tt«-^  +  etc =0. .  .(Ç). 

Soit  /  un  nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  racine 


y 
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positive  de  (Q) ,    y  sera ,  d*après    la   relation  jr  =  - ,  un 

nombre  moindre  que  la   plus  petite    racine  positive  ^^  et 

—y  sera^  d*après  la  substitution    y  =2*,  un  nombre  plus 

petit  que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines  réelles 
de  l'équation  proposée;  donc  si  Ton  à 

V'/<i,      d-où     pj>i, 

on  sera  certain  que  la  proposée  n'a  pas  de  racines  réelles 
dont  les  différences  soient  moindres  que  Tunité;  on  pourra 
donc ,  dans  ce  cas  ;  prendre  Tunité  pour  différence  entre  les 
substitutions  successives  à  faire  entre  les  limites  trouvées. 
Mais  si 

!//>!,      d'où      ■pj<i, 

alors  il  sera  possible  qu  il  y  ait  4^ns  l'équation  (ilf  )  des  ra« 
cines  dont  les  différences  soient  moindres  que  i'unité  ;  comme 
alors  la   plus-~  petite  de  ces  différences  sera   nécessairement 

plus  grande  que  — j ,   on  pourra    prendre    ce  nombre ,   ou 

un  nombre  moindre  ^  pour  la  distance  constante  entre  les  sub- 
stitutions. En  générai^  soit ^  le  nombre  entier  immédiatement 
au-dessus  de  y/l,  si  y'I  n'est  pas  un  nombre  entier^  on  aura 

cette  différence  r  de  la  progression  des  nombre»  à  substi- 
tuer étant  connue,  on  prendra  successivement  pour  x  les 
nombres 

1      a      5  n 

%'    k'    A' l' 


O,        T.       Tt       T 
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commençapt  par  le    nombre  immédiatement  au-deesous 

^,  et  continuant  jusqu'à  la  limite  supérieure  5i+  i. 

X^«s  résultats  dus  à  ces  substitutions,  formeront  une  suite  de 
nombres^  dans  laquelle  il  j  aura  nécessairement  autant  de 
variations  de  signes  que  la  proposée  comporte  de  racines 
réelles  positives,  et  déplus,  chacune  de  cesracmes  tombera 
entre  les  deux  nombres  qui  auront  donné  des  résultats  de 
signes  difFérens  ;  conséquemment  le  plus  petit  des  deux  dif- 
férera, en  moins,  de  la  racine  comprise  d'un  nombre  plus 

i 
petit  que  r-  On  connaîtra  donc  ainsi  le  nombre  des  racines 

réelles  positives  de  la  proposée,   et  on  aura  déjà  la  valeur 

approchée  de  chacune  d'elles,   à   moins   de   la  fraction  7-. 

Nous  rappellerons  que ,  pour  étendre  cette  méthode  aux  ra» 
cines  négatives",  il  ne  faut  que  changer  -^x  en  —a;  dans 
la  proposée,  ensorte  que  cherchant  les  racines  positives  de 
la  transformée,  on  aura  les  négatives  de  Téquation  donnée. 

366.  Si  tous  les  termes  de  Téquation  aux  carrés  des  difFé'* 

rences ,  ont  le  même  signe ,  aucun  nombre  positif  ne  pourra 

y   satisfaire;  donc  la  proposée  ne  pourra  avoir   plus  d'une 

racine  réelle,  car  si  elle  en  avait  deux  getf,  il  y  aurait 

une  différence  g— /"ou  f-^^g  dont  le  carré  (g- — fy  serait 

positif,   ce    qui  est  contre  Thypothèse.    Dans  ce  cas,    on 

pourra  poser 

1 

Généralement  on  adoptera  cette  différence  entre  les  substi- 
tutions succcessives,  lorsqu'on  saura ,  à  priori,  que  la  pro- 
posée n'a  pas  plus  d'une  racine  réelle  positive. 

367.  Nous  ferons  l'application  de  la  théorie  précédent*  à 
la  recherche  des  racinee  de  l'équation 

a? — yjc  -f  7  =  o* 
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n  faut  d'abord  remplacer  x  par  x^z,  ce  qui  don&e,  après 
les  réductions 

3x*  —  7  4-3a:a  +  z*=  o, 

puis  éliminer  x  entre  ces  deux  équations ,  pour  avoir  l'équa- 
tion aux  diiTérences  des  racines.  On  trouvera,  d'après  le 
procédé  donné  (cbap.  â5)^  l'équation  finale 

z^  —  42a*  +  44^^* —  49  =  o* 

L'équation  aux  carrés  des  différences  résulte  de  la  précé- 
dente par  l'hypothèse 

elle  sera  donc 

/ 

y»  —  42y*  +  44iy— 49  =  o, 

et  posant ,  comme  dana  la  théorie  générale , 
*  1 

y—û* 

on  fonnefa  Téquation 

qui  donne   10  pour  limite  supérieure  des  racines  positives  ; 

ensorte  que  — y=  est  un  nombre  plus  petit  que  la  plus  pe- 
Y  10 

tite  différence   entre  les  racines  de  la  proposée.  En  partant 

de  l'équation  aux  différences,  on  trouve ,  d'après  la  substitution 

•  < 

1 

la  transformée 

qui  donne  povLT  limite  supérieure  9  +  1  =10  ou  1+1/9^4. 

On  déduit  de  la  seconde  — -r---  =  --  pour  limite  inférieure. 

1+K9      4  ' 
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f  est-à-dire  pour  le  nombre  plus  petit  que  Ja  plus  petite 
lifFérence..  Mais  cet  intervalle,  est  toujours  trop  petit,  ainsi 
[u  il  eàt  iFacile  àe  le  yoir  à  priori,  ei^orta  que  le  noinbro. 
les  substitutions  serait  inutilement  au^enté. 

Lia  œ&hode  delfewton,  appliquée  à  TéquaHoir  en  u;  donne^* 
romine  nous  TayoïM  trduvé  (353)^  ^=^9  pôuV  fimfte  supé* 

îeure  :  àùrtc  -«-7^22^  est  la  limite  c&ekbée  ou  h  cËBTérence 

V»      3 

mtre  les  substitutions  successives.  Resta  à  trouver  le^  ]in9tea 

jui  comprennent  les  racines  positivés  de  la  proposée  \  à  cet 

tSet,  OD  pimd  /     ' 

parcequ'il  se  trouvé  deux  terinës  positifs  j^-}-ox^  avant  le 
premier  terme  négat;if  — '7^0(3^);  on  pourra  donc  poser  4 
pour  la  limite  supérieure.  On  trouvera  i  pour  limite  iufé* 
rieiife.  Aiiisîlés  limîfeï  entre  lesquelles  il  faut  substituer  sont 
i  et  4»  ^^  1^  différence  entre  les  substitutions  çst  |.  Pour 
éviter  les  fractions^  on  ferat  âans  la  proposée 

ce  qui  là  crrnngë  âàns  la  suiyazftë 

...  '  ■     '      '  * 

alors  au  lieA  del  Unfitel  f  ek  4^1oâ  prendfa  f  et  1^^  ou  1 

et  la ,  puis  )*iiilité;  p6ur  la  diflÈrenc^  ^de•  nàmbres  à  substl-^ 

tuer^  et  ou^fetpieïa  le  tableau  suiv^ii^: 

a/  =  1 
j/  =2  a 

povat  {.xf  ^ss  4) les fteiltaito.Kmt 
x^  =  5 
a/  =  6 


45a  .    É  L  i  H  E  N  s 

^s=:  8  rendant  le  premier  terme  pins  grand  qne  le  terme  hé^ 
gatif,  il'  n'est  pas  nécessaire  d*aller  au-delà  de  ^7^=7.  Qi 
conclut  de  ce  tableau 

af>5etaf<:fi  f  la:>fet<|. 

Pour  procéder  à  la  recherche  des  .racines  négatiyes,  on 
changera  les  signes  des  puissances  impaires  de  x  dans  la 
proposée  /  ce  qui  donnera 

—  x^  + 7x4-7 5=0,    ou    a;^— 7x  — 7=0, 

équation  dont  les  racines  positives  seront  encore  entre  \  et  4 
ou  bien  entre  1  et  la  pour  la  transformée 


•  *   I        ^  % 


ac'3  — 63x^  —  189  =  0, 
dont  les  racines  ont  avec  celles  de  la  proposée  la  relation. 


x  = 


Ct  la  différence  des  nombres  à  substituer  sera  l'unité ,  puis- 
fpi'il  ne  reste  plus  qu'une  rabine  i  trouver  ;  mais  pour  réduire 
le  travail  des  substitutions^  on  commencera  par  les  plus 
grands  nombres,  et  on  trouvera  que 

^af  =  11  f  Içs  résultats 
1  .  .  i^ar  ,p=  10  C        sont   . 
a/=  -9) 

d'où  oi^condut*    ' 

^>9  <a;'<io,  d'où  x>3  et  a?<54-f. 

n  existe  donc*nne  racine  négative  comprise  entre  —3  et 
-(8  +  î).  ^^     ^ 


f.'î 
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CHAPITRE    XXIX. 


'      .'i 


Démonstration  par  la  Géométrie  des  courbes  / 
lies  ihéorèfnes  contenus'  dans  le  chapitre  pré^ 
cèdent^  construction  et  discussion  des  racines 
du  second  degrés 

^68.  XlEPRENÔNS  féquatioû  générale 


f     ii 


€t  re{>tésentoà^'|mf  des  lignes  droi^Ë»  les 'valeurs  sùccessiVei 
que  libus  attribûeitotfft  à  l*ineonnue  x ,  et  celles,  cfiii  ^n  téstil- 
teroHt  pdur  le  premier  membre-^  ces  tdnguèurs  étant  rappom 
tées'à^une  dfôHë  pfri^e'pour  umté- de  mesure.  Alors  ^. au  liefi 
de  6Ujp^d6f  le  second  méiùbre  égal  à  «^ro,>  sous  le  représenter 
ronspar  J'y  paï'ceqûeV  parmi  les  valeurs  prises  pour  x,  il  s'en 
trouvera  d'autres  que^^ce^es  qui  rédiiiaent  le  premier  membre 
à  zéro  y  t  et  pour  lesquelles  le  résultat  jf  sera  un  nombre« 
Cela  posé ,  nous  pprterons.(Jî|^.  s)  les  valeurs  successiv^s  de  os 
me,  une  droite  indéfinie  XX'  à  partir  d'un  point  fixe  -O^  en 
conyenaut  d'étendre  celle?  qui  sont  positives  de  O  vers  X ,  àv^ 
de  gauche .  à  droite  ;  p^po,]|[iséquent  les  négatives  devront  se  pôr;-^ 
ter  de  O  vers  Xf,  ou  de  droite  à  gaucbe  (ch.  i3).  Soit  OP  une 
valeur  quelconque  de  x\  nous  étendrons  la  valeur  correspondante 
de  y  .sur  une  pefpendictilafa'è  au  point  P  de  la  ligne  Xï' , 
aurdessus  de  0?l  si  elle  ést'^^pbsitive ,  et  au-^^dessous  si  elle  est 
négative  VsuplJdsoûs  qu'elle  soit  PQ:  ôKrépitéa.  la  mémo 
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construction  pour  les  valeurs  de  x ,  tant  positives  que  tiéga* 
tives^  en  observant  de  se  conformer  aux  conventions  faîtes. 
Si  Ton  a  fait  croître  par  des  degrés  très-rapprochés  les  valeurs 
de  X  ,  tant  positives  que  négatives ,  et  qu'on  ait  joint  les  extré- 
mités de  toutes  }es  perpendiculaires  y  eorretpondantes  ,  on 
aura  une  courbe  qui  sera  la  peinfîuré  dé  Télpiatidn* 

oT  +  AafT'  +  Bj[f^'^+ +  etc.  =  F, 

4 

Ëi«i  lohgtreuH  «  iônt  à^elées  abschses^  .«f;  Ub  perp^ndicu- 
^(ÎJÇ^^.tQeti^e^.pV  les .elctf émités ,  u>B\^tf^  çrdetmées.  Les 
lignes  XX',  YV  perpendiculaires  Tun^  à  l'autre  en  O,  sont 
deux  droites  fixes ,  qu'on  nomme  axes ,  auxquelles  les  points 
de  la  courbe  sont  rapportés  par  les  distances  jf  et  a:. 

Si  l'on  veut  connaître  une  valeur  de  x  correspoliâante  à 
un  résultat  y  donné  en  nombre  et  en  signe  ^  on  prendra 
sur  l'axe  OF  et  ^u^-dessus  de  XJÇf  ai  la^valeur  de  jr  est  posi- 
tive, OT^=zy,  et  par  le  point  T  ogx  mènera  une  pàralièle  à 
J&^4¥)»iimc0i^ralft/towi>e  €n  ded'poiiitsrâoBt  les  abscisses 
einaàt  .ftdntcs  léS;  valeur»  de  4P  ^k  qcM^ff^nd^nt  à  -une 
mêqie  ràiewcy,  Poiur  oba^soiséie  x  vaHtméàjakto  entre  celles 
cpfbuta  pitfeAB >.9Q;tveAivéra  V'^rdonaée'jr  «a ^s^^tsdbrB  ^  «gt  pre* 
BAAt  avvç  un'  enaspas.  h  pHni^adieidw^  quiluiGorr^^nd^ 
et  la  h^eturant  snrl'tfcbelle  de  fiirties  -égales.' 

'  '  JUâ  eôiirbe  ainsî  décrite ,  d*âdrès  tine^îiifite  i}e  ]p6iftts  très- 
ItappTôeliés  2^  Téiieoâtiifità  ^  générdemeift pariant,  l'ate  des 
â)^ôis8es  , ,  où  la  ligtfê  X'^  en  un  eeitahi  notnbre  de  points 
fe;  /;il/,  iV,  /l,  été. ,  flôût  Itt^abstiseés  —  Ô^G,  —  Q/,  etc. 
Oilf;  ON,  VR,  été.  àferontlêé  tacîûes  dfe  la  proposée, 
pmsqu  elles  sont  lés/tâlèiû^  dé  ^a  liôUf  iasqtréfllte  rotA:>tiiiée 
y  est  nulle.  ^        '  :  * '-' ^"  *     .  "     •  *- 

iia  courbe  <ne  peurraipasser  du^  des^s.  w-^essoûs  âe  l'axe 
jCX  I  isaas  le  couper;  elle  ne  pourra,  rey^ a^r'ainl^ssûs  qu*après 
i:%Wt  eeupé  de  aouveaii  ^  ^coBséquemm^ent  eutre  déux  j^oints 


j 
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de  là  cowbe ,  àtùls  ait-deesug  on  aiHâMSOttt  d^  X!^,  9  y  ksum 
aécesaaif  ement  un  nom^Fe  pair  ^^nt^atotiott».  Au  contraire  ^ 
entre  deux  pointa  pl^çéç  Tun  au-«4e«^i)6^  T^utrç  au-desaqus 
de  XX\  la  cQPrb?  aura  mi  nombre,  mpair  d  mtersÊçtians. 

Donc  si  l'on  a  trouvé  deux  ordonnées  j^  de  signes  âifFéren»! 
on  sera  assuré  qu^entre  les  abscisses  correspondante»^  il  sa 
rencontrera  lui  nombre  impair  d'abscisses  d'intersection  \  ée* 
sorte  qu'on  conclura  que  deux  nombres  x  qui  donnent  êet- 
résultats  de  signes  contraires^  interceptent  ^  au  moins,  unes 
racine  réelle.  Si,  pour  deux  abscisses  a:,  les  ordonnées  jr  ont 
le  même  signe ,  les  intersections  serent  en  nombre  pair  ;  ott 
les  deux  ordonnées  pourront  être  dans  une  même  ondulation  y* 
auquel  cas ,  il  n'y  aura  pf|«  d'intertieçtions^  interceptées  P^mc 
de^x  nombres  x  ^  4Qnu^r^  des  résultais  de  méjm  sign^-  k, 
peuvent  ne  pas  campendre  de  racine ^  QM  Ujt  m  comprend 
nent  en  nombre  pflkf  * 

Les  lignes^/,  IM,  MN,  NR ,  etc. ,  représentent  des  dif- 
férences entre  deux  racine»  ooneécutives  de  la  proposé^ ,  et 
ces  différenoee  eoanjt  les  plus  petites  pam^i  toutes  les  différence» 
possibles  entre  les  racines  :  maintenant  qu^â  partir  du  point  O^ 
origine  commune  des  abscisses ,  en  prenne  deux  abscisses  dont 
la  différence  soit  meîndra  que  la  plus  petite  des  distmeea 
antre  deux  intersections  consécutives,  eu  moindre  que  la  plu» 
petite  différence  centre  les  radiie»,  il  est  facile  de  voir  que 
si  les  ordonnées  correspondantes  ont  des  signes  dîfférena,  cas 
valeurs  de  x  ne  pourront  comprendre  qu'une  intersection  ou 
qu'une  racine ,  puisque  si  l'une  des  valeurs  de  x  est  OK<^  OiV;. 
l'autre  sera  OK^^^OR'^  autrement  oh  aurait  KK^'^NR^ 
ce  qui  est  contre  l'bypotbèse.  Mais  si  la  différence  entre  deux 
abscisses  OK  ^  O^K  étant  toujours  moindre  que  la  plus  petite 
des  différences  entre  toutes  les  racines  >  les  ordonnées  corres-  ^ 
pondantes  KL ,  ^KL  ont  le  même  signe  ^  il  n'y  aura  pas  dHn-^ 
tersections  comprises  entre  ces  abscisses.  Il  faut  donc  que  les 
résultats  correspondans  aux  deux  valeurs  de  x  ainsi  espacées  £ 
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aient  des  sigftesdiffircns.  La  démonstratioa  du  théorème  (35o) 
n'est  qne  la  tradnctioii  analjrtique  de  ces  deux  considérations. 

Comme  les.  intersections  *de  la  courbe  avec  Taxe  XX^,  sont 
en  même  nombre  que  les  racines  réelles  de  l'équation  ,  il  arri- 
Tara  donc  qu'à  une  certaine  distance  à  dro^e  et  à  gauche  de 
l'origine  O;  la  courbe  ne  coupera  plus  la  ligne  XX' \  ensorte 
que  pour  toutes  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  les  plus 
grandes  racines  positive  et  négative  ^  on  aura  .constamment 
des  résultats  y  de  même  signe.  C'est  ce  qui  arrive  lorsque 
toutes  les  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires ,  pmsqu'alors 
la  courbe  ne  ceupant  pas  l'axe  XX* ,  doit  être  située  toute 
entière  au-dessus  ou  au-dessous  de^  lui. 

n  est  visible  que  x  croissant  indéfiniment ,  dans  te  sens  po- 
iitif ,  le  terme  x^  qui  croît  plus  rapidement  que  chacun  des 
suivans  ,  l'emportera  enfin  sur  leur  somme ,  ensorte  que  ,  pour 
Tabscisse  correspondante,  Te  résultat jr^  ou  l'ordonnée,  aura  le 
signe  de  ar"*  ;  la  courbe  finira  donp  du  côté  djcs  abscisses,  posi- 
tive^ ,  par  passer  au-dessus  de  Taxe  XX'  dont  elle  s'éloignera 
de  plus  en  plus.  Ainsi ,  pour  toute  abscisse  plus  grande  que  k 
plus  grande  racine  positive ,  l'ordonnée  y  sera  constamment 
positive  ;  car  û  l'une  de  ces  ordonnées  pouvait  être  négative, 
il  y  aurait  encore  une  intersection  à  droite  de  la  dernière  ,  et\ 
contre  l'hypothèse ,  une  nouvelle  racine  réelle  positive.  Donc 
tout  nombre  plus  gr^iâ  qjie  la  plus  grande  racine  positive , 
donne  des  résultats  positifs. 

-  Lors^e  l'équation  est  de  degré  pair ,  la  même  conclusion 
a  lieu  du  côté  des  abscisses  négatives,  et  au-delà  de  la  plus 
grande  racine  négative,  ou  de  la  dernière^interaection  à  gauche, 
c'est-à-dire  qu'à  gauche  de  ce  point,  la  courbe.s'étend  indéfini- 
ment au-dessus  de  l'axe  qu'elle  ne  rencontre  plus ,  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident  lorsqu'on  sait  que  les  racines  imaginaires  sont 
en  nombre  pair;  d'où  résulte  que,. dans  .notre  .hypothèse,  le 
nombre  des  racines  réelles ,-  qui  est  celui  des  intersections ,  est 
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nécessairement  pair>  et  qu'ainsi  l'extrémité  à  droite  de  la  courbe 
étant  au-dessus  de  Taxe,  l'autre  ne  pe\it  être  au-dessous. 

Xiorsqne  l'équation  est  de  degré  impair ,  tout  reste  comme 

ci— dessus^  dans  la  région  des  abscisser positives.  Mais  à  gauche 

,  du  point  O ,  si  l'on  iprend  une  abscisse  plus  grande  que  toute 

ligne  donnée ,  le  premier  terme  — x^  l'emportera  sur  la  somme 

dessuiyan^>  et  le  résultat  correspondant  sera —y.  Ainsi,  dans 

le    cas  des  abscisses  négatives  ,   la  courbe  finira  par  passer 

au-dessous  de  l'axe  XX^ ,  ce  qui  aura  lieutà  partir  de  l'extré- 

xnité  de  la  plus  grande  abscisse  négative ,  puisqu'autrement  il 

y  aurait  encore  quelques  intersections ,   et  conséquemment 

q[aelques  racines  négatives  en  sus  de  celles  qu'on  a  supposées. 

lEln   effet  ^  dans  ce  cas^  le  nombre  des  racines  réelles  ne 

pouvant  qu'être  impair ,  et  l'extrémité  à  droite  de  la  courbe 

se  trouvant  au-dessus  de  XX',  l'extrémité  à  gauche  doit  être 

au-dessous^  d'après  ce  qui  a  été  observé  ci-dessus. 

Lorsque  l'équation  eft  de  degré  impair  avec  un  dernier  terme 
xiégatif  —  F' ,  pour%7  =  0,  onay  =  —  /^ qui  est  l'ordonnée 
OF'  à  l'origine  des  x ,  portée  au-dessous  de  XX '\  pour  une 
abscisse  plus  grande  qu'aucune  ligne  donnée ,  l'ordonnée  cor-r 
respondante  j^  devient  positive  ;  ensorte  que  la  courbe  passant 
du  dessdus  au-dessus  de  Taxe  ^  le  coupe  à  droite  de  O ,  ce 
qui  donne  une  abscisse  ,  et  conséquemment  une  racine  réelle 
et  positive.  Lorsque  le  demil^r  terme  est  -f-  F,  àThypôthèse 
jc=:o,  correspond  jr=  -f  ^=0^'  :  pour  une  abscisse  négative 
plus  grande  qu'aucune  ligne  donnée,  l'oidonnéej^  est  négative; 
ensorte  que  la  courbe  passe  du  deissus  au-dessous  de  l'axe ,  et  le 
coupe  i  gauche  du  point  O ,  ce  qui  donne  ime  abscisse,  et  con- 
séquemment une  racine  réelle  négative.  L' équation  étant  de 
degré   pair  avec    un    dernier  terme    négatif  'r- F  y  donne 
yzzz—^F=^  OV  pour  x'z=iQ\  et  pour  deux  abscisses,  Tune 
positive  et  l'autre  négative ,  plus  grandes  qu'aucune  ligne  don- 
née ,  on  aura  deux  ordcmnées  positives ,  conséquemment  deux 
intersectioDS  ,  l'une  à  droite ,  l'autre  à  gauche  du  point  O , 
ou  deux  racines  réelles  ^  l'une  positive  et  l'autre  négative. 
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Lorsque  réqnatioa  est  de  degré  pair  arec  un  dernier  tenxit 
positif^  pour-  xrszo^  on  â^=5  OF^  =  +iP^:  poar  deux 
«beicifises ,  IHme  positive  et*  Fautce  négaiîi^.^  plue  graades 
^oe  tonte  figne  donnée ,  on  a  dewc  oiddniiéetf  positivée  ;  on 
ne  peinil;  donc  pins  affirmer  .que  la  oou^  coupe  YaxeX^X, 
puisqu'elle  n*etf  assujétie  qaà  !#  condition  4^  passer  par  trois 
potnl^.  situés%a»-dessus  de  qet  axe.  Ma»  ei  cette  coaiiie  ne 
.coupe  pas  l'aixe  des  dMcisSeai  on.eu  oondura  ^pie  Péqoation 
ne  coinporte  qae  4es  racines  ijnagiaairee* 

ê 

La  somme  des  lignes  Oilf,  ON  y  OR ,  etc.  —  OI,--^  OG,  etc. 
prisés  avec  des  signes  contraires  ^  forme  le  coefficient  du  second 
terme(a86)  :  dans  le  cas  où  ce  coefficient  est  néga^f^  c'est  une 
ligne  plus  grande  que  cette  sompie  prise  positivemenjk  et  aug* 
mentée  de  Tunité ,  qui  substituée  pour  x ,  donne  un  résultat 
positif.  En  effet  «  il  est  évident  ^  à  l'inspection  de  la  figure ,  que 
ei,  à  partir  du  point  O  et  à  droite' de  l^axe  YV,  on  porte  cette 
abscisse ,  son  extrémité  tombera  au-delà  de  la  dernière  înter- 
eection  ;  et ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,.  Tordonnée  cor- 
respondante est  nécessairement  positive.  Il  jr  a  visiblement  lieu 
à  une  limite  moins  élevée  des  racines  positives. 

369.  C'est  ici  le  lieu  d^  fai^e  ponnaitire  ua  pnc»>édé  aussi 
simpj^qu'élégant  ,  au  moyen  diiquel  on  Qoqstnuwa  les  or- 
données jr  correspondantes  a^iC  dilEérentes  valeuns  de  Tabs- 
cisse  X.  Pour  cela,  nous  écrifx>a8  ie  psemi#r  aieap^  de  la 
propos.ée  .ei^  .sens  inverse ,  ainsi  qia'il  suit  : 

a  +  bx  +  çx*  +  dxP  ^.  etç,  :;;^y. 

Ayant  mené  la  ligne  (^fg.  5)  OX  prise  pour  axe  des  abscisses 
dont  l'origine  est  en  O,  on  prendra  de  O  en  X,  la  longueur 
O/égde i  lunité  des  quantités  a^i ,  c\  etc.  qu'on  peut  suppo- 
ser exprimées  par  des  nombres  ;  ayant  élevé  aux  poitats  Oct  / 
des  perpendiculaires  indéfinies ,  on  portera  les  parties  OÂ=a, 
AB  r=  6,  BC:==s  c,  CD  :=  rf,  et'  ainsi  de  suite  ;  à  partir  de  O, 
la  ligne  OP  zszx,  et  du  point  P  ime  perpendiculaire  indéfidit. 
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Si',  par  exefl^Ie  ,*^  «st  I*  dûrssÀBf  èêfi  "eotfieléMÉ^  ensorte  « 
que  la  propotée  ne  soit  qo#dtt  trdyime  degré,  et  qn'û  e'â^ 
gisse  d'avoir  la  valeur  de 

a  +  io:  +  <?»*  4- A^'=î^y  ; 

ayant  mené  d*abord  la  parallèle  DM  à  la  ligne  O/^  on  &ra  cetf^  ^ 
construction  :  on  joindra  les  points  M  et  C  par  une  droite  qui 
rencontrera  en  S  la  perpendiculaire  PT  élevée  par  P  ;  par 
le  point  S ,  on  mènera  à  OI  la  parallèle  LBf  qui  déterminera 
le  point  L  qu'on  joindra  avec  le  point  B  par  une  ligue  LB 
qui  coupera  PT  en  S  ;  par  ce  point  A^  on  tirera  une  paral- 
lèle GK  à  01 9  et  du  point  li  au  point  u^  uiie  droite  KA 
qui  coupera  PT  en  Q  ;  le  point  Q  ainsi  détemiiné,  sera  tel 
qu'on  aura 

JPÇ  =  a  4-  ftx+  ex*  4.  Ac». 

En  effet  les  deux  triangles  semblables  CDU,  CHS  donnent 
à  cause  de  DMz=z  OJ=z  i ,  CH'^,dx\  ajoutant  CB  =c^  on 
aura 

De  même^  les  deux. Sangles  semblables ^ffJ9X,  BGR,  doQ« 
nerpnt  4  cause  de  Hli  ^^i , 

iîe  =  ex  +  iir* ,  donc  jBG -|- ^i»:i=  i  +  ex  +  «irr 

Enfin  les  triangles  semblal^les  jÎGK  et  AFQ  d^mesoBt ,  A 
Cause  de  GK  7^1 ,  "-        ■ 

doue  FA^AO=sia+bx'^9ti^^dixPmiPQ. 

La  même  construction  et  la  même  dén^oo^stration  s'appliqueut 
i  un  nombre  quelconque  de  tenues.  Il  faudra  seulement  avoir  ' 
soin,  si  quelques-uns  des  coef&ciens  a,b,  c,  etc.  étaient  né'n 
gatifs  I  de  les  pretidre  en  sens  contraire  de  celui  qui  est  assi- 


/ 
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gné  axm  coeScieiM  positifs  ;  il  en^sem  de  même  des  nombres 
flégatifs  pris  pour  jc.  Il  serait  facile  de  construire  Vordoiinée 
y  pour  x>  1  • 

370.  Pour  familiariser  davantage  les  élèves  avec  ce  genre 
de  considérations  dont  ils  reconnaitroiit  bientôt  l'importance 
et  la  fécondité  ,  nous  les  appliquerons  à  la  discussion  dea  ra- 
cines de  réquation  du  second  degré. 


I. 
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Soit  donc  l'éqaation  4a  second  degré 

•  *  1 

JC*  4-px  +  9  =  O  =:J^ , 

y  ne  devenant  zéro  qu'autant  qu*on  substituera  pour  or  des 
nombres  racines  de  la  proposée  ;  autrement  y  représentera  les 
résultats  numériques  des  substitutions  successives.  Pour  x=o, 
on  a  j^  =  +  9  ;  on  mènera  donc  par  l'origine  O ,  et  au--déssns 
de  l'aite  des  abscisses  XX* ,  d'après  les  conventions  faites , 
la  perpendiculaire  Oilf=  9.  Pour  des  valeurs  de  a:  positives 
et  croissantes ,  celles  de^  seront  positives  et  croissantes^  en- 
sorte  que  tous  les  points  M,  M\  il/"^  etc.  à  droite  de  YY^ 
seront  au-dessus  de  OX ,  et  la  branche  MM* M"  etc.  ne 
coupera  jamais  l'axe.  Considérons  ce  qui  se  passe  du  côté  des 
abscisses  négatives  pour  lesquelles  l'équation  devient 
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pour  une  valeur  die  x ,  telle  qu'on  ait 

^valeur  qu'on  peut  asàgner ,  on  trouvera  toujours 

y>o. 


«      •* 


et  les  valeurs  dey  ,  à  partir  de  celles-là  ,  seront  constamment 
positives  et  croissantes^  ensorte  que  Op  étant  cette  valeur  de  x 
qui  satisfait  à  l'inégalité  précédente ,  Tordonnée  pm  et  toutes 
les  suivantes  p'mH  etc.  à  gauche,  tomberont  au-dessutf  de  l'axe  ; 
la  branche  de  courbe  Mmrrl  etc.  ne  rencontrera  donc  plus 
l'axe  des  abscisses ,  et  il  ne  pourra  y  avoir  d'intersections  entre 
Taxe  et  la  courbe  qu^entre  les  points  O  et  p  ;  mais  en  passant 
de  Jl/  en  m  y  la  courbe  peut  ne  pas  rencontrer  l'axe ,  ou  lo 
toucher  seulement  comme  en  T ^  ou  le  couper  en  deux  points 
/{  et  r  :  dans  ce  dernier  cas ,  il  existe  deux  racines  négatives  OR 
et  Or,  Ainsi  lorsque  le  terme  tout  connu  est  positif  dans  le  pre- 
mier membre  d'une  équation  du  second  degr^  la  courbe  peut 
couper  ou  toucher  l'axe  ^  et,  dans  ce  dernier  cas^  la  proposée 
comporte  deux  racines  égales  entre  elles ,  ou  elle  peut  être 
toute  entière  au-dçssus  de  l'axe,  et  alors  les  racines  sont  ima^ 
gîhair^  ^  puisqu'il  n'j  a  pas  d'intersections.  De  plus ,  si  la 
courbe  coupe  l'axe  ^  les  deux  racines  qui  existent  alors  sont 
négatives.  Telles  sont  en  effet  les  conséquences  qu'on  déduit 
de  cette  expression  des  racines . 


=-?*!/{?- '}• 


Dans  le  cas  de  p  <  o  et  ç  >  o ,  ou  de  l'équation 

a:»  — pK:+^==o==:jr; 
pour  X  =  G  ^  on  a  encore 


^«=i*l/{5-^?}- 


La  courbe  ptnt  toqclMr  Taxé ,  ensotte  4u«  le»  dem  racine» 
peuvent  devenir  égales ,  comioe  daas  le  cas  prÀçédent. 

Nous  examinerons  en  trpisième  lieu  l'équatioa, 

qui,  pour  jqvszo,  donoa  y  f^t-^  f  ^  Qn  élèvera  donc  eu  Ot  et 
au-dessous  de  l'axe  ^  une  perpendiculaire  sur  laquelle  on  pren- 
dra O^M-riiq  f  ensorte  que  la  coiùbeaura  un  point  au-des- 
sous de  Taxe  ;  et  comme  on  peut  toujours  assigner  poiur 
^  une  valeur  positive^  telle  qu'il  en  résulte 


t3 
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et  comme  d'ailleurs  on  peut  toiijours  trouver  pour  x  une  valent 
positive  >  et  qui  donne  '* 

3^  +  q>px,  ' 

on  aura  toujours  du  côté  des  abscisses  positives ,  une  ordonnée    ^ 
P*M^  positive  ^  et  à  partir  de  celle-lâ ,  toutes  les  ordonnées  à    P 
droite  seront  positûres  et  croissantes;  ensorte  que>  la»brancli« 
M* M"  etc.  u^  rencontrera  pas  Taxe  à  droite  de  VM',  Pour 
des  ab»<;iMee  pégative^i  l'équatiou  sera 

;ï^  + /U7  +  ç=  o  =;jf  ; 

donc  i  gàucbe  du  point  O  ^  les  valeurs  de  j^  seront  tontes  posi- 
tives et  croissantes  \  la  branche  Mmni  etc.  sera  donc  indéfini- 
ment au-dessus  de  l'axQ  :  ainsi  la  réalité  et  Timaginarité  des 
racines  dépendront  de  la  marche  de  la  courbe  entre  les  points 
jlf  et  M'  \  l^s  intersections  »  s'il  y  en  a ,  ne  pourront  avoir 
lieu  qu'à  droite  4^  point  Q  entre  0  et  P^;  conséquemmeAt  s'il 
existe  des  Racines,  elles  seront  toutes  deipç  positives ^  cequji 
«'accorde.  %VflP  c^  4ew  valeurs  de  a;  ^ 


r 


*  •         ^ 
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et  une  valeur  négatiye  telle  qu'on  ait 

portant  la  première  de  O  ep  P^,  et  la  seconde  de  O  en  p , 
on  aura  des  ordonnées  P'M^  et-pm  positives;  il  y  aura 
donc  nécessairement  deux  intersections  IV  etr,  et  conséquem- 
ment  deux  abscisses  ,  Tune  positive  OIV^  et  Tautre  néga^ 
tive  —  Or.  La  proposée  ne  peut  donc  admettre  de  laoiaes 
égales  et  imaginSres,  ce  que  fait  voir  Tezpression  suivante 
de  ces  racines 

Enfin  réquation 

qoî  noua  reste  à  considérer ,  se  construirait  comme  la  précé« 
dente  ,  et  on  trouverait  deux  intersections^  r«4e  4  dpite  « 
l'autre  à  gauche  du  point  ô.  Cette  équation  ne  peut  donc 
comporter  de  racines  égales  et  imaginaires. 

.  37 1 .  Nous  terminerons  en  observant  que  I^  braaolf^de  coi^tImi 
donnée  par.  Véquation  générale ,  ne  peut  rebrousser  ékffximWr 
dessus  on  au-dessous  d'elle-même ,  puisque  pour  uM  ibloisM 
X  j  on  ne  peut  avoir  qu'une  seule  valeur  dey. 


■V 


>         •         '^■4 


>  '      ' 


■  ) 

) 
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CHAPITRE    XXX. 

Méthode  pour  trouver  avec  une  qpp^oximation 
déterminée  ^  l(i  partie  décimale  des.  racines  in^ 
commensurables.^ 


372.  \JjA  obtient  au  moyen  des  procédés  enseignés  (cliap.  â8), 
précisément  autant  de  cpuples  de  nombres  qui  ^  substitués  en 
placée  de  nncohnue  9  donnent  des  résultats  de  signes  côn*« 
traireâ';  ^e  Téquation  proposée  contient  de  racines  réelles 
incommensurables;  Soient  a  et  &  deu^  de  Ces  nonibres  qui 
donnent  des  résultats  de  difFérens  signes  :  en  prenant  pour 
racine  le  pl6s  petit  de  ces  nombres  a ,  par  exemple  /  on  com- 
mettra une  erreur  plus  petite'  qùë  la  difFefrence  a —  b  qui  est 
au  plus  l'unité  (3^,566,  365);  ensorte  que  cette  différence 

étant  une  fraction  V  i  on  aura  déjà  la  racine  à  moins  de  v 

près.  Pour  en  approcher  davantage  ,  on  prendra  un  moyen 
arithmétique  entre  les  nombres  a  et  b ,  lequel  substitué  pour 
X ,  donnera  un  résultat  dont  le  sigiie  différera  nécessairement 
de  celui  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ceux  qui  sont  dûs  aux  sub- 
stitutions aet  b  pour  x.  La  racine  se.  trouvera  donc  comprise 
entre  deux  limites  plus  rapprochées.  En  continuant  la  même 
«opération  ,  les  limites  seront  de  plds  en  plus  resserrées ,  et 
conséquemment  Terreur  qu'on  commettra  en  prenant  l^me 
de  ces  limites  pour  la  racine ,  s'atténuera  de  plus  en  plus. 

373.  On  approchera  plus  rapidement  de  la  valeur  exacte 


!)*▲  L  G  È  B  R  E.  465 

ûe$  racines  9  eh  faisant  usage  de  la  méthode  sntvante.  Soit 
ocf^'^Aaf^'+ —  rx  +  ^=o 

l'équation  proposée  :  si  a  '  est  une  première  approximation 
de  l'une  des  racines  ^  on  fera 

et  on  aura^  par  cette  substitution  ^  une  transformée  en  p,  la- 
quelle  ordonnée  par  rapport  à  p ,  et  écrite  en  commençant 
par  les  derniers  termes ,  sera  de  la  forme 

X-\-Yp  +  Zp^+ +/»«=o (iV), 

X,  Y,  Zy  etc.  ,^  étant  des  polynômes  dont  on  connut  déjà 
la  composition. en  a,  m  eVA,  B,. .  .T et  ^(343).  Gomme  p, 
est^  par  hjrpothèse,  une  fraction  assez  petite^  les  puissances  j^^ 
p^ ,  etc.  seront  des  fractions  plus  petites  qu'on  pourra  négliger 
dans  une  première  approximation ,  ensorte  que  la  transformée 
(iV)  se  réduira  aux  deux  premiers  termes  ,  et  donnera 

'  \ 

en  dé^l^ant  par  b  une  première  valeur  approchée  de'  la  frac- 
tion totale  p.  Pour  avoir  une  valeur  plus  approchée  de  la  racine^ 
ou  pour  corriger  la  valeur  de  i,  on  écriradàns  (iV)  i  •+■  ç  pour 
p^  ce  qui  revient  à  faire  dans  la  proposée. 


-  > 


x  =  a  +  b+q, 

I       é      é  *  '  * 

ou  à  changer  dans  la  transformée  (iV)  »  p  en  </  et  a  en  a-f"  ^* 
Ainsi'^  .aya&t  trouvé*  précédemment  d'expression  approchée^ 
de  p .  on  aura  celle  de  ,g^  en  changeant  a  en  a  -f*  &  dan^ 


X  -  .       .     ^  .  ^    :./ 


"—'7»  ce  qu'on  notera  de  cette  manière^ 


N    .     *> 
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et  a^'b.f^^  é0tà'  bné  (dna  ^isAnde  approxuaàtioa.  En  im^ 
Tant  a  -f  &  4"  ^  P^^^  ^  ^^^  -^  ^^  ^  qu'on  notera  par  j^X2 
«^  C  ^1  >  P^  ^  P^^^  p  dans  ^  AT)  ,  et  se  bornant ,  &  plus  forte 
r^ÎBon  ^  À  la  premièFe  puiss^mce  de  r,^  on.  trouvera 

et -a  4- & -t*  c  "f*.^  ^^^^  1^^  yalenr  plu3  approchante  de  la 
racine  totale^  x,.  On  continuera  de  cette  manière  jusqu'à  ce 
qu'enfin  on  ait  obtena  l'approximation  requise  par  l'état  de 
la  question. 
JNjoUi  &Foiis.ùùe  applièation  de  cette  ikétiîodë à l'éqnâiion 

» 

,  '  ■  -•■<,,' 

qui  n*a  qu'une  racine  réelle  comprise  entre  a  et  3.  Dan»  cet 


on  a  donc 


'^"^         Sa»  — À     ~ 
ensorte  que 


o.i 


>*  » 


••    I      lA  ,1;  fc -ia.  t*-*»*:"  '     r? 


Faisant  m  -^  Btx  a^t  d^uw  p^  otf  tfoiKir^tie  / 

ç=  —  o,oo£(f=t,  donc  a-f-i-f"^=^*094^** 
Écrivant  ensuite  2^094^  pô^  à  dans  p,  il  viendra 

Ainsi  tes  Vàleufs  cdnvetgentes  veÀ  la  racine^  sont 
a;  a,i  ;  3,0946;  A09455i47,  etc  ; 
374.  n  est  clair  que'  la  cet;!titade  de  U  méthode  précédente 
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dépend  de  cette  condition  >  que  si  a  est  une  valeur  approchée 
d'une  des  racines  de  ]a  proposée ,  a  -f-  p  sera  une  valeur  plus 
approchée  de  la  même  racine.  C'est  donc  ,  dit  Lagrange  , 
ce  qu'il  faut  examiner ,  et  voici  l'analyse  qu'il  donne  dans  le 
livre  de  la  résolution  des  équations  numériques. 

Soient  a,  € ,  y,  etc.  les  m  racines  de  l'équation 


oc^  4-  -^x"""«  -|-  -5x""^  -f-  etc.  =  o  : 
cette  équation  peut  toujours  se  mettre  sons  la  forme 
(o?-^*)  (a:— f)  (x— y)  etc.  =o. 

I 

Ecrivons  fl+p  pour  a:,  et  développons  les  termes  suivant  les 
puissances  de  p  :  on  trouvera  pour  les  deux  premiers  poly- 
nômes X  et  Y,  Ces  valeurs  (344) 

X=  (û— «)  Ça — C)  (a— >) ». 

F=  (a-^  («— >)  •  •  •  +<o— ^)(*'^-^)  *  •  •  4<«— «X«-^>  •  •  ; 

d*où  l'on  déduit 

X      a— « ' a— C ' a — y       : 

et  par  la  substitution  dans  X  «f^  fp  ==  û ,  on  obtient  cette 
expreèsioii  ^dé  p  que  nous  représentidÀs  précédeumiént  par  b, 


4*  '  '"  V»  "t^  \'     -f-  «te. 


1 

•1  i:       -        1 

■  *  ■    !  +  ■!>    '^■■.^.■- «44  etc* 

«fc— ia^C" — a"  •  >'— a 

Supposons  que  «e  soit  là  racine  cherchée,  et  que  a  en  soît 
une  valeur  approchée  en  moins  \  a  —  a  sera  le  défaut  ^e  la 
valeur  de  a  sur  la  valeur  totale  a\  et  ce-r-a-^p  séfâ  celui 

3b 
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de  la  valeur  a-f-/>  :  il  faudra ,  pour  que  la  méthode  8oit  bonne ^ 
que  A'^a-^p  soit  toujours  plus  petit  que  «t  —  û,  et  qu». 
parconséquent  on  ait 


«  —  a  —  p      «  —  a 


0). 


condition  qui- doit- encore  être  satisfaite  dans  le  cas  où  a 
serait  une  valeur  approchée  en  plus  ^  ensorte  que  a  —  a  serait 
Texcès  de  a  sur  *,  et  *  —  a  —  p  serait  celui  de  la  valeur  cor- 
rigée;  lequel  est  moindre  que  le  premier.  Faisons^  pour  abréger, 

R  2=  -z \-  — —  +  etc.  : 

C— *      j/— « 

•n  aura^  d*après  la  formule  trouvée  -ci^^lessus  pour  la  valeur 
dep, 

«— 'O— -piî='a — a =    ■  ^; 

•1  1 

«t— a  <c— a 

donc 

— ^ \-'B.     . 

1  et^—^a.  1  1       — 


a-^a—p      R{ei — a)      «  — a^  («— a)*/i 

d'où  l'on  conclut  i°.  que  si  la .  valeur  de  R  est  de  même 
signe  que  celle  de  *  —  a ,  la  valeur  de  «t  —  a — p  sera  encore 
de  même  signe,  et  qu'ainsi  la  condition  (i)  aura  nécessaire- 
ment lieu  ;  a**,  que  si  jes  deux  nombres  *  —  a  et  À  ont  des 
signes  différens,  il  faudra  que  ïo»  ait^  d'a^ès  (i)  , 

'  ■"■  ^ l^ x^.-      i    y       - 

.  ÇA—a^p)^'^-{A  —«y  ' 

mais  l'équation  précédente  donne 

«         1 1  .        ■     3  ■  ■  t  ■   " 
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..  idonc  on  aura  à  satisfaire  à  Tinégalité 

+  7— — tT5;>o>  oua(«t— a)/î  +  i>o...(3); 


Comme  la  valeur  de  R  dépend  des  autres  racines  € ,  y ,  etc. 
qui  sont  inconnues ,  il  est  difficile  ^  peut-être  même  impos- 
sible ,  dit  Lagrange,  de  trouver ,  à  priori,  un  caractère  d'après 
lequel  on  puisse  juger  si  la  condition  est  remplie  ou  non. 

Ce  géomètre  ajoute  qu*en  général  l'emploi  de  la  méthode 
dont  il  s'agit  ^  n*est  assuré  que  lorsque  la  valeur  approchée  a 
est  à-la-fois  plus  grande  ou  plus  petite  que  chacune  des  ra- 
cines, lorsqu'elles  sont  toutes  réelles,  ce  qui  est  évident  à  la, 
seule  inspection  de  (  a  )  et  de  la  valeur  R  ;  il  fait  voir  encore 
que  la  méthode  peut  être  appliquée  sans  scrupule ,  lorsque  le 
nombre  a  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  (Chacune  des  parties 
réelles  des  racines  imaginaires. 

375.  Nous  ne  suivrons  pas  l'auteur  dans  tous  les  détails  de 
l'examen  de  cette  méthode  y  qu'il  termine  en  faisant  voir  que 
la  condition  (3)  est  pleinement  satisfaite  à  l'égard  de  l'équation 

a;3  — .  ax  —  5  =  o  , 

la  seule  qu'ait  traitée  Newton,  Nous  donnerons  dans  la  deuxième 
section ,  une  méthode  qui  ne  souffre  pas  de  restriction  ;  qni 
n'est  que  celle  exposée  (  cbap.  a8  ) ,  et  que  les  élèves  feront 
bien  de  substituer  aux  deux  précédentes  qui  méritent  cepen- 
dant d'être  connues. 


r-       f 

...      5      (,. 
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CHAPITRE    XXXI. 

Définition  de^  fonctions  àyméiriquèè  t>u  învarîa^ 
btes  dès  Tacinês  d'une  êquatiùfi ,  dt  éi^luàtion 
des  sattiffies  des  puissances  entières ,  positit^es 
et  négatii^es  de  ces  racines  en  coèfficiens  de 
r équation^  Application  de  o^sforinules  à  la 
recherche  de  la  plu^  grande  el  de  la  plus 
petite  racine  réelle. 

57S.  \J  J*  atïpefle  fontitort  invmahte  ôU  iyThétflqut  de» 
racines ' 4'tïïiè  équation,  toute  combinafeon  de  ce»  taeined 
dont  îà  f aHeuT  niiméfi({uë  fèstè  la  mênië  ;  en  faisant  danâ  là 
fonction  >  tous  les  échanges  possible»  entre  les  racines.  JLa 
somme  des  racines ,  celles  de  leurs  produits  differens  a  à  2  , 
%  à  3 /été.  sont  de  teUe»  fonctions;  c»r  «Jt  y  écrÎTant  b 
pour  a  y  et  réc^roquement  a  potir  b,  ces  SK^itimte»  sont  nttmé«- 
riquem^it  les  toémes.  Les  sommes  des  p^i^san^M  d'un  ihétne 
exposant ,  positives  ou  négatives  de  toutes  les  ^atgines  d'tiâe 
équation ,  sont  visiblement  aussi  des  fonctions  ititati^leâ  et 
les  seules  que  nous  nous  proposions  ici  de  traduire  en  coelfi- 
ciens.  On  trouvera  dans  le  chapitre  suivant  Femploi  des  for- 
mules que  nous  allons  faire  connaître. 

Soit ,  à  cet  effet ,  Téquation 
a,b,c,  df  etc.  étant  les  racines:  on  aura Tidentité 
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it"—  ^jc"-*  4-  Baf^-^-* ....  —  Ta- 4.  ;^' 

~  (x  —  a),  (x—  i)  (x-rc).  (x— d)^tc (iV). 

qui  sera  encore  vraie  (26^ ^^n  écxiyajit  x -jr  ^  ^^^^  x,x  et  i 
étant  quelconques  ^  puisque  le  premier  membre  est  un  pro- 
duit effectué 9  et  le  second  un  produit  indiqué;  ensorte  que 

On  aura  ii&nc  «être  Im  ooeiBdiûifi  à»  la  première,  puissance 

de  i,  l'identité  .  ,  , 

-5ç:(:ç-r-ii-).(y.— ç)  (oj^^O  etc. 

+  (a:  — û)  (x-»-c)  (x— d)  etc.+ >---CP> 

+  (Jc-— a)  (x--t-5)  (os-r-É?)  etc7  *-    .-  ^- 

etc. 

•    f 

dont  le  second  membre  est  la  soq^t^ç  dea.qi^otiens  qu'on  o}>» 
tient  en  divisant  le  produit  de  tous  les  facteurs  de  là  pro^ 
po^ée»  .st^ceofiiteiA^lit  par  chai^aa  4^  Cfis.f^c^Qurs.  Divisant 
<^)ipar  (^iV)i,il  id^ndr^ 

mx^-'  — ;^(7n-l^i)x"-»  4  ^  (m— 2)x"^ ....  : ~  r 

mais 

"—"""""  rs  —  -f-  --^  -7-  --ô-  -f-  QfP*  ^ 
V  X— a      X      or       or 

1  -  1  c      '     c* 

-    r^^=--^:è  +  JJ  +  ett^> 

^-— C      a;      ar       or*  ^ 

cîc.' 


^^7^  é  t  i  H  E  jx  s' 

,  Po5oa9  dose. >. pour  abréger , 

a  +  b  -if-c  +rf  +  etc.  =  Si i 

«•  -f  **  +  c*  +.  d*  +  etc.  =  ,S,, 

c'  +  *^  +  c^  +  (P  +  etc.  =53, 

etc. 

c"»+  i'»+  ç«  +  rf»+  etc.  =  Sm, 

St  ,Sa^  Ss Sn  étant  dea  fonctions  à  éTOlner ,  l'iden- 
tité (Ç)  deviendra 

maf'-^'^AÇm-^  Ox'»^-f^i?(m— fl)^:*'^ —7* 

x«  —  ^x"*-'  +  i&x"^*+. —  Tx+F' 

Mnltipliant  les  deux  membres  de  (R)  par  le  dénominateur 

dii  premier^  on  obtiendra 

"   '  '   ■  .)  ••.. 

=ma;"*"'* — m-^f  Va;"-^  +  mB  J  â:«-^  -7  /nC  ]  a:"*-^+  etc, 
+   5i  J 


+  *53      j 


De  la  comparaison  descoçi&ciens  des  puissances^  semblables  d& 
X ,  résulteront  les  égalités 

771  =  771 

»  *  •    -   • 

S 1  —  771 -/f  =  r— (  77»  —  1  ) -^ 

Sa  —  JSx  +  mB=i(^m—2)B 

etq, 
dçs^elles  on  déduit 


■V 


I 
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5,— ^==0.............. 0), 

5a  — ^5.  +  a5  =  o (a) , 

,   .53  — ^5^  +  ^&.— 3<:=o.... (3>, 

•$4  — ^^3  +  i?5a-r-Ç5,+4D=0. .......  .(4), 

etc. 

résultats. dont  la  loi  est  facile  à  saisir. 

On  remarquera  qu.en  multipliant  le  second  membre  de  (A) 

par  x'" ,  le  terme  — ;;j:^  multiplié  par  a^,  donne  pour  produit 

5mX""*  ;  celui  de  F'  par  le  prenûer  terme—,  est  mVctr^  ; 
«nsorte  que  le  coefficient  total  de  af*,  est 

Swi  —  -^Sm^x  +  BSnu^'^ •  . +  mf^:=: O  ,' 

©u ,  en  observant  que  m  =  Soj, 

S„,  —  AS^,  +  £S^^^CS,n^+ ^rS. (S);. 


parceque  le  terme  de  même  exposant  de  x  dans  le  premier 

S 

membre ,  est  o  X  ^=  o.  En  multipliant  le  terme  -^^  par 

•o:'"  dans  (R),  on  trouva  Sfo^ixr^',  d'autre  part,  en  remon- 
tant  Ters  la  gauche ,  on  a  le  produis  de  -^  par  f^,  qui  est 
VSiX'^^'y  d*où  Ton  cpnclut  pour  le  coefficient  total  de  o?*'*^ 

Sn^,  —  ASn.  +  BSn^x-- +  7^5,  =  O (7^  ,  ' 

p^ceque  cieluji  de  oT^  dans  4e  prenâer  uiiBtmbre  d$  (R)  est 
encore  nul. 

On  peut  comprendre  les  formules  (5),  (T0>  ®^c-  dan» 
une  seule.  A^ et  effet,  multiplions  l'équation  (itf )  par  o;*  ,  et 
nous  aurons 


I 
) 


'  . 


1 
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les  substitutions  x:=za^  :=^b ^  =^>  =etc.  vdkns  laprécé* 
dente .  donneront  / 

a"»+»— ^fl»+»-»7i+5a'^"'-^^*-.. . ,  .^Ta'^'^Pu'hzzo. ,  -(17), 

etc,  ' 

Ajoutant  toutea  ces  équations,  on  aura,  d*après  lâ  notatî<^ 
'  adoptée 

'  Faisant'  dans  'cette  formule  n  i='ô ,  =  i ,  =  û ,  etc. ,  on  r©- 
trouve  (5),  (,T) ,  (£/),  (F).;      , 

On  observera  que  les  formules  (i)  ,  (2),  (3),  (4),  etc., 

lie  donnenties  sommés  dés  puissances  des  racines  que  jusqu'à 

celles  de  l'ordre  m — 1  inclusivenient , .  et  qu'il  faut  ensuite , 

pour  les  puissances  de  l'ordre  m  et  celles  au-dessus  ,  recourir 

.    aux  formules  {:&},  (^)>  ^^*  '    i.     '^ 

Faisons  quelques  applic^oas  nun^ériqae3^  I^'équation  du 
troisième  degré 


W         •  A      4  . 


comparée  avec  la  proposée ,  donne  '  ' 

U.=  o,   ^  =  -;-fl,  ^€=  +  5,   Dz=LX>,  etc.; 

reportant  ces  valeurs  dans  les  formules  (1)  ,  (2)  /(3)>  etc. ,' 
on  en.  déduit- leê  suivantes-  .     •     .     ' 


ii^O,  5kc3^4^  5s=î=:i5,  54^:8,  *5=5o,  »Si5=sg{i ,  etç, 

L'équatioi;:  du  quatrième  degré  '  ,  . 

-t4_^ — l^x*  +  49X  *- 3o  ::=  O*, 

donne 


^4f 
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Ces  substitutions  faites  dans  les  formules  «(1)^  (3)1  (3)|  etc. 
donnent  * 

I 

^-.b  ^1  =  »  >  ^a==r39 ,  4S3  ==  -^89 ,,  54==  7?3 ,  etc. 

377.  Les  formules  précédentes  servent  encore  à  approcher 
de.  la  plp9  ,gi^Bde  de$.  i^ii^es'o,  h,  .c^  t;tp.  de  lapro« 
posée;.  £|i,  ejfe(  ^  il  ^^  c|^  fue  si  i;oi)^$  les  racines  sont 
réelles ,  et  gue  a  soit ,  par  ^exemple  ^  la  plus   grande  ,  ab- 

« 

straction  faite  du  çigpe  ^  Ja  puissance  o^  surpassera  d'autant 
plus  la  pi^ssance  de  mênije  ordre  des  autres  racines ,  et  même 
la  somme  de  ces  puissances ,  que  l'exposant  fJi  sera  plus  grand  ; 
d>eà*  â  suit  que  .S        '  ei-vS.  «tant  deux  tennes  consécutifs 

^obIà  auifie  dies  somm<s»  deft  ptti$sa&ces  succpssiiires,  des  ca* 
cinea ,  o&i  aura  ^  à  tn&s^etirpràs  j 


en  iilbsftrvmt  qpe 


5    =  a'^+i^  +  c'*  +  etc. 


I    \ 


Or<^tteiralem*  de  la  racine  0^  sçr^d'aiitai^phisra^roGfaée,  que 
les  termes  5^_i  et  S     seront  plus  éloignés  d^  la  naissance 

de  la  série  S^y  5, ,  5». Lagrqnge  observe  et  dé- 

moirtre  f  2î^5o/.*  des  Èquat,  nufnérvqxie^')  iqûe  cette  méthode 
ne  Sera  *ïfn  ïléfaut,  à  cause  dès  racines  jinâginai^es,  qu'autant 
qu'ft  's* eh  '  tf ouvéra  pour  lesquelles  le  prôéîuit  Vééï  tfes'  deux 
racines  correspondantes  ,  sera  plus  grand  que  le  carré  de 
la  plus  grande  des  racines  réelles. 

Appftquôh^  cette  méthode  a  la  r-CNoI^r^.  dç  la|)l|i|  grande 
racine  ^^e  l'équation 


'    .-•  )    f  .11 


4é3^3jC*^43SB©, 
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pour  laquelle  on  a 

ifi  =  3,  ^  =  3^^  =  Oy  C  =  — 4> 

0 

et  cette  suite  de  valeurs  des  sommes  des  puissances  dés  ra- 
.cines .  .       .   ' 


•  »    <  > 


iSi=3,  \Sft=?,  Ss^rr^,   54=l5,  «Ss=33,  i56*=:63^ 

57  =  129,  iSi=3 255,  ^j^nsSiS,  6?,î,=:*:ioa3,  etc.  > 

dont  les  termes  sont  tels  que  le  quotient  de  chacun j  divisé 
par  le  précédent,  converge  rapidement  vers  la  racine  2  qui 
est  en  effet  la  plus  grande  des  trois  racines  '  réelles. 

378.  Par  l'hypothèse  a:=-,  doùj'=  — ,.le  proUême 

y  ^    ,  , 

serait,  quant  à  la  transformée ,  le  même  que  le  précédent  sur 
la  proposée.  Mais  on  pourra  calculer  directement  les  formules 
des  sommes  des  puissances  négatives.  Pour  cela ,  on  dévelop- 
pera les  fractions ,  -^ — »-t,  -^ ,  qui  forment*  le  se- 

cond  membre  de  l'identité  (Q)  ,  etc. ,  suivant  les  pmssances 
positives  de  a?,  ce  qpi  doiuiera  la  suivante 

I 

x^—Ax'^-'-^'Bx^-^. : -"  Tx-^F    ^^ 

' ~ Câ **"*'+  ?*^^V ~ V? ^T^^ ? "** etç.^x—  etc.   . 
=  -^  !«$  ~  %Sx  -^  aiÇx*  —  ete.  ^ 


,  en,  désignant  par  iS ,  9$ ^  ^S ,  etc..  les  sommes  ^es  premières , 
secondes,  etfij.,pi4is8^nces  négativejs  de  la  proposée.  Les  terpies 
delà  fraction,  qjii.,fprme  le  premier  men^re  ^^ ,  étwt  ^critt 

.  ^ans  un  ordre  ip verse. ,  on  aura 


»  »«•!•» 


jr-^Tx^jÉ^Ri^+ etc.    =->-S-»5x-35x*-eto.,.  (R  ). 

I 

Ensorte  que  multipliant  les  deux  membres  de   (/î')  par  le 
dénominateur,  et  comparant  éauâteles  coefficiens  des  puis« 
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jancet  semblables  de  a;^  .on  trouyera  ces  formules 

T 

T  sk 

sa  =  =  »5  —  =  i5  -f"  "Tr  "  > 

4^  =  =  s5  —  •pa'S  +  ^  i5— j^  Q, 

etc. , 

dans  lesquelles  S,  sans  indice ,  est  un  des  coefficiens  de  la  propo- 
sée ;  les  seconds^  membres  forment  une  série  récurrente  dont 

l'édielle  de  relation  est  (266)  +7^» — "F"*  "'"  ï^*  — ®^^' 
379.  n  est  évident  à  la  seule  inspection  des  taleurs 

f,9=cr^-}*^-f-^4-  etc. 
abc' 

.5  =  1  +  1  +  1+ etc. 

^  ^  =*  à +  F.-»^  ?  +  **"• 

etc.  ; 

•    quesi  aestlapluspetite  racine  soit  positive ,  soit  négative ,  la 

puissance  —  surpassera  d'autant  plus  la  somme  des  puissances 
a: 

semblables  des  autres  racines^  que  cette  racine  sera  plus  pe-*> 

tite  que  chacune  des  autres^  et  que  l'exposant  /x'  Sera  plus 

élevé.  Parconséquent,  si        5  et    S  sont  deux  termes  consé- 

cutifs  de  la  série  iS ^  ^S ,  ^S ,  etc.,  le  qnotieîit  ^^-4-  appro- 

chera  d'autant  plus  de  la  valeur  de  a  ^plus  petite  racine  réelle 
de  l'équation  ^  que  ces  termes  seront  plus  éloignés  de  l'onze 
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de  la  série.  Ainsi  cette  série  servira  à  trouyer  la  plus  petite  ra- 
cine, Lagrange  observe  encore  que  les  racii^ea  imaginaires  n'em- 
pêcheront pas  l'approximation  vers  la  plus  petite  racine  réelle , 
pourvu  que  le  carré  de  cette  racine  spjt  en  même  temps 
plus  petit  que  chacun  des  produits  céfsls.  des  i^cines  imagi- 
naires. Appliquons  cette  méthode  à  Téqi^tion 

i'-^âx — 5c=o, 

traitée  (373)  et  potur  jMuelle  on  a  trouvé  a:sia:  on  re- 
prendra la  transformée 

âne  à  la  substitutioi»  de  s  4-^  P^W^  ^i  o|  o^nn^  c^.  sait 
(n**  idem)  que  la  racine  réelle  est  moindre  que  o,i ,  on  est 
certain  qye  le  ^produit  das  deux  autres  racines  qui  ici  sont 
imagioaiire«,  ««ra.  >i777>r  ijo,  piii^c;^^  lé  «îw'iîiBr  •^rine  i  est 
le  produit  des  trois  racines.  Ainsi  le.  carré  de  la  racine  cher- 
chée, est  beaucojU;^  rtinj/^Hyp.  que  lie  :pirpduit  des  deux  racines 
imaginaires.  On  formera  donc ^   conformément  à  la  théorie, 

la  série  récurrente  par  leisioyenae  l^.n*actrt)n \^  ^ — 5> 

qui,  pour  la  proposée,  est  l'analogue. djft. (/î')  i  «t  Ton  aura 
les  termes  lo,  112,  11 83,  laSia,  iSaSSo,  etc.  qu'on  peut 
continuer  aussi  loin  qu'orf  voudra  ;  chacun  de  ces  termes , 
divisé  p^r  le  siiW«at ,  doniipra  les  fra^ni^  -n^f,.  rrù * 
I aV/k >  etc.,  quï,  ét^nt,  réduites  en  décimale^,  deviennent 
o,oÎ9, '0,09467,  0,0945^9,  0,09455 15,  etc.  Çn  comparant 
ces  Bésijltats  ay^ec  les;  fractions  décimales- tjrouvées  (if?|p/^)  pour 
Jps  valeurs  successives  apjjrbchéps  de^  a:,  on  pourra  juger 
r^çpord  des  dçux  métliod^s  qui,  con^me  le  démontre  fâa- 
teur,  reviennent  à-peu-près  au-  mêçie  dans  le  Fond,  quoique^ 
fondées  sur  de»  principes  différens.  .      , 


"T 
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CHAPITRE    XlXXII. 

Ei^aluation  des  coefficîens  de  V équation  aux  carrés 
des  différences  des  racines  y  en  coefficiens  de 
Véquation  donnée. 

38o.  JLiA  formation  de  Téquation  qui  donne  les  carrés  de« 
difFérencea  entré  les  racines  d'une  équation  proposée,  devient 
dans  quelques  cas  ,  très-laborieuse ,  lorsqu'on  a  recours  à  réli^ 
minatftDn.  Cette  éi|»4tioi^  éta^t  d'ti»  usage  fréquent  dans  la 
résolution  des  équations  numériques^  il  sera  bon  d*ayoir  des 
formules  qui  domienl  «eê  «o^ciens  au  âioyes  de  ceux  de  la 
proposée. 

Soient,  à  cet  effet,  Féquatiôn 

G,  6/  c,  etc.  se»  racines,  A\  Bf  ^  C-^  etc.  les  fcôefficiena  de 
réquAtion  aux  carrés  des  différences  :  il  s*agit  donc  d!«Ya}uer 
A  y  B\  €\  etCi.en  Ay  B,  C,  etc^  Os  est  paryenu  précé* 

demment  aux  relations 

Si  r^  A  :=!  o. 

Si  —  AS,  +'  ai?  =  o , 
Ss  -r-  ASa  +  BS,  — .  3C  =  o, 
etc. 

qui  donnent  les  sommed  des  puissances  des  racines  en  éoefC-^' 
ciens  et  réciproquement;  ensorte  que  la  question  se  réduit 
à  évaluer  en  ^,  ^»^>  etc.  les  sommes  des  iHdnes  de  Téqua^ 


"S 
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tion  aux  carrés  des  diiFérences  ;  car  remplaçant  dans  les  (ot-* 
mules  précédentes  Si  y  S^i  Ss,  etc.  par  ces  expressions,  les 
valeurs  de  ^^  B,  C,  etc.  qu'on  en  déduira,  seront  celles 
de  jf,  Bf  ^  C,  etc.  Telle  est  la  marche  de  la  solution* 

Considérons  donc  cette  suite  de  binômes ,  en  nombre  m  ^ 
(a>-cy  +  (x— i)'  +  (x— c)'  +  (a?— .d)'  +  etc. , 

lesquels  développés  suivant  les  puissances  descendantes  de  x, 
donnent 

(x— fl)'  +  i^—by  +  (x— c)'  +  (x—d)'  +  etc. 
= /nx*  —  5  (a+ 6  +  c -f- d  +  etcOJî'^*, 

+  idHi  (a^-f  i»+  c^+  d^  +  etcOx*-* 
— '''^~^''^?(a3+y^c3+<P+etc.)3^-^+etc, 

i.a       *^ 


^.5—1  .^— a 


,— .  .J —  ^sx*""^  +  etc. , 

1.2.0  *  ' 


Si,  S%,  S$y  etc.  ayant  même  acception  que  ci-dessus.  Sî , 
dans  cette  identité,  on  fait  successivement  x=û,  =A, 
=  c ,  etc.  et  qu'on  ajoute  tous  les  résultats ,  le  premier  membre 
représentera  la  somme  du  degré  s  des  différences  entre  les 
racines  de  la  proposée ,  et  on  aura 

(a-by  +  (rt— c)'  +  etc.  +  (b^ày  -f  (6— c)'  -f-  etc. 
+  (c— a)'  +  (o-r&y  -f.  etc. 
=  m(a'+i'-f-c*-f  etc.)  — ^5i(a*-»+i^-'+c'-'+etc.) 

.        1.2  ^  '  ^ 

•      1  ,a  i. 


? 
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Dans  riiypothèse  de  s  nombre  impair,  le  premier  membi«i 
86  réduit  à  zéro  par  la  destruction  mutuelle  de  tons  les 
termes ,  puisque ,  dans  te  Cè^ ,  les  puissances  conservent  les 
signes  des  racines  qui  sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
différens.  Le  second  membre  devient  nul  de  lui-même,  en 
observant  que  le  dernier  terme  — 5,5©  détruit  le  premier , 
que  Tavant-demier  détruit  le  second^  et  ainsi  de  suite,  en- 
sorte  que  le  nombre  des  termes  étant  pair^  il  ne  reste  rien 
du  second  membre.  Cette  analyse  ne  fournit  donc  aucune 
conclûsio/i  dans  ce  cas.  Mais  lorsque  s  est  un  nombre  pair 
=.a/A,  Tidentité  précédente  doxme^  en  désignant  son  premier 
membre  par  âd-  , 

âtf-  =mS    ~flu5  5         J-au.îiiIIÎ5  5 

QfA, — 1   a/M— a  ce  I     * 

—  au.-î- .--= — Sj..S       a+etc, 

'^       a  3         3     a/*— 3  ^ 

ri  '  '  '  . 

Comme  les  termes  du  second  membre  sont  les  mêmes  à  de^ 
distances  égales  de  celui  du  milieu  qui  contient  S   ,S    ,  ea, 

réunissant  ceux  qui  sont  égaux,  tous  les  termes  du  dévelop- 
pement ,  excepté  celid'là ,  èeront  multipliés  par  a  ;  et  c'est 
d'après  cette  Considération  qu'on  a  adopté  la  notation  aa-  ^ 

Divisant  donc  de  part  et  d'autre  par  a ,  on  aura  cette  for-^ 
mule  générale, 

ff   =mS    ^nuSS         +Qu.î!^—l.S  S 

M,  a/*        *      I    aAt— I    '      •  Q     ■     a   : 


/A  a/*        *     I   a^— I    '     '  a    "     ^  a/<^a 

;  - 1      • 


3     af< — ^3*  a 


Pour  avoir  le  coefiicieat  P  de  ce  terme  du  mOieu,  on  fera^ 
m  =2/*  et  n=fA  datas  le  terme  général  des  coefficiens  da. 
binome  (  pag.  1  ag  ) 

« .  (m  —  i)  (m —  a)  {m — 3) (m— (ii^— i)) 

■—  '  ■  I    I         ■       I  I    ■      I    I  II  twmammm^mi'^mmmmm  i    i  i  I  m  ■ 

1   .     â     .       S      .      4  n 


/fiO                                    i  t  £  M.  E  N  S^ 

- 

qui  deyienâra 

1 

«  ' . 

1       < 
^ fli"r-i  fl/A-ra  aéfr?3 

», 

cnsorte  que    * 

• 

H-a,.     g/^->^  gj^— ^  i^+^(*J«LL 

a      •    3  ft        a     * 

le  signe  «f*  Coitespondant  à^  nombre  pair,  et  le  signe  -^ 
à  fc  nombre  impair.  Faisant  dans  cette  formule  ^  1=  i ,  =^  3 , 
=  3^,  etc.  y  oh  aura  en  «ommês  dés  puissances  des  racines  de 
la  proposée ,  et  conséquemment  en  coefficiens  A ,  B,  C,  etc., 
les  sommes  des  ptlissances  première,  ôeconde,  troîsièihe,  étr, 
des  racinies  de  rét|uati6il  aux  carrés  ded  diiférônced,  ou 


(or^by .+  (a^^y  +  etc.  +  (6— c)*  +  etc.  =  <r| 
(a— i)^  -}*  (a-^e)*  -f-  etc.  +  {br**cy  +  etc.  t±=ra 
(a—by  +  (a— c)^.  +  etc.  4.  C*— 0®  +  «te.  =£=  ^g 

etc.  , 

On  remarquai  que  noua  ayons  employé  ja  notation.^  .  pour 

avoir  par  Cu  c^,  0-3,  etc. /les  représentations  des  premières 
puissances  et  .dos.  pjiiQsajices  Buc^cessTyes  dés  racines  ^-en  ques-^ 
tîon.  Remplaçant  dans  les  formules  (i),  (a),  (3),  etc.  (376)  ' 
Si,  Sa,  Ssy  etc.  par  iTi,  ^a,  ^3»  etc.,  qu'on  sait  nuôntei^ant 
éyaluer,  et  chajigeant  A,  B^  jÇ^  e^c,  eii  A'^  B! ^  Cj  etc.  t 
on  obtiendra  ces  formules 


•    •  < 


'■'.)    V    . 
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â 

^  =  - — 3T~ 

§J  -zrz.   ■         ■■  ■  ■        ■■    ■  -g 

etc.  etc. 

Les  relations  précédentes  sont  en  nombre  — ^— ^.,  par- 
que réquation   aux  carrés   des  diiFérences^  est  du  degré 
. L  :  pour  en  déduire  les  coefficiens  A ,  ff  ^  C,  etc.  , 

faut  (Tpnnaiti^e  Tes  somtùés  è  ^  c  . . . .  r  ,  ce  qui'exîgé  qu'on 
Qnaîsse  aussi  S  ^  S  .  ,*  .S  ,  ôu*rfU*ôn  aîï  traité  m(m — 1)' 
aatlons  entre  ces  demièrev  sÀmniea  et  les  coefficiens  de  la 

)po$ée  :  celafait ; onaum  ■■■■'■■. — ^quantités  «-^ ,  ^  . . . . c*   à 

iluer,  et  enfin      »*' r  coeflSciénB  u^,  ^>  etc.  à  calculer, 

û 

qui  donne  enr .tdttlb m^nin^ r> *|k  ■■  "  ■  / — •-*'  oit/  fliii(m-*-i p 

rmules  à  traiter  --  -    ^ 

Soit,  par  exemple, 

a'  — îu?— 5r=o: 

juatlon  £fux  carrés  des  différences  sera  du  même  degré  et 
la  forme 

1  a  pour  la  proposée 

Si 


1 
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d'où  résultent 

•S,==o,  5ft=4»  tSs^siS,   •54=8,  iSsssSo,   ^0^=91; 

donc 

^,=sia,    ^.  =  7a,    ^3=2  — 1497; 

et  de  là 

jf  =  i^,    B':=z3G,     Crss— 643, 

«nsorte  que  Féljpiation  cherchée  sera 

y-iay  +  S6y  +  643  =  o. 
Pour  réquation  du  second  degré 

réquation  aux  carrés  des  différences  sera  du  degré  ^^  =  1 
et  oonséquemmeot  de,Ia  fonne  -^  -    ■     ■ 

0t  OB  trouvera 
ensoEte  que 

a  et  i  étant  les  deux  racines:  on  en  déduit 

a--&  =  /^*_4^^    d'ailleurs    0  +  6=4.^; 
donc 

formules  connues.  ' 

Pour  l'équation  la  plus  gépérale  du, troisième  degré ,  celle 
aux  carrés  des  'différences  est  du  même  degré,  et  conséquem* 
ment  de  la  forme 
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liaxM  la^eBe 

38i.  L'Tgrange,  dans  le  Lii/re  de  la  Résolution  des  équa^ 
iions  numériques,  donne  en  fonctiops  des  coefBciens  de  Ui 
proposée ,  ceux  des  équations  aux  carrés  des  différences  pour 
le  quatrième  et  le  cinquième  degrés.  Mais  ces  éyaluatione 
n'ayant  d'autres  difficultés  que  la  longueur  des  calcub ,  nom 
nous  dispenserons  de  les  détailler  ici. 


^i*>^^^^ 


•^  •• .  t 
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CHAPITRE    XXXIII. 


•  ■ 


è0îè  des  signes^     , 


•'^'M'.'il:.,  )        -  )       ".  '        .^  .       •  »    '.    .  >      '.^ 


3oa."  IjnÈ  éijuciUon  de  de^4  quelconque  t  ne  peut  avoir 
plus  de  racines  positives  que  de  variations  de  signes ,  ni  plus 
de  racines  négatives  que  de  permanences  ou  de  répétitions 
suivies  du  même  signe.  ^ 

La  proposition  sera  prouvée  si  la  multiplication  du  premier 
membre  par  un  facteur  x-f-a  correspondant  à  une  racine 
négative^  n'introduit  pas  dans  le  produit  une  variation  de 
plus^  et  si  la  multiplication  par  le  facteur  X'^'â  ne  donne 
pas  une  permanence  de  plus^  parceque  le  produit  contenant 
un  terme  de  ph^s  que  le  multiplicande ,  il  s'y  trouvera ,  dans 
le  premier  cas j  au  moins* une-^peNaanence-  de  plus,  et  dans 
le  second^   au  moins  une  variation  de  plus. 

Soit  Féquation  proposée 
le  produit  par  x«f-a  sera 

X 


+  a 


x«+    B 
+  Aa 


jf^^ +  T 

+  Sa 


x^  +  r 

-i-Ta 


+Pa—o. 


Le  coefficient  de  chacun  des  termes  de  ce  produit ,  est  égal 
à  celui  du  terme  de  même  rangj  dans  la  proposée ,  augmenté 
du  coefficient  du  terme  précédent,  multiplié  par  a.  D'après 
cette  loi  de  formation^  qn  voit  que ,  pour  obteuii*  les  signes  des 
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termes  du  pradudt^  il  suffit  d'éome  4^  .terW^s^A  Jpukf»- 
plicande^t  au-d#96Qlis  1«  mUM  auitei.  .p  -jae  i»mpfmç9tA 
q«À  la  ficçanë«  |d«39.  P«*iri,l#:>féef«lli«p*i*Jw#$:;;lii  piiediiâ» 
]%Qe  du  ^<»àuit  est  eneèr^e  I0.  ^m^iHiplkHlpâ^  i  nt  4iW}s  ji#^|iii^ 
iii£érieitre ,:  t^us  kt  ftigne$  «ont  .<>iMngétjBtinmilé»  «dwi^iylaAi 
TMr&  la  dreîfce.'         •  .,  y  ^-  '  i-.hi.""     '»    v.'vi-.  xif''.> 

celle  .du  produit  par  le  facteur  â;^û,ser^ 


4-4-H 1 }-  — i-  — r-  +  +  H- 

•  •  •  (.  f«  *  ,  %  f\     f.         I  ''-itT^*''-r'<'-r 

^.  -^  +    £      i      i    —    £      f      î-''^iU-.>  î'  ^  ifL^^^ié   '^ 

<ià  la  lettre  i  înâiqlw  TûidéleraMft^n  d«i>i|^e*dA.jrémUqiv 
lorsqu'on  fait  ebetrâctiaR'  dè-"toote^  •^axri'numéri^uef'idh» 
coefficiens.  Tant  qa*fl  y  anra'pconbaticittMdiEi  i^o«s  daiu'fe 
.multiplioatide)  à  pardr  éa  préiiiMr  tônM^'^i-  il  y  ^srân  ausiiî 
permanenûe  do  ngnst  d^ns  lis  pnudilit  ;  mais  IcuibqBii  la  *  peiv 
maBcnce  eenera'aspauk^piraairie^  lè/ïigiletooâieip&dânt  du 
produit  deviendra  iadéterimâié,  et  riiidéi(rrmixiat]«^  tbiflifitier^ 
jaaquà  c?  que  la  ptrmaiiffliae  se  iétaUÎM  daçs^te  BiiallapiL-^ 
cande^  an4uercaB.lA«igae:da  ptronAiit  devieiidn  dâtenoiné^ 
•et  aiudi  de  suite.  \jt  sombre  des  siguif  indéttrminÀi  dta  pro- 
duit, sera  donc  le  mê^ne  qfoe  cek»  ika  fftriàtîoâS  4^  signés 
du  ïhuhipliçaQde.  $1  :  suffit  ^dittciie  faire  Voir  qui  les  sigpe^ 
indéterminés  ne  peuvent^  dans  aucun  cas,  introduire  au  pro^ 
duit  plus  de  variations  qu'il  ne  ^*e^  trouve  ai^  multiplicande. 
Un  seul  signe  indéterminé  ne  peut  être  compris  qu'entre  des 
signes  dissemblables  -f-*^,  <>**  —  +  •  *î*  P^^'  ^Mt  indéter- 
mination, on  praid  le  »gne  -f^,  il  j  àiura,  dans  le  premier 
cas,  permanence  de  4*  à  -|«  et  variation  de  -f-à  — *;  si  on 
remplace  le  signe  iodéternûné  par  ^— ^  il  y    aura.  variati<^ 


/ 
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de  «f-  à  «-^r  et  pennattence  de  ^  à  — ;  il  en  sera  de  mêoM 
•«a  SBppOsant  -f-  puis  -^  entre  les  deux  signes  ^-<-  et  +  ; 
fl&itt  tm  ^igne  indéterminé  compris  entre  deux  ngnes  déter- 
ninéi^»  ^  ne  peut  donner  qn^nne  variation.  Un  noinbre  inipaîr 
de'ipgnee'indétonnibés  consécutifs,  se  tibûTe  comprib  entre 
deux  signes  dissemblables»  et  un  nombre  pair  de  ces  signes 
successtfs  est  intentepiCé  enire  4eiix  signes  semblabiee  ;  dans 
Tnn  et  Tantre  cas,  le  plus  grand  nombre  de  variations  qu'on 
pourrait  introduire ,  en  supposant  des  dgnés  au  lieu  de  ces 
indéterminations,  serait  au  plus  égal  au-  nombre  des  variations 
qu'on  trouve  dans  le  lùultiplicande.  Donc ,  comme  il  y  a  au 
produit  .un  signe  d9  Jjllns  qu*au  multiplicande»  on  doit  con* 
dure  que  le  facteur  o^-f^  ?  introduit ,  au  ipoiiis^  une  perma- 
nence ;^qu^âinsilQ  nombre  des  racines  négatives  ne  peut  être 
plus  gçaod  ipie;  celui  des  permanences^ 

On  prouverait  par  un  raisonnement  semblable  qu'en  mul- 
tipliant rpaf  le  facteur  X'^-^  a,  correapcmdant^  une  racine  po- 
sitive, le  produit  ne  peut  contenir  an-delà  du  nombre  des  per- 
manences »  qu'on  compte  dans  le  multiplicande  ^  et  comme  il  se 
trouve-  dans  de  produit  un  signe  de  plus  que  dans  l'équation , 
il  s'yrsena  donc  introduit  >  au  moins,  une  variation  de  plus. 
<  383..  n  suit  du  théorème  précédent  que  lorsque  Isoutes  les 
xacines  de  la  proposée  sont  réelles,  le  nombre  des  racines 
fiôsitives  eèt  précisément  le  même  que, celui  des  variations, 
et  que  lés  racines  négatives  sont  en  même  nonibre  que  les 
permanences.  En.  effet,  soient  m  le  nombre  des  racines  po- 
sitives, M  celui  des  racines  négatives ,  m'  le  nombre  des  va* 
riatiôjis,  e%.n  celui  des  persuutences  :  puisque,  par  H^^po- 
thèse,  toutes  les  racônes  sont  réelles,  on  aura 

7n'  +  n'  =  m4-nj 

en  observant  que  le  nombre  tant  des  permanences  que  des 
variations ,  est  égal  au  degré  de  l'équation ,  ou  au  nombre  de 
signes  qu'elle  renferme.:  or,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dé^ 
montra,  on  ue  peut  ^voir  mp>m';donc  le  nombre  n  ne  pevt 


^ 
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être  <n'i  on  sait  d^ailleurs  qçe  nnepeutêCré  '^ri  \  donc 

nz=zn    et  m=:zm  , 

384*  Lorsqu'il  manque  un  dets.termesdans.la  proposée,  on 
peut  assez  souvent  recon]9fiit;rç.Ia  présence  des  racines  imagi- 
naires par  la  règle  ci-^essu?.  En>effet ,  si  Ton  restitue  le  terroo 
qui  manque ,  eu  lui  donnant  successivement  4-O'ejt  *-^  o  pour 
coeflicif  nt  ^  le  nombre  des  variations  et  celui  despermaiiences , 
donné  par  ces  substitutions ,  seront  difFérens  ,  ou  resteront  les 
mêlées.  Dans  le  ,  prei^f er  cas ,  il  existera  des  rsuânea  imàgi-* 
saires  ;  car  si  on  voulait  supppser  q^e  toutes  leB  racines  fussent 
Feelles ,  on  serait  conduit  par  ce  qui  vient  d^étre  dit  (  )  , 
à  deux  conclusions  contradicto4res  sur  le  nombre  v  tant  des 
rapines  positives  que  des. racines  négatives.  Dans  Iç  seqon^  cas , 
toutes  les  racines  peuvent  être  réelles;  mais  rien  jusqu'ici  n^ 
prouve  qu'elles  le  soient.  Qu'on  ait^  par  exemple  jTéquatioQ 

qui  manque  du  second  terme  et  qu'on  la  comglète  en  écrivant 

o^iiox*— aox^4?Sox*4-  19JC — 3p  =  o:      \ 

on  observera  que  soit  qu'on  prenne  ox^  en  plus^  soit  qu'on  le 
prenne  en  moins ,  on  trouve  dans'  toute  l'étendue  de  Téqua- 
tion,  trois  variations  et  deux  permanences.  Touteft^Iés  racines 
peuvent  donc  ê^e, réelles ,  et  effectiyeipent  l'équation  en  donne 
trois  positives  '  ' 

et  deux  négative»  .    .        ,  . 


«  1 


385.  M'  Lattemandj  membre  assodé  Je  tln^titut  ei  Prcfes^ 
seur  de  mathématiques  transcendantes  au  Lycée  de  Bruxelles  / 
auquel  je  dois~ma  première  instruction  mathématique ,  a  dé- 
montré une  suite  de  théorèmes  sur  les  équations  incomplètes  : 
eommci  cet  intéressant  travail   présenjlé  i  X' Académie  des 
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Sciences  I  n'a  pas  encore  été  publié ,  Tauteitr  n*a  ptf  que  me 
communiquer  les  énoncés -dont  j'ai  recherché  les  démonstra* 
tiens  que  je  vais  rapporter. 

1*".  ^  dam  akne  ^nation ,  ^m^leinque  un  terme  erttre  deux 
termes  de  signes  différens  ^  g^mà^àiëfnent  on  nepéut  tien  con^ 
dure  qùcaU  à  ia  réalité  oU  ^à'  l^iràfAginttrité  dès  radhes. 

En  jeffetv*eA  passant  de  14-  série  supérieure  à  la  série  infé- 
rieure ^8'^igneg,  après^  avoif'i^estitué  îe  termc'qià  manque 
avec  un  coeiBci^ot  rto,  'on  ffoute  toujourô  mèiùé  nômtre 
et  de  penua^èiices  et  de  tariadôîlsT  Donc^o^  ti'ëst' conduit  à 
aucune  confradiction  en' sup{)ôsiÉcft''tdtttesIfefîàcineâ réelles  ^ 
quoique  eependan^  elles  puisèeiit  ne  pas  F  être.  '   '  '^    ■ 

fi°.'  autant  d^  fois  il  arrive  qu'il  manque  iin  terme  entre 
deux  tertnes  d'un  même  signe  dans  une  équation  ,  auianî\  pour 
le  moim ,  il  y  a  de  paires  (*)  db  raçineï  imaginaires  dans 
cette  équàtioÀ,  '  -         '  •  - 

Nous  distinguerpns  deu>^  cas/etnoiiii  supposerons ,  i^  que 
Jcs  termes  viennent  à  manquer  alterna^vement^  c'est-à-dire 
âe  deux  eh 'à^pàx  places  ^  ou  qu'à  s'agisse  de  Téguation 


•♦  ^     •  *• 


laqael^e^iai^rèf  i^oir  restitué  ^e^  p^iisfi^mmqiigaf^,&QU&  le» 
signes  4- ;et»-7^  devièw^  .  ,       .      , 

'  '  '  ''''x'^'^î:  oxT"-^  +  5x«-"*  ±:  ox«^  +  Z>x^-*-  '  . 
rfc  oxT^  -fFjxr-r^  +  - ./ +  F=o. 

Lorsqu'on  prend  la  série  des  signes  supérieurs ,  0n  coMpte  ^ 
daas  toute  l'étendue  de  l-.éqfi^tipn,  taa^  de  permanences 
et  tant  de  variations  :  lorsqu'on  passe  à,  la  suite  inférieure , 
les  permanfeiicfês  dtes  aux*  termes  qui  man^uéttt*;^' se 'changent 


'.t.'  .1,  '  ,<4.<  j»^    'TH^  î  ii»'H'' 1'    '1^    H  n^  1 y. im  «i-  i>i   m\    i^. 


»  »^         M 


(*)  htd  Ta^cîïici  imaginaires  sont  toujoors  en  nombre  pair  ,  ainsi  ^^ozk 
le  dimwktc^tfL  éaeM  1«  seconde  section  de  ce  'Êmiê*  *  


y 
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en  autant  de  variations;  ensortc  que  revenaijt  de  Ija  piaite  su- 
périeure ^  la  suite  inférieure^  il  7  autant  de  perm^ences  de 
mbina ,  ou  autant  de  variations  de  plus  que  de  termes  restitués, 
onc  de  la  supposition  de  toutes  les  racines  réelles ,  pn  con- 
clurait tantôt  plus  ^  tantôt  mDius  de  racines  négatives  ;  et  le 
nombre  des  ^acin.es  négatives  perdues  on  des  racines  positives 
gagnées^  et  réciproquement ,  serait  précisément  égal  au  double 
de  celui  des  termes  man^uans  on  restitués.  Donc  il  7  '^ ,  au 
tnbinâ,  pareil  nombre  de  racines  fmaginaii'es  ^  ou,  au  moins, 
autant  de  paires  de  ratfne^  imaginaires  que  de  termes  qui 
maaq^^nt.  Il  est  clai^  que  si  l'équation ,  après  la  restitniibQ 
des  termes  qui  manquent ,  çtait  la  suivante  : 

* 

•^  iJx"-*  ±  flo:»-*  — é»"^'+. ....... i^  ^=5:  o  ^ 

la  conckisioii  serait  encore  la  mênïe  1  puisque ,  dans  la  portion 
de  réquàtion  qui  comprend  les  termes  restitués ,  plus  les  deux 
iérmes'i^'-^x*^*^— ^  Gac'"^^*  la  totalité  dès  perriianences  (et 
on  observera  qu  en  prehiiift  la  ligné  inférieure  des  signés,  ou 
né  rencontrera  dans  cehe  étendue  due  des , permanences  )  se 
change  eh  autant  dé  variations.  Donci  etc. 

Le  second  cas  serait  celui  où  ces  lacupes  n'aïU'^enJt.  plus    . 
liei^  d'une  manière  régulière  :  nous  supposerons  donc  que  la 
série  de  signes  soit  -  .       . 

où  les  doubles  signes  di  sont  toujours  ceux  des  termes  resti- 
tués :  dans  une  telle  suite  y  le  plus  graq4  nombre  possible  de 
p€ri|ianen.ces  a*Qbti<nt  en  priant  le  4erme  restitué  avec  uci 
signe  pareil  à  celui  des  termes  qui  le  comprennent ,  et  on 
perdra  le  plus  grand  nombre  possibh  de  ces  permanences,  eii 
prenant  chaque  terme  restitué  avec  un  signe  contraire  à  celui  * 
du  terme  qui  le  préctède  et  qui  le  suit.  Donc  ,^en  passadt  de 
la  première  à  la  seconde  manière  de  compter  leV  permanences:^ 


/ 


\ 
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on  aura  perdu  précisément  un  nombre  de  permanences^  double 
du  nombre  des  termes  restitués  ;  donc  on  deyra  supposer  au 
moins  autant  de  paires  de  racines  imaginaires  qu*il  y  a  de 
termes  manquans^  puisque^  dans  la  supposition  de  la  réalité  de 
toutes  les  racines  ^  il  y  aurait ,  au  moins ,  deux  fois  aiftant 
de  racines  négativels  perdues  /  ou  qui  se  seraient  changées  en 
positives  ;  ce  qui  est  absurde,  l'équation  restant  la  même. 

Nous  supposerons  en&n  qne  le  terme  qui  manque ,  se  trouve 
toujours  entre  deux  termes  de  differeos  signes  ;  alors  on  ne 
peut  plus  affirmer  que  Téquation  dmporte  ou  ne  comporte 
pas  de  racines  imaginaires.  Soit  en  effet  la  suite  de  signes 

H db  +  . ±  +  +  +  ± : 

on  découvrira  i  la  seule  inspection ,  qu'en  passant  de  la  suite 
lupéxîeure  à  la  suite  inférieure  de  signes ,  on  comptera  tôujomrs 
autapt  de  permanences  et  autajit  de  variations ,  puisque  pour 
une  variation  devenue  permanence ,  et  réciproquement ,  une 
permanence  devient ^y^atipn  et  réciproquement ,  ce  qu*09  ne 
doit  entendre  que  des  variations  ou  des  permanences  qui  ont 
lieu  par  le^  double»  signes  ±  ;  car  rien  ne  change  dans  les 
portions  intermédiaires.  Donc  il  y  a  compensation  exacte,  et 
conséquemment  on  ne  peut  rien  conclure  ,  ainsi  qu'on  l'a  déjà 
observé  en  pareil  cas. 

3^.  Quand  dans  une  équation  quelconque  y  il  manque  deux 
termes  de  suite  entre  deux  termes  de  differens  signes ,  Véquor 
tion  a  nécessairement ,  au  moins ,  une  paire  de  rcu:ines  ima^ 
ginaires, 

Suj^ôsons  l'équation 


dans  laquelle  les  termes  manquans  ont  été  restitués  sous  les 
signes  -{-  «t  •— :  soit  qu'on  prenne  la  suite  sup^eure,  ou  la 
suite  inférieure  de  signes  ,  le  nombre  total  des  permanences 
et  Celui  des  variations^  restent  les  mêmes  dana  toute  l'étendue 
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de  l'équation.  Mais  ai«  on  fait  Thypatl^è^e 


<»* 


+r=o, 


qui  réduit  au  moindre  nombre  celui  des  permanences  ,  on 
comptera  y  en  total  -,  deux  permanences,  de  moins^  La  proposée 
contient  donc  ^  au  moins;  une  paire  de  racines  imaginaires. 

4*.  Quand  dans  une  équation  quelconque  y  il  manque  une 
suite  de  termes  en  nombre  pair  ou  impair,  entre  deux  termes 
de  même  signe ,  ily  a ,  au  moins,  autant  de  paires  de  racines 
imaginaires  que  d'unités  dans  la  plus  forte  moitié  du  nombre 
des  termes  qui  maw]uent. 

Supposons  d*abolrd  que  ^es  termes  qui  manquent ,  soient  ea 
nombre  pair  et  ti=  sn  »  ctt  qu'on  les  restitue  sens  les  signes  -f- 
et  —  ;  si  on  n'a  égard  qu'à  la  suite  des  termes  restitués  entre 
les  deux  termeâ  qui  la  comprennent ,  on  aura  par  les  signes 
supérieurs  2n  +  i  permanence^,  et  an— *i  parles  signes  in- 
féileurs^:  le  plus  grand  nombre  de  permanences  que  puisse 
perdre  cette  portion  dé  Téquation  par  les  diyerses  successions 
de  signes,  est  ==  an.' Donc,  dans  ce  premier  cas,  l'équation 
a,  au  moins,  a/i  racines  imaginaires,  ou,- au  ipoîns;  n  paires 
de  racines  imaginaires.  On  observera  que  lé  nombi«  des  va- 
riations et  celui  des  permanences  dans'  lè  surplus  de  Téqua^ 
tîon,'ne  sont  ni  augmentés  ni  diminués  par  le  choix  de  signes 
qu'on  a  fait. 

Si  le  nombre  dès  termes  qui  manquent,  est  =  an  4- 1  >  on 
aura  dans  les  limites  de  l'équation ,  qui  comprennent  les  termes 
restitués,  et  les  deux  entre  lesquels  ils  se  trouvent,  et  qui  sont 
toujours  de  même  signe ,  an  ^  a  et  fin  permanences  données 
par  les  séries  supérieure  et  inférieure  de  signes.  Mais,  dans 
cette  portion  de  l'équation ,  on  peut  n'avoir  que  des  varia- 
tions de  signes.  Donc  le  nombre  total  de^permanences  pourra 
être  diminué  de  an^-^  a  \  ensorte  qu'il  y  aura ,  au  moins,  n  + 1 
paires  de  racines  imaginaires. 

4''«  Si  la  série  des  termes  consécutifs  qui  manquent  eu 
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nombre  pair  ou  impair ,  se  trouve  entre  deux  termes  de  dif^ 
férens  signes  y  l'équation  contient,  au  moins,  autant  de  paires 
de  racines  imaginaires' qnit y  a  d'unités  dans  la  plus  faible 
moitié  du  nombre  des  termes  qui  manquent. 

Supposons  en  premier  lieu  que  le  nombre  des  termes  man- 
quans^  soit  pi^r  et=:  an  :  on  aura  an  pour  le  plus  grand  nombre 
de  permanences  dans  cette  portion  de  Téquation  ;  mais  on 
pourra  les  remplactr  par  le  même  noinbre  de  variations.  £n 
effets  qi;'on  ait  la  série  de  signes 

les  quatre  termes  restitués  donnent  quatre  permanences,  en- 
sorte  qu'il  s'en  troutera  éinq  dans  toofe  retendue  de  l'équa- 
tion; et  en  écrivailt  Cette  série  ainâi  ^'il  Buit  : 

OU'  aura  perdu  mi^ttfi.  permanences  ,  iç^est-f^dire  que  ^  poiur 
la  même  équation  j  an  conpluraiti  tQutes^les  racines  étant  sup- 
posées réelles 9  tantôt  une,  tantôt  cipq,r^iaes  négatives  :  on 
doit  donc  lui  supposer  quatre  racines  >  ,ou  deux  paires  de 
raciqes;  imaginaires. 

(.oisque  les  termes  q^i  manquent ,  ^ont  ep,  non^br^  ait  -f- 1 , 
OQ  a.,  |iu  plus,  an  -f*  1  pecmanences  dans  les  ^limites  assignées; 
mais  on  peut  avoir  le  même  nombre  de  variationa.  Qu*on  sup* 
pose  en  elFet,  la  série  de  signes 

+  ±:db±:±:±: f.  +  -^-.+; 

... 

celle    des  termes  jnanquans   restitués  sous  les    signes  ± , 

donnera  par  les  signes  supérieurs  ^t  par  le,s  inférieurs^  cinq 

permanences  et  une  variation  »  essorte  qu'en  total  on  aurait 

sept  permanences  et  ^quatre  variations  ;  niais  qu'on  restitue 

les  termes  manquans^sous  des  signes  alternatifs ,  ce  qui  donne 

"T"  "~  "^  •*^"T"  —  •^  H'  "T"  "^  •"*  ■?■ 

+  +  —  +  -^+  —  +  4——+, 

on  aura  toujours  trois  petmanences  et  huit  variations.  Donc 
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ai  Ton  supposait  toutes  les  racines  réelles ,  on  conclurait  des  ' 
nombres  âe  permanenoe»  et  de  vaariations  ^  obtenus  dans  les 
d^ux  cas ,  sept  racines  négatives  et  quatre  positives ,  puis  trois 
négatives,  et  huié  pûÂtiTeft;  donc  parmi:  ces  racines  ^  tt  en  est 
au  '  moins  quatre  qu'on  ne  peut  supposer  réelles  ;  ainsi  lé 
nombre  décuplas  de  Eafiines  imaginaires,  est  ^  au  moins  j  égal 
à  deux.  Donc,  etc. 

6**.  Qu'on  aif  enfin  éette  suite  de  signes 

^•^^  aai^i.       I        bMb*  ^mmm  mmma  ■  mmmmm  mmm^  mmm^  mmmm  mÊ^mt  iaasa  mmmm  _      .  I    -     j 

qui  offre  U  réunion  de  tpus  les  cas  distingués  ^  on  y  trouvera 
au  plus  seize  permanences,  en  prenant  toutes  celles  qu'elle 
peut  offrir;  ce  nombre  poiMa  êtfe  réd»it  à  *^^NMare  ;  k  plur 
grand  nombre  éa  peimaaences  qu'ion  peuC  perdre;  est  donc 
dooee ,  essoite  ^*oM  dbif  Mippo^r  six  p^nes  aw  rmiàB  de 
raeîne»  iittQgHNrih^s^  4!^e8t  ee  q^éùpeàt  titfMté  teconnaitre , 
eh  obiwyâMÊÈ  <fi0  peut 

a 

on  a,  (3^.)^  au  moins  un  couple  de  racines  imaginaires  ;  que 

pour 

H-zfc:±±:  — , 

on  a ,  (  S''.  )  y  au  moins  uii  couple  de  racines  imaginaires  ; 
quepçMW 

±;±:rh±  — , 

oit  aV  i4^y%  ^roBÊDÈiâmaB  oeuplils  de  mdhets  inagRoeir^e^  ; 
^fin  qÀc  pciar 

on  a ,  (4^.  ) ,  au  moins  deux  couples  des  mêmes  raciVies.  Boiic , 
en  total,  on  troiiye.six  qpuples  de  racines  imaginaires. 

Ainsi  Jtoutes  l^s  corisé^ùeâces  ol)tentlés\(i*;y,  (2®.)^  (3®.X, 
(4^) ,  (5^  ) ,  ont  lieu  dans  toutes  les  lacunes  de  l'équation  r 
on  pourra  les  vérifier  sur  leà  é'qii'atîons  Binômes  et  trinonies 
traitées  (â'sect^n). 

'  fi'n." 


^. 
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Obseruation  sur  le  chapitre  XVII. 

Je  crois  nécewaire  de  £ûr6  remarqnef  que  pour 

c  =  o»    c'  =  o;  sdzszp,    <f  ssOy    €r=o,    etc. 

on  n  a  pas  toujours 

X^7i    Jf=çî     aî:i2y,    y^rz-^ ,  '  s::^^;     etC.J 

que  cette  indétehninatioii  n*a  lieu  que  lorsque  1^  rapports 
p\  p^  q\  etc.  déduits  d^^une^  de  deux^  enfin  de  toutes  les 
équations  moins  une ,  et  substitués  dans  celle  qn*on  n'a  pas 
employée  y  la  rendent  identiquement  nulle ,  puisqu'alprs  seu- 
lement le  dénominateur  commun  des  raci^  devient  nul  ; 
tandis  que^  dans  le  cas  contraire ,  les  ntunérateurs  seuls  sont 
zéro;  d'où  Ton  conclut 

P=sû;    p  =  o,    9  =  0,    etc., 

ou         ' 


G 


> 


y  =  o;    x  =  o,    y~o,    «:±=ô;    etc. 


qui  sont  les  seules  solutions  des  proposées.       --  » 

Ainsi  de  ce  que  des  équations  déterminées  du  premier  de^ 
gré ^' manquent  dà  terme  tout  connu ^  il  ne  faut  pas  inférer 
que  les  valeurs  des  incennues  sont  indéterminées.-  ii  faut , 
de  plus  y  l'existence  d'une  condition  sans  laquelle  ces  racines 
sont  nulles. 

9 

Observation  sur  le  a*  55. 

Soit  réquation  du  second  degré 


— ^ 


>r  désignant  une  racîae  ;  s'il  en  existe  une  seconde  telle  que 
^  ^  on  aura 

retranchant  cette  équation  de  la  première  ^  la  différence  pourra 
ae  mettre  sous  la  forme 

{ X -(•  a/ +  p}  (x— j/)  =  o. 

Chacun  de  ces  facteurs^  successivement  égalé  à  térO|  four^ 
nit  une  âolution  :  donc 

(i*.).  ..a:=a/;         (a*.). .  .x'=s:  — a?  — p. 

Le  pi'emier  résultat  ramène  à  la  première  racine  x  déjà  sup* 
posée ,  et  le  second ,  à  la  composition  de  la  seconde  racine  ^ 
énoncée  (n^  cité). 

Ohseri^ation  sur  le  ri"  Z^&,  pagô  4^« 

Ce  que  nous  ayons  dit  du  caractère  auquel  on  reconnaît 
qu'une  équation  ne  comporte  pas  de  racines  égales,  ne  doit 
s'entendre  que  des  racines  égales  autres  que  l'unité,  puisque 
deux  nombres  premiers  entre  eux,  ont  toujours  l'imité  pour 
£acteur  ou  pour  di^seor  commun. 


.« 
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Ouvrages  qui  se  trouvent  à  la  même  adresse. 


ov&s  ds  M«théiiuti()uet  k  Tècole  centr*)»  de}  Qoatr«-N«tioa»,  pir 

*  S»  F.  Lacrôfx  ,  itaeitibre  de  rihttîtut  naCionaF,  ouvrages  adoptés  par 
le  gouvernement  pour  les  Lycées  et  les  Bcoles  •e€oadaire*,7itioU 
>n-8.  28  fr.  5o  c 

Chaque  volume  se  vend  séna rément  ^  savoir  : 

Traité  élémentaire  d'Arithmétiqne ,  5e  édition ,  a  fir. 

B}é«Kmad:AJfl^«^5eddicimi,  4  i^. 

Élément  de  Géométrie ,  précédés  de  réflenions  sur  l'ordre  k  suivre  dans 
ces  élémens^  snr  la  manière  de  1«9  écrire  et  séi  la  méthode  eit  ma^ 
thématiques  »  4e  édition ,  4  fr. 

Traité  élémentaire  de  Tcigoattm^trie  ve<tiligyie«t^s|pbéri^^  et  d'appli- 
cation de  TAlgébreà  l'a  Oik>ihécrie,  4fr. 

Complément  des  Elémens  d'Algèbre ,  3e  édit.  4  fr, 

Gômptém«at  Ae^EÙaniitl^^  éèaaiètBitt^  dft  EléiMitfdb  Géoiitèlrie  ^s* 
criptive,  seconde  édition,  '    '  3  fr. 

Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  de  baVdat^iiitdgfaT,  s^cdutTr 
édition,  ^  7  fr.  5o  c. 


Algèbre  à  la  Géométrie  de, Lacroix  ,  pj 

Essai  stir  FB nseiÉ^enién r' ,  i^rP,  Si  Itfcfbi»,  voll  in4l  Sîé, 

Traité  éléttitaïaire  d«^Mé«#Mqp«».Mr  L.  B.  KfaivBOBug,  pro£Mte«r  j^ik 
Ecoles  centrales  de' Paris  >  et  répétiteur  d'analyse  I  TÉcpIe  poïytecV 
nique  :  oovrage  destiné  pour  renseiçfnement  dans  \eè  Lycées'  n^io* 
nanx  et  è  TEcoIe  polytechnique  ;  troisième  édition  considérablement 
augmentée,  in-8y  ytx. 

Il  a  érë^sé'qiMilqne*>exeriipM'ei  anr  ft>raMfc  în-A»  ynft^ 

Traité  d'Arithmétique,  è  Pusaee  des*ing?n1enrs  dh  Cadastre,  etc.  ;  par 
A.  A.  L.  Reynand,  1  toI.  in  o.  5  fr. 

Elémens  'de  G^om^trie ,  par  A,  M.  Legendre , . .  6  fr. 

Nooiecfle  tbéocie  dés  ^AilftHÀ,  aven  u»  apiiondiai  cofffeiwnr  la  ma- 
nière de  perfectionner  la  Théorie  des  parallèles  de  A»  M.  Legaadj-e^ 
în-8I  a  fr. 

MboMsM'  tf  »iii  gèlDbiAtrfqiMr  ch  l?anwt»ge>-  k  Fjoragr  htB\  pgvscmMi 
.  vp\,it  destinent  è  la  mesure.  de8.,terreins.et  à  U  Jevée  des  pliina^  p  . 
teftvfe ,  *  ton  ïn-8^  aréc  •j3'  pla  nchè  s ,  il  fr. 

Traité  élémentaire  d 'Arithmétique j,;  ||  l'iMife:  des'  jeunoi  geDSU<  pc 
Garnîer »  cx-professenr  à  l'Ecole  polytechnique,  vol.  in- j  a ,     1  £  80  c. 

Elémens  d'Algèbre  è  Tusage  des  aspirans  a  l'Ecole  polytechnique,  par  le 
même,  toI.  in-8.  4  fr. 

Suite  de  ces  Elémens ,  deuxième  partie ,  4  fr. 

Cours  complet  de  Besout,  è  l'nsaee  des  gardes  du  pavillon  de  la  marine - 

du  commerce  et  des  élèves  de  1  Ecole  polytechnique,  7  vol.  în-S,  édir 

tion  revue  et  augmentée  d'un  volume  par  Garnier,  ex-professen* 

d'analyse  è  cette  école,  5a fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément  y  sauoin 

Arithmétique ,  .  a  f.  5o  c. 

Géométrie ,  4  fr. 

Algèbre,  5  fr. 

Ces  trois  volumes  ont  été  réimprimés  avec  des  obsorvationa  essen- 
tielles. L'Arithmétique  est.  suivie  d'un  traité  de  nouveaux  poids  et 
mesures,  d'additions  très-étendues  et  ae  tables  de  Logari thunes  comme 
Il  n*y  en  a  pas  encore  paru . 
Les  notes  à  l'Algèbre  sont  augmentées  de  plus  du  double. 
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